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üeber  die  Auflösung  eines  Systemes  von  unendlich  vielen 

linearen  Gleichungen. 

Von 

Dr.  Th.  KÖTTERITZSCH, 

L<-lir('r  an  der  FünteuHchult'  7m  Griiuma. 

Allgemeine)  BetrAchttingen. 

Ist  ein  Systoin  von  ri  -j-  1  linearen  Gleicliungen  (;i  eine  reelle  ganz»^ 
positive  endliche  Znblj  mit  n  1  Unbekannten  zur  Aufliisung  vorgelegt  in 
der  Form : 

o**»  "^^o  ~f"  «"i      "f"  »"'i  '^'i  ~\~ H~  «"«      ~  ^'o 

t«0  ^0  4-  |«1  ^1  +  1«2  «^2  + -f  1««  ^"  ^  W| 

I)  ,ifo     +  ««I  *i  «2  + +  ja,  ar«  —  II, 


WO  die  mit  u  nnd  a  beseiebneten  Grössen  keine  der  mit  x  beseicbneten 
Unbekannten  entbalten,  so  ist  bekanntlicb  der  Wertb  irgend  einer  der  Un- 
bekannten, s.  B.  der  Werth  von  Xk  dargesteUt  dnrcb 


+ 


1«* 


1    2«*  I 


+  n  « 


wenn 


|«0  t*"! 


•  •  •  •  o"» 


die  Determinante  des  vorj^elegten  Systemes  I)  linearer  ( ;ieicliun<;en  l>e- 
dcntet  nnd  iUk  üen  Coefiicicnton  von  ,yj4  in  der  Entwickclung  von  H  be- 
zeichnet. 
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2   lieber  Auflös.  eines  Systemes  von  nnendl.  vielen  linearen  Gleichungen. 

Die  eben  angogebone  Art  «1er  Auflösung  <1ok  vorgologten  Systcmos  I) 
Mt'ibt  bestehen,  wenn  man  zu  den  linken  Seiton  der  einzelnen  Gleichungen 
der  lieihc  nach  noch  die  (ilitder  addirt:  ,,""+1  «^«+1;  i^'n+i  ^"/H-i  i 
Xm+ii  '  •  '  •  n(tn+i         ;        wenn  man  zugleicli  die  Anzahl         der  Glei- 
cbuDgeo  des  Systemes  I)  vermehrt  um  die  folgende : 

it+l^O  ^0  +  «4-1^1  ^1  4"  «+1^*2  ^2 +  «4-1««        +  «+I«»-f  1  '^'n+\  =  Wii+i 

Es  ändert  sich  also  nichts  an  der  angegebenen  ^Icthode  der  Auflösung  des 
Hystemes  I)  wenn  die  Ansahl  der  Unbekannten  ebenso  wie  die  der  ge- 
gebenen Gleichungen  um  eine  Einheit  annimmt;  da  man  nvnxlas  eben  er- 
haltene Resultat  wiederum  auf  das  erweiterte  System  linearer  Gleichungen 
anwenden  kann  u.  s*  f.  so  kommt  man  sa  dem  allgemeinen  Resultate: 

Ist  das  System  linearer  Gleichungen  I)  so  beschaffen,  dass  in  ihm  die 
Anaahl  n  1  der  Gleichungen  in  ganz  derselben  Weise  wie  die  Ansahl 
n  1  der  darin  voikommenden  Unbekannten  x  ins  Unendliche  wichst,  so 
ist  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten,  etwa  der 

wenn  R  die  Determinante  von         0'  -|-  1)"  EbMiienten  des  vorgelegten 

Systemes  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  bedeutet  und  ntk  den  Coeffi- 
cienten  von  io/t  in  ß  bezeichnet. 

Die  Existenz  eines  Systemes  linearer  Gleiclinngen,  deren  Ansahl  un- 
endlich gross  ist,  ist  aber  nnr  möglich,  wenn  das  allgemeine  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  die  Coefficienten  a  und  die  Werthe  u  gebildet  werden 
müssen,  weil  im  entgcgengesetaten  Fa1h>  das  System  nnendlich  vieler 
linearer  Gleichungen  gar  kein  Gegenstand  mathematischer  Behandlung  sein 
kann.  Um  diess  anzudeuten,  setzen  wir 

«a«  =  ,  «)  i  M»  =  9>*  1 

80  dass  wir  ein  beliebiges  System  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen, 
mit  ebensoviel  Unbekannten  x  als  Gleichungen  ezistiren ,  kurz  andeuten 
können  durch  die  Form : 

Ü 

Il)m 
00 

Da  auch  jetzt  noch  die  Gleichung  2)  die  AuATtsung  des  Systcmes  II) 
bildet,  Sf>  k<innen  wir  aus  ihr  leicht  folgende  Sätze  ableiten: 

►Sind  sänmitlii.lic  (j„,  dor  Null  gleich,  wiiiirend  sämmtliche  Functionen 
/i,  j  /')  endlich  sind  und  die  Determinante  /?  des  Systemes  II)  einen  von 
Null  verschiedenen  endlichen  Werth  hat,  so  ist  auch  der  Werth  einer  Jeden 
Unbekannten  der  Null  gleich. 


Mz   m 
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Venchwittdet  die  Determinante  A  des  SystemesII),  so  kommen  sümmt- 
licfaen  Unbekannten  x  unendlich  grosse  Wertke  in,  die  aber,  wie  eine  ge- 
nauere Betrachtung  der  Partialdeterminanten  tttk  Ar  den  Fall  A  »  0  lehrt, 
tu  einander  bestimmte  Verhältnisse  haben.  Das  letztere  findet  auch  statt, 
wenn  simmtliche  Funetionen  9«  yerschwinden. 

Diese  beiden  Sätze  können  leicht  durch  eine  Betraclitung ,  die  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  geführten  anakigisch  ist,  streng  nachgewiesen 
werden,  indem  man  zeigt,  dass,  weil  dieselben  gelten  für  ein  System 
linearer  Gleicliungen  von  endlicher  Anzahl,  und  u n  v e r ä n  d  e r t  (ieltung 
behalten,  wenn  die  Anzahl  der  ffleichnngen  um  eine  endliche  Zahl  wachst, 
sie  auch  gelten  müssen,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  Unbekannten 
ins  Unbegrenzte  wächst. 

Wird  irgend  ein  e  der  Funetionen  (m^  p),  etwa  (r,  s)  unendlich, 
während  fpr  endlieh  ist,  so  kann  ar«  den  Werth  Noll  haben;  findet  dies 
statt  und  llsst  man  in  dem  System  II)  alle  die  Glieder  hinweg,  welche  in 
Xg  multiplieirt  sind  und  ▼emaehlMssigt  man  die  Gleichung,  welche  /Jj  (r,  t) 
enthält,  so  kann  man  ans  dem  übrig  bldbenden  Systeme  linearer  Gl^- 
ehnngen  sämmtliehe  Unbekannten  x  mit  einsiger  Ausnahme  von  Xs  bestim- 
men ;  setst  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  der  x  in  die  vernachlässigte 
Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich  ans  derselben  das  Gesets,  nach  welchem  sich 
Xf  der  Null  nähert. 

Wird  eine  der  Functionen  gp,„,  »«twa  (p,  unendlich,  so  kann  entweder' 
auch  eine  oder  mehrere  der  Functionen  /],  (r,  .s)  (constantes  r)  unendlich 
werden,  oder  es  kann  auch  (muu  oder  mehrere  der  Unbehannten  .r  unend- 
liche Werthe  erlangen.  Der  erstcre  Fall  kann  durch  Division  der  .v'''" 
Olcichuiig  mit  einem  der  unendlich  gross  werdenden  Werthe  entweder  auf 
d«'n  zweiten  Fall  zurückgeführt  werden,  oder  man  erlangt  statt  der  .v'*" 
(Jleichung  eine  neue  richtige  tJleichung  mit  lauter  endlichen  bekannten 
Werthen.  (Der  erstgenannte  Umstand  kann  offenbar  dann  eintreten,  wenn 
rpr  in  hrdierer  Ordnung  unendlich  wird,  als  irgend  eins  der  ebenfalls  unend- 
lich w  erdenden  (r,  s)).  Im  zweitenFalle  vernachlässige  man  vor  der  Hand 
die  .s""  Gleichung  und  bestimme  aus  den  übrigen  Gleichungen  die  Ver«- 
bäitnisse  aller  Unbeluuinten  x  zu  irgend  einer  bestimmten  Unbekannten, 
etwa  Xq  als  Functionen  von  x^.  Durch  Einsetsen  der  so  erhaltenen  Werthe 
in  die  vorher  vernachlässigte  Gleichung  ergeben  sich  aus  derselben  sämmt- 
liehe  Werthe  der  Unbekannten  x. 

Die  praktische  Verwendung  dieser  Sätse  aber  seheitert,  eben  so  wie 
die  nach  Gleichung  2)  zu  erlangenden  Werthe  der  Unbekannten  x  an  der 
Schwierigkeit,  mit  der  die  Werthe  der  Determinante  A  und  ihrer  Partial- 
determinanten <r  beschaflTt  werden  können.  In  den  folgenden  Para- 
graphen soll  ein  Mittel  angegeben  werden,  um  diese  Schwierigkeiten  zu 
besiegen. 


4   lieber  Aaflös.  eines  Systemen  von  nnendl.  vielen  linearen  Qleichnngen. 


§2- 

Auflösung  eines  besonderen  Sysiemes  linearer  Oleichnngen. 

Qesetst  in  dem  Systeme  II)  §  1  wJbren  sKomtliche  Fnnekionen  (m,  p), 
deren  p  kleiner  als  m  ist,  der  Noll  gleich,  alsdann  hat  die  Determinante  R 
dieses  vereinfaehten  Systemes  die  Form: 


1)Ä« 


f%  (0.  O)^  (0,  1)  A,  (0,  2)  . .        (0,  «) 
0     u  (1.  1)  h  (1. 2) ... .  u  (1,  «) 

0         0      /„  (2,  2)  •  •  •  .     (2,  ,i) 


h  (0,  0)  ^  (1,  1)  /i  (2.  2) 


DioHO  Form  <lc»r  Determinante»  /?  l.'isst  leiclit  erkonn<'n,  ob  ihr  ein 
verschwindontlcr  Worth  zukomme,  iiuleiii  in  iliescm  Falle  eine  oder  melirerc 
der  Funtti'inen  mit  zwei  ^Icirlien  Argumenten  verschwinden  müssen. 
Findet  diess  aber  statt,  8o  hüben  die  Unbek.innten  x  zn  einander  ein  be- 
stimmtes Verlwiltniss  oder  mit  andern  Worten,  die  einzelnen  Gleiclningen 
des  zur  Auilüsung  vorgelegten  Systeme»  sind  nicht  unabhängig  von 
einander. 

Es  kann  nun  auch  leiclit  der  Werth  irp^end  einer  der  Unbekannten  .r, 
z.  Ii.  d<'r  von  dargestellt  werden  durch  die  Functionen  /"y.  Die  Gleichung 
2)  ^  1  liefert  nämlich  für  den  jetzigen  Fall: 


2)ar, 


fu  (;> 


h{p.v)  y^''       f.  (/'+ 1  ,/>+  I) 


2)1 
2)J 


-  a,       [A.  (/^  +  2  ,     +  3)    //;,  (,,-f  1  ,^/.-f  2)  /„  (>  ,  1) 
I/o  (/>  +  3  .  p  +  3)   V;,  (/>  +  2  ,  p  +  2)  /-.(p+l.p+l) 

I  /;>(P+3,P+4)  r/-o(p-|-2.P+8)  //o(l>+liP+2)  A  (f>  >  P  +  t) 

1  /i(p+4.P+4)  |7;,(p-|-3,H-3)  V«0H-2,  H-2)  /;,(p+i,p+i) 

_  r^p^  pj+2)\  4(;Hy'H--o  /;. (/>  >  p  + 1)  , (;>  i  ;>  +  3)1 

_A(;^+2,/>4-n /A,0>-Hw>-f2)  _/-„(;>  ,  /'  +  D  _  A,  (/>  ,  ;>  +  2)\ 
/:,(/>-|-i./'-f  1)  U(A'-|-2,y'H-2)    Ao(;>-|-i,pH-i)  A>(p+2,p4--V 
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Schreibt  man  für  den  aDgefUhrten  Werth  von  jcp  kurz 
3)  Xp  =  ^^^^^^  [  yßp9p'-'  P^H-t  Vrt-i  +         Vp^  —  P^P-^H  Vp+s 

i +  ( —  1)*  P^p^  VH^  +  } 

so  erkcMuit  innn  aus  den  rechten  Soitcu  der  Gleichungen  2) und  3)  dass  die 
Wcrthc  der  CoeflBcicnten  B  der  Keihe  nach  leicht  gebildet  werden  können 
mit  Hülfe  der  folgenden  Gleichungen : 

»     —  »    f*      ^      4- 1) 


=F +  (-1)"'-'  /»  (/>+!  . 


+  (-1)— V5pAoO,p+«)] 


Vermittels  der  Gleichungen  3)  und  4)  ibt  es  nun  ein  Leichtes,  da« 
System  II)  §.  1  aufzuldsen,  wenn  die  einaelnen  Functionen  desselben 
von  der  Art  sind,  dass  /o  (r  ,  «)  »  0 ,  so  lange  s  <  r. 

§.3. 

Kcductiuii   eines  be  1  i  e  U  i    e  n  Syatemes  unentllich  vieler 
liuearer  Gleichungen  auf  <lio  Furui  det>  iu  §  2 

BehaudcUcu. 

Eh  niöf^e  zunäclint  die  Keihenfolge  der  einzelnen  Gleichungen  deti 
'Syäteuii'b  II  §  1,  >vie  es  iiiuner  möglich  sein  winl,  so  geordnet  werden,  dasb 
iu  der  y'  "  Gleicliiing  das  Glied  der  linken  Seite  (y  ,  y)  x.^  nicht  ver- 
Bcliwindel ;  ausserileni  oriinrn  wir  die  Glieder  lier  einzehien  linken  Sölten 
80,  (las.s  tlirjtMiifjcn  der  Unbekannten  .r,  welche  voiaubsiciitlicli  am  Itetriicht- 
liclisten  vi)u  Null  verschiedene  Werthe  erlangen,  die  niedrigsten  Indexe 
PrlialliMi ,  und  liass  analog  iliejeniijen  ( ib'i(  IiuiiL^«'n  ,  welche  vuraussiclitlicli 
deu  meisteu  EiuÜUtiü  auf  die  Werlhu  der  Üubekauulcu  x  Uabeu,  diu  erätcu 
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in  der  Reihciit'olge  der  einzelnen  Gleichungen  sind.  Die  eben  genannte  An- 
ordnung der  Gleichungen  wird  meist  von  selbst  gegeben  sein  in  den  Fällen, 
wo  die  Kechnung  auf  ein  (Jlcichungensysteni  fuhrt,  wie  das  vorgelegte  ist. 
Diese  oben  angegebene  Eigeuschalt  habe  nun  das  System  Gleichungen 


Wir  lasi'cn  zunächst  die  Otc  (Jloichung  unverändert,  schreiben  aber 
statt     (0  ,  p)  einfacher     {p)  und  statt  9>g  (g^g),  so  dass  also 


Wir  multipliciren  ferner  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  l\f  addiren  sie  alsdann  zur  Isten  Gleichung,  und  bestimmen  nun  den 
Factor  k\  so,  dnss  in  der  neuen  Gleichung  der  Coiifficient  von  Xq  venchwin- 
det.  Diess  geschieht,  wenn 


Den  Coefficienten  von  .r,,,  nämlich  Aj  f^^  (p)  -f-  fu  (1  >  /')  setzen  wir  cur 
Abkürzung  gleich  (/>)  und  schreiben  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung, 
nämUch  l\  (q>o)  +  9i  ,  (v,). 

Wir  multipliciren  femer  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes 
mit  X\  und  die  nach  der  .eben  angefBhrten  Methode  transformirte  sweite  mit 
kl  und  addiren  die  so  entstandenen  Produkte  sur  2ten  Gleichung;  die 
Werthe  von  und  X\  bestimmen  wir  nun  durch  die  Bedingung,  dass  in  der 
neu  entstandenen  Gleichung  der  Coiffficient  von  Xq  und  Xi  verschwindet, 
diess  erfolgt,  wenn: 


während  in  der  neu  entstandenen  Gleichung  allgemein  der  GoÖfficient  von 
X,,  nftmlich  Xl  (p)  +  X\  (p)  +  (3  >  P)  »üt  /*,  (p)  und  die  rechte  Seite 
der  Gleichung,  nftmlich  9,  Xl  (9,)  X^  (tp^)  mit  (92)  beseichnet  werden 
möge. 

Es  möge  weiter  die  Ote  Gleichung  des  gegebenen  Systemes  mit  A],  die 
erste  transformirte  Gleichung  mit  AJ  und  die  zweite  transformirte  Gleichung 
mit  X*  multiplicirt  werden,  die  so  entstandenen  Gleichungen  addiren  wir 
zur  dritten  des  gegebenen  Systemes  und  bestimmen  nun  AJ,  und  X],  so, 
dass  in  der  neu  entstandenen' Gleichung  die  Coefficienten  von  iTjj  ^1  und  x^f 
verschwinden;  diess  geschieht,  wenn 


A;/o(0)-f /•o(l,0)  =  0  —  A,  (0) 


f,  (0)  +     (2  ,  0)  =:  0  und 

( 1 )  +     A  (1)  +  /a  (2  ,  1)  =  Ü  =  /2  (1  j 


X\     (2) .+  X\  A,  (2)  +  X\  r,  (2)  +  /i  (3  ,  2)  «  0  =  /i  (2) 
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Der  Col^fficient  Ton  Xp  in  der  neu  entttandenen  Gleichaug  sei  knrs  beseieh* 

net  mit  /".,  (;>),  wo 

und  die  rochte  fcJeitc  ileraelbcn  tioi  [q  .^)  wo 

-  93  +    (9»)  +    (9i)  +  K 

Fahren  wir  in  analoger  Weise  weiter  fort  die  dnaelnen  Gleiehungen  des 
gegebenen  Systemes  in  transformiren,  so  erseheint  als  neues  System 


Ali  (p)  «  0  so  lange  p  <  m. 

Das  System  I)  kann  nnn  gans  nach  Analogie  des  in  g  2  aufgelösten 
Systemes  behandelt  werden  nnd  man  erhält: 

0    ■=  j-^^^^  \  pAp  {q>p)  —  pJp+i  ivp+i)  +  pA,^  (9>m)  H  


+  (—1)"  pAp+m  (9>p^)  -h 


wenn 


pAp 


2)  pAp^,  =  fi^i^  Jp'^  2)  [  +  2)  -  p^p  fp  (/^  4-  2)  ] 

Um  nnn  die  Werthe  der  Functionen  f  nnd  (^)  an  ermitteln,  bedarf  es 
der  Werthe  der  eingeführten  Httlfsgrtfssen  A.  Um  irgend  dnes  der.l,  s.B. 
A*  an  bestimmen,  haben  wir  das  System  Gleiohnngen  anfsnlSsen : 

A-^,  A-,  (»-2)  +       /-^j  («  -2)  +  

+1;/,  («-2)H-A:/o(n-2)+A(«,»-2)«0 

A:-2  f.  3  («-3)  +  h  ^5  A  ("-3)  +     /•„  (/I-3) 

+  /«  («  ,  «-3)  =  0 

^Vi  (1)  -h  AJ/o  (i>  +  A  (« »  l)  «  0 
A7A(0)  +  /-o('»,0)«0 
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oder  wie  wir  hierfür  küner  schreiben: 

n— 1 

u 

fn-p-i  (n— 1 — iii)8bO  so  lange  n — 1 — jw  <  «— p^i. 
Auch  dieses  System  Gleichiingen  kann  aufgelöst  werden  nach  Ana- 
logie des  in  §  2  behandelten  Systemes  ^on  Gleiehnngen  und  man  erhftlt: 

^  {n—p-T)  I  -^^*-J'-t/i(«.»--P-l)--i.-f.Ci.-,»-2/o(«.«-P--2) 


wenn 

m-pC^p^^  «HB  1 


p-3      M—p^i$-p—2f  /  «V —«  

/•-j^aV»— -P—^)  V«-#»-3  («— P — 3) 

+  (-i)s-„aH-j»-i  z'«^-,  (n-p-i) } 

Aus  der  ersten  der  Gleicbuugeu,  die  die  Wertbo  der  k  befitimmen, 
i'ol^l  ferner  der  Werlli  von  /'„  {rj)  \  >  n  in  der  Form: 

A  (7) = A.  («,  q)  +  A?  A  (y) + a;/-,  (rt  +  AS/i  (y)  +  +  i:  (,) 

und  zugleich  ist 

(v-)  —  9«  +  a:  (9—1)  +  K-x  (9>-2)  +  +    (9),)  +  (9^«) 

SetBt  man  die  für  die  A  gofuudeueu  Wertbe  ein,  so  eiitätoht: 

->.(-.o)  [  .c„^;j        J + .4  g; (-,).-.  c^f-;^^ 

4)  +/„(«.  0  [  + +....+( ^  ir-  c.^^,^Vj 

-t-i)Y(«.- .)  [  +(-1)-'  .c^, 
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und 


5)  -f/o  («.!)[ 


• 

9 

.) 

-0 

.) 

/•—!(« 

-i-iy  a„,  n-1)  [  +  (-  1)—  J 

Ans  den  GleichuDgen  3)  4)  und  5)  lassen  sich  nun  die  Werthe  von 
/«  {q)  und  (dpa)  mit  Leiebtigkeit  nach  und  nach  berechnen  ab  Functionen 
▼on  den  fQ  und  Hit  Hülfe  der  so  erlangten  Werthe  der  f„  (q) . 

folgen  dann  leicht  aus  der  Gleichung  2)  die  Werthe  der  pAp+m  nnd  als- 
dann aus  den  gefundenen  Werthen  der  (9«)  und  p^p+m  nach  Gleichung 
1)  die  Unbekannten  acp  selbst. 

Bind,  wie  in  §  1  bemerkt  wurde,  die  Functionen  /{,  ebenso  wie  die 
Functionen  9  nach  einem  bestimmten  Gesetse  gebildet,  so  ist  dasselbe 
auch,  wie  man  aus  den  Gleichungeu  3)  1)  und  5)  erkennt,  mit  den 
Functionen  fn  (q)  und  (7.)  der  Fall,  also  dann  auch,  wie  man  aus  den 
Gleichungen  2)  und  1)  erkennt,  mit  den  Werthen,  welche  die  Unbe- 
kanuteu  Xp  erhalten.  Hat  man  daher  den  Werth  der  Unbekannten  mit 
dem  allgemeinen  Index  p  erhalten,  so  kann  man  daraus  oiiuc  weitere 
Ueclinung  die  Werthe  aller  anderon  Unhckannton  .v  ableiten.  Das  spe- 
cielle  Geaetz,  nach  Nvcklicni  diess  zu  gesehelien  hat,  hängt  iVoilich  ab 
von  dem  speciellcn  Bildungsgesetz  der  Functionen  und  y  und  läbbt 
sich  daher  sjtecicllfr  als  geschehen  ist,  nicht  angeben. 

Die  somit  durchgef  ührte  Lösung  des  Systeme«  linearer  .Gleichungen 

mj^^/o  («,  p)      =  9m 

ist  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  der  Methode 
der  uubcbtimmteu  Coefficieuteu.  So  weiss  man  z.  B.  dass,  innerhalb  ge- 
wisser (Trenzen  des  Argumentes,  jede  Function  sich  nach  Kutjeltunetio- 
uen  oder  nach  Fouriersclien  Reihen  entwickeln  lässt ;  man  kann  also  auch 
von  einer  gesuchten  Function  eine  derartige  Entwickelung  iin  Voraus 
annehmen  und  die  Corflicienten  der  Entwickeluug  nach  der  M«'thode 
der  unbestinunten  Coel'ticienten  zu  bestimmen  stieben.  Sind  nun  die 
Bedingungen,  denen  die  gesuchte  Function  zu  geniigen  bat,  derartig, 
«laas  es  nur  eine  einzige  svdche  Fuuctit)n  geben  kann  ,  so  niiissen  aueli 
die  unbekaunteu  Cocfficieuton  x  der  Kutwickelung  einem  «Systtemo  von 


Digitized  by  Google 


10  Ueber  Anflös.  eine»  Systemes  von  unendl.  vielen  linearen  Gleiebnngen. 

Bcdinguiigsgleicliungon  gonügcn,  wie  das  oben  hingeschriebene  ist. 
Kennt  man  nun  aber  durch  Auflösung  des  Systemos  linearer  Gleichungen 
den  allgonicinen  Werth  von  o:,,,  so  k.ann  man  auch  mit  leichter  Mühe 
die  Functionen  selbst  finden,  bei  deren  Entwickelung  nach  Kugol- 
functiüncn  oder  Fourierschen  Keiheu  die  x  die  Coc-fficienten  bilden.  Es 
kann  nämlich  in  diesem  Falle  Xp  —  f  {/>)  als  Function  ilcb  Stellen- 
iudexes  p  betiachtet  werden,  so  dass  dio  EntwickeluogcD  lauten: 


-  /•  (0)  />«  +  /•  ( 1)    +  /;{2)  i«  +  +  /■(„)  i)«  + ... . 

5,  —  4- /-(O)  +        cosO-j-f{2)  cos2  0  -f  -{-r{n)  cos  n  0 -\- 

f{X)  sin  0  +fi2)  sin  2  ö  +  +  / W  sinn  0  4- 

Nnn  Ist  bekanntlieh,  wenn  z  eine  eomplexe  Variable  bedeutet 


4/       Z  (l 


wenn  ^  (2)  innerhalb  der  geschlossenen  Integralionscnrve  syneetisch 
bleibt  Hat  nun  etwa  /  (x)  die  ebengenannte  Eigenschaft  für  alle 
Punkte  der  positiven  Seite  der  Zahlenebene,  Noll  nnd  die  imaginäre 
Axe  eingeschlossen,  so  kann  man  als  Iniegrationscurve  wtiilen  die 
imagtnXre  Aze  und  einen  auf  der  positiven  Seite  der  Zahlenebene  ge- 
legenen Halbkreis  mit  unendlich  grossem  Radius.  Das  Integral,  aus- 
gedehnt ttber  diesen  Halbkreis,  verschwindet  und  es  bldbt  allein  flbrig, 
wenn  allgemein  ^ix-\-iy 


' ÜMLa  4_  /'  fi*y)  j  ^  j  — 2ä/'(«)j  wcnndorrccllcThcUvoaaporitiv  1  .^^ 
ly — ^  y~r  j  -y — ^  If  *™J      Q      J  weanderreeUeXUeilvona negativ) 

—  00 


Es  bedeute  nun  a  irgend  eine  Zahl  /j  der  reellen  Zahlenreihe  von 
1  bis  00,  dann  folgt  aus  der  eben  erlangten  Kelation,  wenn  in  ihr  noch 
die  IntegratioDSgrenzen  sämmtUcU  auf  0  bis  00  zurückgoführt  werden: 


y'-\-p 


Verbindet  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  Addition  nnd  Sub- 
traction,  so  erhält  man 


a» 


M       /         /\—*y)-\-/\+iy)  ^.  
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In  dem  besonderen  Falle  p  =  0  scliliesscn  wir  den  Ausnahine- 
punkt  Null  durch  einen  nach  der  positiven  Seite  der  Zaliloncbcno  sich 
entreckenden  Halbkreis  von  der  Fhächo  aoSt  die  die  Integrationscurve 
umkreist.  Das  über  die  jeUige  Intcgrationscnrve  erstreckte  Integral  mu88 
Null  sein.  Lassen  wir  nun  den  Kndius  des  den  Nullpunkt  aussckliessen- 
den  UaLbkreises  bis  aar  Grense  NnU  abnehmen,  so  ergiebt  sich: 


Oder: 


Setzt  mau  nun  die  "Wortlic  von  (0)  und  f  (p)  aus  den  Gleichungen 
a  und  c  ein  in  die  obige  Summe  «S^,  so  erbalt  man 


,    ,j         j'  i  1    ,  y  '-OS  0      tj  cos2  0      tj  ros  :>  0 

Oder  weil 

1    .yeos^.f/cos^O     tjcosSO  ycosnO 
e(*-tf)Sr+e-<*-«i'  ^^^^ 


•■X 

6)  ^-Z- 


e^n^e-^y  2t  ^  ^ 


Setzt  man  ferner  den  Werth  von  /  (//)  aus  der  Gleichung  b  ein  in 
die  Summe  5^,  so  entsteht: 

I    o       tTlsinO    ,  2sm2d  ,  3j»pi80  , 
Nun  ist 

iq:y2  +22+^2+32+^2+  +  -?+y.i  H 


folglich  ist  auch 


Digitized  by  Google 


12  Ueher  Auflös.  eines  Systemes  von  nnendl.  vielen  linearen  Gleicbangen. 


0 

Dnrch  die  Formeln  6)  nnd  7)  sind  die  Functionen  selbst  geftindeni 
die,  nach  Fourier  entwickelt,« die  Unbekannten  Xp  diki  Systemes  linearer 
Gleichungen 

«  L^''  /o  («•  t  P>     —  9m 
•  I  0 

SU  Entwickelungscoefficionten  haben. 

Es  hat  bekanntlich  keine  Schwierigkeit,  das  Gültigkeitsintervall  der 
Formeln  6)  pnd  7)  noch  weiter  ausaudehnen,  ab  die  beigeftigten  Gren- 
sen  an^ben. 

Sollte  die  Bedingung,  dass  xp  ^  f  (p)  synectiseh  bleibt  auf  der 
gansen  positiven  Seite  der  Zahienobene,  wenn  man  für  p  die  complexe 
Zahl  X  iy  setat,  nicht  erfKllt  sein,  so  hat  diess  für  die  Uerleitnng 
der  Formeln,  die  anstatt  der  6)  und  7)  auftreten,  weiter  keine  Wirkung, 

als  dass  andere  lutegrationswcgo  der  l'ormel   i  ^  ^  dz  =  2  n  i  f  (a) 

gewählt  werden  mttssen.  Darauf  hier  weiter  einsugehen  ist  nicht  der  Ort. 

Um  femer  die  Function  Si  von  9  au  erhalten,  die  bei  Entwickelung 
nach  Kttgelfunetionen  die  Unbekannte  Xp  f  {p)  cum  Co<$fficienten 
von  jPP  besitat,  braucht  man  nur  die  Dirichlet*sehe  Formel**)  au  be* 
nutsen : 

$  n 
/  2'  ^^cosjtp  COS  n  y  2   /'  sin  j  q>  cos  nip 

P"  icus  6)  =!  —  I   .  -    *   ■  dwA  I      -      ^   dip 

^  9fJy2{cosip—eaa9)       '  njy2{eot$^eos<p) 

iu  der  man,  iin  Falle  n  =  0,  die  Hälfte  der  roclitcn  Seite  zu  lu  hmeu  liat. 
Substiiuirt  nian  den  Werth  von  P"  {cos  0)  iu  die  Entwickelung  von  so 
erhält  mau : 
0 

%   ^    {cosq>  —  casO)  ' 

-\-f(n)co8n(p-\          j  dip 

n 

+   /V« .  '^}'^    \km+riX)cos9+mcos2ip+ .... 

%  y  ^  (co«d  —  cosqi)  * 

-j"  f  {n)  cus ntp ■  ■    I  </y 


*)  Mau  vcrgl.  liu niliei :  Scliloiriikli,  Dc-veloppoiuciil  de  (icux  loi'iuiilcä  siiuuuatoires. 
Jonrnal  v«>n  Crollu  Bd.  42,  pag.  I  Jö  seqq. 

**)  GreUe,  Journa]  f.  Mathem.  Bd.  XVIL  p.  41. 
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Diese  Gleichung  vereinfftcht  sich  aber  hei  Anwendung  der  Formel  6)  in: 

Die  Formel  8)  gilt  nntütlicb  nnter  densolben  Voraussetzungen,  über 
Xp  ==:  jT^bfty  unter  denen  auch  die  Fonnel G)  galt,  während  die  nach 

6)  aber  9  aufzustellende  Bedingung,  nämlich  »  ^  9  ^  0,  dnrcb  die  Gren- 
len  der  sweiten  Integration  von  selbst  erfüllt  ist. 

Da  nach  der  Gleiebnng  1)  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten  Xp  an- 
niehst  immer  in  Form  einer  nnendUeben  Keibe  ersebeint,  so  versiebt  es 
sieb  von  selbst,  dass  nnr  solche  Wertbe  von  Xp  wirklich  brauchbar  sind, 
Ar  welehe 

Ä  =  (—1)'"  p^pfm  (9i4*i)  —  (—  1)"  p^H-+i  (VH*M-l)  +  

bei  hinreichend  grossem  m  kleiner  wird  als  jede  nocli  so  kleine  Grösse  Ö. 
Dieser  Umstand  ])ildct  auch  das  allgemeine  Kriterium  darüber,  ob  das  vor- 
gelegte System  Glcichnngen  überhaupt  /-ulas.sij^e  Lösun^xen  besitze.  Die 
sppciellen  Kegeln  darül)er  kiinnen  oluie  Weiteres  aus  der  Theorie  über 
die  Convergenz  unendlicher  Keihoa  übertragen  werden. 

§4. 

Beispiel. 

Gesetat  es  sei  anr  Anflösnng  vorgelegt  das  System  Gleichnngen 


0 

m 


so  ist ,  vergliclien  mit  der  zu  Grunde  gelegten  allgcmeioen  Form  eines  sol- 
chen äystemes  Gleichungen: 

jthm  erbltlt  dann  anr  BesHmmnng  der  Functionen  /*«  (9)  nnd  (91^)  aus  den 
Gleichnngen  3)  4)  und  5)  von  §  3: 

,6',  =  1  i  ^Co     1 ;  /*,  (y)  =     —  «„ 

ft  (v)  —  K~«o)  K— «1) 


6*2  —  1 ;  jC|  — 


"2  —  »II 
«I  —  «0 


«,  —  «0 
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4 


^s-l5  4^?t-= 


(«3  —  "o)  —^\) 
(«2  —  «o)  («2  —  «l) 


=  t^it'Jli - K-«i) K-«2) K-«3) 

^      (tfa  —  «o)  («8  --  «i)     «a  —  «0     («s  —  «g)  («s  "  «i)  . 
*  *     (a,  —  «,)  (a,  —  «o)     «1  —  «0     («,  —  o,)  («,  —  «fo)  ' 

((jP,)  ==  /  _ 

(Vi)  =  (<  —  «o)    -  «i)  (<  -  «2) 

ifi)  =  (<  -  «0)  ('  -  «1)     -  «2)  ('  -  «3) 

Man  erkennt  bieraas  bereits,  dass  fm  {9)  und  (9»)  die  Form  haben 
müssen: 

fm  iv)         —  «0)  K  —  «1)  K  —  «?)  •  •;  •  •  K  —  ««-1) 

Resultate,  deron  Richtigkeit  man  noch  durch  die  nicht  schwierige  aber 
umständliche  Rechnung  des  Schlosses  Tom  raten  Gliede  auf  das  (ft-^l)te 
Glied  nachweisen  kann. 

Die  Determinante  des  gegebenen  Systemes  Gleichungen  ist  nun 

„    00  A  («)  =  («« —  ««)  («•  —  «1)  C««  —  «2)  (««  —  1) 

Soll  daher  das  gegebene  System  Gleichungen  wirklich  so  bestehen 
kSnnen,  dass  seine  einsehien  Gleichungen  unabhängig  von  einander  sind, 
so  darf  die  Determinante  nicht  verschwinden  oder  es  müssen  die  einzelnen 
a  durchgängig  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Setzt  man  die  für  /„  (y)  erlangten  Werthe  ein  in  die  Gleichungen  ^)  §3, 
so  eutsteht: 

^,=  1 

r_  ^  _ 

(«H-i  -«1»)  («141  — «f) 


^      _  ^  .  _  1  ^  .   

(«H-i  —  «p)  («Hl  —  «I»)  («j»+8  —  «f) («jHh»— «p) 
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and  die  Gleichung  1)  §  3  ergiebt  jetzt : 

a-  "o)     —  «i)     —  «2)     —  «3)  0  —  «y-i)  (  ^      <  — 

(«iH-i  -«;»)  «p)      («H-i-^p)  i"p+2-"y)  ~      '  * 

Oder,  wie  man  leiclit  findet: 

'  Ctt|i"-«i)  («j»— «j) C«F— «P-i)  («p— «p+i) 

Durch  diesen  Werth  von  ist  das  gegebene  Sjetem  Oleiehnngen  toU- 
sUndig  aufgelSst,  da  man  für  p  Jede  der  ganzen  ZiAlen  von  0  bis  00  setaen 
kann<). 

Ob  der  gefundene  Werth  von  ttberhanpt  branehbar  sei,  hängt  davon 
ab,  ob  das  nnendliehe  Ftodnet,  das  den  Werth  von  aop  stellt,  einen  end- 
liehen Werth  besitst  oder  nicht,  gleichgültig,  welche  positive  ganze 
Zahl  p  sei. 


*)  Vcrgl.  Lagrango,  Mem.  do  Berlin  1776  p.  185.  Cauchj,  J.  de  Tdc.  polyt.  Cab.  17 

^73. 
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Ueber  die  elektrodynamische  Wechselwirkung  der  Theüe 
eines  elektrisehen  Stromes  von  TorAaderlieher  Gestalt. 

Von 

Dr.  Ludwig  Boltzmann. 


(Hit  1  Tiifel.) 


AmpT^ro  gründoti;  sein  Gesotz  für  dio  Woclisolwirkmig  zweier  Elo- 
ineiite  eines  elektrisclien  Stromes  auf  qualitntive  Versuclie.  Seitdem  f«ind 
dicHe.s  (Jesetz  (iiirch  die  schönen  quantitativen  Vcrsuchu  Weber'ö  eine 
ausge dehnte  liestiitigniijj;. 

Aliein  Weber  operirte  blos  mit  sogenannten  Solcnoiden,  prüfte  also 
blos  die  Wirkung  fester  geschhißsener  Ströme  auf  andere  feste  geschlossene 
Ströme  (wenigstens  solcher,  welche  für  das  Experiment  als  in  sich  ge- 
schlossen angesehen  werden  konnten).  Es  erschien  mir  daher  nieht  ohne 
Interesse  su  sein ,  die  Wechselwirknng  der  Theile  eines  Stromes  auch  in 
Füllen  quantitativ  zu*  bestimmen,  wo  nicht  jeder  der  festen  Theile  für  sich 
bereits  als  ein  geschlossener  Strom  angesehen  werden  kann.  In  diesen  Fill> 
Icn  ist  der  quantitativen  Bostimmnng  namentlich  die  grosse  Zähigkeit  des 
Quecksilbers  hinderlich,  das  man  als  Verbindnngsmittel  der  beweglichen 
Stromtheile  nicht  entbehren  kann.  Ich  nntersnchte,  um  diesen  Uebelstand 
mogfichst  SU  vermeiden,  einen  Strom  von  nnyerSnderUcher  Länge,  aber 
veränderlicher  Gestalt,  so  dass  also  Oleitstellen  gänslich  vermieden  wurden 
und  eich  die  beweglichen  Btäcke  an  den  Verbindungsstellen  blos  im  Queck- 
silber lu  drehen  brauchten.  Die  Reibung  in  demselben  war  auf  diese 
Art  freilich  nicht  ganz  vermieden,  aber  sie  erschien  doch  auf  ein  lOnimum 
reducirt. 

1.  Beschreibung  des  Apparates. 

Der  Apparat,  den  ich  su  diesem  Zweite  anwandte,  ist  in  Fig.  1  sche- 
matisch dargestellt.  Die.beiden  Linien  GSJ  und  BPD  sind  Kupferdrähte, 
die  auf  einer  passenden  hölzernen  Unterlage  festgemacht  sind.  Die  Enden 


Digitized  by  Google 


Von  Dr.  L.  Boltsmamh.  17 

m 

G  und  H  derselben  werden  mit  den  Polen  einer  Batterie  verbanden.  Die 
Staclce  GE  nnd  HF  laufen  parallel  und  befinden  sieb  in  mdglicbat  geringer 
Entfernung.  Die  Stücke  E4  ond  FJO  daliegen  Bind  so  gebogen,  dass  sie  in 
eine  nnd  dieselbe  borisontale  Linie  AD  fallen. 

Dipsolhen  sind  an  P^ndon  A  und  D  etwas  nacli  abw/irtK  pobogon 
lind  trjij^on  daselhst  je  oiii  kleines  Kn|if('rscli;ilchon.  AB  und  CI>  sind  eben- 
falls zwei  an  den  Enden  etwas  nacb  abwärts  gebogene  Kuitfeidriibte.  Die 
Enden  B  nnd  C  derselben  tragen  zwei  Kupfersfbälcben  vr.n  derselben  Be- 
scbaffenbeit,  wie  die  der  frtilicr  bctracbteten  Drälite.  Die  Enden  A  nnd  // 
dagegen  sind  mit  einer  feinen  Stablspitze  versehen,  welche  in  den  Schäl- 
eben  A  und  D  auf  ruht. 

Um  die  Keibvng  der  Stahlspitse  sn  ▼ermindem  ist  jedes  der  Kupfer- 
sebXlcben  in  der  Mitte  dnrebbohrt  und  in  dasselbe  ein  Granathfitcben,  wie 
man  dieselben  bei  Bussolen  verwendet,  eingelegt.  Fig.  2  giebt  einen  Quer- 
sehnitt  des  Sebälcbens  bei  D  sammt  der  darin  mbenden  Spitae.  Die  Knpfer- 
drilbte  AB  nnd  CD  sind  an  swei  hölaemen  Stäben  IK  und  LM  befestigt, 
welebe  bei  K  und  M  mit  passenden  Gegengewiebten  yersehen  sind,  so  dass 
sie  bei  borisontaler  Lage  von  AB  und  CD  auf  den  Spitsen.  A  und  D  balan- 
ciren.  BC  ist  ebenfalls  ein  an  seinen  Enden  mit  Stablspitsen  versebener 
Knpferdrabt,  welcher  genau  in  derselben  Höbe  in  den  Sebftlcben  B  und  C 
balancirt;  er  trftgt  bei  N  etwas  tiefer  ein  Gegengewicht. 

Um  die  Reibung  zu  vermindern,  sind  an  den  llolzstaben  /A' und  LM 
bei  A  und  D  Coconfäden  befestigt,  wolclie  über  eine  Rolle  laufen  und  an 
dem  andern  Ende  so  gewählte  (Jewicbte  tragen,  dass  auf  die  Spitzen  A  und 
/>  nur  ein  ganz  kleiner  Druck  nach  abwärts  übrig  Idcibt.  Die  Länge  der 
Linien  AB,  B(\  CD  und  ]>A  beträgt  aßH^j  Mm.,  die  Dicke  der  Drähte  etwa 
2  Mm.  Die  Schälchen  wurden  nun  .so  weit  nnt  t^^utjcksilber  gefüllt,  dass  der 
•Strom  direct  vom  Schäleben  in  die;  Kupferdräbte  übergehen  konnte  und  die 
Stahlspitzcn  nicht  zu  durchlnnfen  brauchte,  weil  dieselben  sonst  durch  die 
starken  angewandten  Ströme  gelitten  hatten.  Werden  nun  die  Drahtenden 
G  nnd  U  mit  den  Polen  einer  Batterie  in  Verbindung  gesetat,  so  durch- 
fliesst  der  Strom  die  Ktipferdrähte  in  der  durch  die  Pfeile  angegebenen 
Richtung.  Man  sieht,  dass  die  vom  Strome  durchflossene  Figur  ein  lihom* 
bns  ist,  in  welchem  bloss  die  Winkel  der  Seiten  variabel  sind.  Umfliesst  der 
Strom  den  Bhombus  von  West  über  Nord  nach  Ost,  SO  sucht  sowohl  die 
Einwirkung  dos  Erdmagnetismns  als  auch  die  Wiricung  des  Stromes  den 
Rhombus  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln.  Hat  dagegen  der  Strom  die  ent* 
gegengesetzte  Richtnng,  so  kehrt  sich  die  Einwirkung  des  Erdmagnetismus 
um,  wXhrend  die  des  Stromes  auf  sich  sellist  unverlndert  bleibt.  In  diesem 
Falle  ist  das  Quadrat  eine  labile  Gleiehgewiehtslage  und  die  stabile  tritt 
bei  irgend  einem  andern  Winkel  ein.  Derselbe  wftchst  mit  annehmender 
StromsUike,  bis  er  endlich  bei  sehr  grosser  StromstXrke  gleich  einem  reeh- 

ZaitwIiTlft  f.  MatlMiBftifli  n.  PbrtUi.  XT.  1.  2 
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ten  wird,  wo  dann  die  labile  Gleichgewichtslage  aufhört,  was  dvreh  die 
spXteren  Bechnnngen  begründet  werden  soll. 

Alle  diese  Erscheinungen  aeigen  sich  bei  der  grossen  Beweglichkeit 
des  Apparates  schon  recht  anffMlig  bei  Anwendung  von  6  Sniee*schen  Ele- 
menten, und  durfte  sich  daher  der  Apparat  bei  seiner  leichten  Herstellbar- 
keit auch  als  elektrodynamischer  Yorlesnngsapparat  gnt  eignen,  wobei  Tiel- 
leicht  noch  die  Granathfltchen  nnd  Aeqnilibrimng  dnrch  die  Bollen  weg- 
gelassen werden  könnte.  Znm  Zwecke  der  Messung  war  natürlich  eine 
Kraft  nöthig,  welche  den  Rhombns  in  eine  bestimmte  Lage  an  bringen 
suchte.  Es  wurde  su  diesem  Zwecke  an  den  Holastab  LM  auch  im  Punkte 
S  in  der  Entfernung  von  98Mt  Mm.  von  D  ein  Ooeonfaden  und  vertical 
unter  demselben  ein  Gewicht  von  10  Grammen  befestigt. 

Das  andere  Ende  des  Coconfadens  wurde  an  einem  horisontalen  Stabe 
festgemacht,  der  um  eine  verticale  Aze  drehbar  war.  Die  Aze  wurde 
ausserdem  noch  mittelst  eines  Senkels  vertical  Uber  die  tiefete  Stelle  des 
Schälchcns  />  gestellt.  Das  Gewicht  sucht  dann  immer  vertical  unter  dem 
oberen  Bcfo8tigung8punkt  des  Coconfadens  zu  stehen  and  hält  daher  den 
Rhombus  in  einer  bestimmten  Lage  mit  einer  bestimmten  Kraft  fest,  welche 
Ln^o  jodocli  (lurcli  Drebung  des  Stabes,  .m  dem  der  Coconfaden  festge- 
macht war,  hcliobig  variirt  werden  konnte. 

Es  ist  iiatiiilicli,  dass  dann  der  Winkel  des  IJlioiiibu.s  durch  die  elektro- 
dynamiscben  Krüfto  nur  unbedeutend  NM  rändcrt  wurde,  l^m  diese  Winkel- 
verUnderungt'u  mit  (ienauigkeit  messen  zu  können,  war  am  llolzstabe  LM 
im  Punkte  If  ein  kleiner  Spiegel  angebracht,  auf  den  mittelst  eines  Fern- 
roliros  visirt  wurdo.  Der  Spiegel  war  ausserdem  noch  um  eine  verticale 
Axo  gegen  den  Hol/stab  drehbar.  Der  ganze  Ajiparat  befand  sich,  um 
gegen  den  Luftzug  möglichst  geschützt  zu  sein,  in  einem  allseitig  verscblog- 
senen  Kasten,  der  nur  für  den  Sj)iegel  ein  mit  einer  plauparallclen  (ilas- 
platto  verschlossenes  Loch  hatte.  Ich  bemerke  noch,  dass  der  Draht 
direct  mittelst  einer  Libelle,  die  ül)rigon  Driilitc  aber  dnrcli  Verscliiebung 
der  Gegengewichte  auf  den  lloizstiiben  unter  Vergluicliung  mit  nahe  an- 
liegenden, mittelst  Libelle  horizontal  gestellten  Stäben  horizontal  gemacht 
wurden. 

2.  Theorie  der  auf  den  Bhombns  wirkeniton  Krftfka. 

Ich  will  nun  zur  Berechnung  der  an  diesem  Apparate  au  beobachten* 

den  Erscheinungen  übergehen. 

Ich  will  zu  diesem  Zwecke  die  Länge  einer  Seite  des  Rhombus  AB=^i 
etzen  (vergl.Fig.  3) ;  ich  nehme  an,  dass  auf  ein  Längendifferentinl  ds^  der 
Seite  AB^  das  sieb  in  der  Entfernung  <,  vom  Punkte  A  befindet,  in  Folge 
der  elektrodynamischen  Kräfte  die  Gesaramtkraft  Rids^^  auf  ein  Längen- 
differential  ds^  der  Seite  BC  die  Gesammtkraft  R^^'t  Längen- 
diflferential  dr,  der  Seite  CD  in  der  Entfernung     von  B  die  Gesammtkraft 
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Jt^J^j^aosgeflbi  werde.  Ausserdem  wirkt  noeh  auf  den  Punkt  S  die  hori- 
lontale  Componente  Q  des  Zages  dee  dasettwt  angebftngten  Gewiehtes  in 
einer  Richtung  senkrecbt  auf  Ci>.  Der  Winkel  der  beiden  (Geraden  AB 

and  AD  soll  o;  heissen.  VergrSssem  wir  denselben  um  da,  so  soll  das  Ele- 
ment </5,  die  virtuelle  Verschiebung  rf/^,,  das  Klement  (h.^  die  Verschiebung 
dp^,  das  Element  dS'^  die  Verschiebung  6p.^^  endlich  der  Punkt  S  die  Ver- 
schiebung (Jy  erleiden.  War  der  Winkel  u  eine  Gleichgewichtslage,  so  muss 
die  Gleichang  besteben : 

0  0  0 

worin  mit  P|,  und  die  Componenten  der  Kräfte  i?,  und  J?3  in  der 
Bicbtnng  der  virtuellen  Versehiebungen  dp,,  dp,  und  dp,,  also  in  einer  Bich* 
tuig  aenkrecht  auf  AB  oder  CD  beseiebnet  wurden.  Dieselben,  sowie  die 
Kiaft  Q  sollen  positiv  geslblt  werden,  wenn  sie  die  durch  den  Pfeil  TZ 
Fig.  3  dargestellte  Biebtungi  negativ ,  wenn  sie  die  entgegengesetste  Bich* 
tnng  haben. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe : 

dp,  =  5,  da,  dp2  =  '<^^i       =  SjdcCy  dV/  =  mda 
ein,  wobei  m  die  Länge  des  Stückes  DS  ist  und  dividirt  durch  da  weg,  so 
ergiebt  sich: 

1)  J  P^s^ds^  -f  /  /  P^ds^  +  /  P^s^ds.^  +  Qm  =  0. 

0  0  0 

Die  Kräfte  P^ds^J  P^ds.^  und  P^dSn^  bestehen  ans  2  Theilen :  der  Compo- 
nente der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  A^ds^ ,  A.,ds,  und  A.^ds.^  in  der 
Richtung  YZ,  und  der  Componcnto  der  W^irkung  des  Stromes  au  1' das  be- 
trcfiende  Stromelement  in  derselben  Richtung. 

Vom  Erdmagnetismus  wirkt  auf  ein  horizontales  Stromelement  ds  in 
horizontaler  liichtang  bloss  die  Verticalcomponeute,  und  zwar  mit  der  In- 
Vids 

lensitüt         gegen  die  Linke  einer  mit  dem  Gesiebte  nach  abwärts  im 

Strom  schwimmenden  Figur.  In  dieser  Formel  bedeutet  V  die  In- 
tensität der  Verticalcomponente,  t  die  Stromintensität,  gemessen  in 
elektrodynamischem  Maasse.  Diese  W^irkung  fällt,  wenn  der  Strom  von 
der  Intensität  i  den  Rhombus  in  der  Richtung  von  West  Aber  Nord  nach 
Ost  durehfliessty  für  die  Seite  AB  mit  der  Richtang  FZ  zusammen.  Hau 
hat  daher: 

Vi 

Fttr  die  Seite  CD  ist  sie  der  Richtung  72  entgegengesetzt ,  daher 

Vi 

«• 
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Ffir  die  Seite  BC  schliesst  sie  mit  TZ  den  Winkel «  ein;  es  wirchako: 

Vi 

Die  Glieder,  welche  der  ESrdmagnetismns  in  die  Gloichong  1)  liefert, 
sind  daher: 

/  /  / 

n  0  0 

Um  die  Wirkung  des  Stromes  <inf  sich  selbst  zn  rechnen,  wiU  ich  den 
Draht  AB  mit  /,  den  Draht  BC  mit  //,  den  Draht  CD  mit  III  nnd  den  Draht 
AB  mit  I V  beseichnen  und  die  Glieder  gesondert  betrachten ,  welche  die 
Wirknng  eines  Jeden  dieser  Drfthte  anf  Jeden  anderen  liefert.  Es  seien  an- 
nXchst  in  Fig.  4  LM  nnd  MN  swei  im  Punkte  üf  snsammenstossende  Drfthte, 
welche  yon  einem  Strome  in  der  durch  die  Pfeile  angeaeigten  Richtung 
durchflössen  werden  und  mit  einander  den  Winkel  ß  bilden.  Die  Ab- 
stossnng  der  Elemente  dt  und  dt'  in  den  Entfernungen  s  und  $  Ton  ilf  bt 
nach  dem  Ampere 'sehen  Gesetze 

dsds  /      «  ,  -      A      ^/  \ 
p  -B  j — (  CO«  ^  -|-  f  cos  6  CO«  6  j  j 

dariu  ist: 

r»  «  «»  +     —  2««'  cos  ß 

t*  eo$  ß  —  s      ^,  s  cos  ß  —  s' 

cus  6  =s  cus  6  : 

r     ,  r  ' 

es  ist  daher: 

1^  ds  (IS 


p 


~2r^'  (  -     <?o«  |J  -  ««  CO«  ß  +  Sss'  -  ts  eo^  ß^ 


Für  die  Wirkung  des  Drahtes  /F  auf  /  ist  /I «r  su  setsen ;  die  Com- 
.ponente  dieser  Wirkung  in  der  Richtung  TZ  whrd  durch  Multiplicatiou  mit 

'  gefunden  und  geht  in  die  Formel  1)  mit  «'  multiplicirt  ein.  Die  Wir- 
kung des  Drahtes  IV  auf  I  liefert  daher  in  die  genannte  Formel: 

/       /  ^ 

^  sina   i'      i'  ,'Ss'  l—  s*eos  «  —  «'*  co«  er  -I-  3««'  —  ««'  eot^  a) 
»41———  J  ^'J     


(«*  4"  *  ^  —  2  w  cos  a)  "2 


FOr  die  Wirkung  des  Drahtes  II  waSIUXßmm  180  —  a  an  setaen,  « 
und  »  sind  jetzt  die  Distanien  der  Stromelemente  yom  Punkt  B.  Dieselbe 
wird  daher  gleich : 

r  ds  ds  {s^  cos  a  -\-  .s  *  cos  «  -f-  3  ss'  —  ss  cos^  «) 
(«"'  -\-  s"^  -\-  2  SS  cos  uY 
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Ihre  ComponeDte  in  der  Richtung;  FZ  wird  wieder  dnrch  MultipHcation 

mit  — - —  gefimdeu.  Multiplicirt  man  zudcu  uocU  mit  dem  Abstand  des 

Elementes  d$  von  A  also  mit  /  —  /  und  integrirt,  so  erbXlt  man  für  den* 
Ansdmck,  welchen  die  Wirkung  des  Drahtes  //  anf  I  in  die  Gleichung  1) 
liefert 

r  shi  (t  I*     /*  #  (/  —  *')  s  («'*  Cosa  -j-  s"^  cusu  -j-  liss  —  ss  cos'a) 
ß    K  — ^ —  I  (Is  I  dt  :  —  —  — r-  

2   J     J  .    (^  +  ,'2  +  2w'eM«)» 

Die.  Wirkuiij;  des  Drahtes  //  auf///  ist  g^eradc  so  gross,  wie  die  von  I V 
auf  /,  aber  sii*  ist  cntgcgeugosetzt  gerichtet  uud  mit  /  —  s'  statt  s  zu  iiiul- 
tipliciren ;  sie  liefert  daher : 

sin  u  l*     i —  8)  s  (f*  Cosa  +     costt  —  Zss  +  ss'  eos^  «) 

"js  ™  — ö —  I      /   ^   1  

^    -J      ^  («2  +  Ä  •  -  2  SS  rus  a)i 

Die  Wirkung  des  Drahtes  JF  auf  ///  ist  gleich  und  entgegengesetst 
gerichtet  der  Wirknng  von  IJ  auf  /  und  mit  /  statt  /  —  /  su  multipliciren; 
liefert  daher 

^     '{  {s^  +  ^  +  2s8eMv)i 

Die  CoinpüiK'utcn  der  auf  die  Bogon-DiÜ'ercntiale  des  Dialites  JJ  wirk- 
bninen  Kräfte  gelicn  in  die  Formol  1)  mit  /  multiplicirt  ein.  Sie  sind  gloicli 
und  ontgogongesotzt  bezeicliuet  mit  den  ( Komponenten  der  Wirkung  des 
Drahtes  //  auf  die  übrigen  Drähte.  Ks  liefert  daher  die  Wirkung  des 
Drahtes  i  auf  IJi 

i  I 

r  l  sin  rt    /'      /*  •  5  {s^  cos  a           fos  «  -|-  3  ss'  —      cos-  a) 
sBs  ~  — -  I  ds  las  

^      %     %  (*2  +  /2  + 2«  cos«)* 

und  die  Wirkung  von  ///  auf  //: 

/  sin  cc  I' ,    /'^ ,  s  (— s*  CO»  a  —  s'*  cot  «  +  3  ss'  —  fs'  cos^  a) 
^    SÄ  I  f/s  f  ds — ^    ■  .   i 

i     i  (^^  +  r'-2s/cos«)* 

Die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  ist : 

^4  I  +  ^21  +  -^13  +  -^4S  4-  -^1 »  +  ^91 

^   .        /*./*.'      ( —     cos  a  —  s  *  C05  o  -|-  3  Ä.v'  —  ss  cos^  a) 
Ma  I  ds  I  ds   !    <- 

%     %  (s^  +  s^  —  2  s»'  CO»  a)i 


^  ■  i\  i  \  .  ss'  (9^  cos  a  4-  s^  eos  ot  4-  3  ss'  —  ss'  eos' «) 
—  i'  stn  a  I  ds  I  ds  ^  ■  1 

^     ^  {s^  +  s^  + 2  SS  cos  a)i 


0  0 
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Es  sind  noch  dieCiliedcr  zu  bestiinraen,  welche  die  Wirkung  jo  zweier 
unter  einander  paralleler  Drähte  lictVrt.    Seien  in  Fig.  5  ds  und  ds'  zwei 
Elemente  der  Drahte  I  und  ///in  der  Entfernung  s  und  s'  von  dem  Punkt 
*  A  und  Df  so  ist  nach  dem  Ampere 'sehen  .Gesetse  ihre  Abstossuug: 

q  as  '    ^^^^  "f"  ä  Ö  COS  0'^  , 

wobei 

/  cos  a  A-  s  —  s 

cotB  «  —  cm6  =s  '  

r 

=  i2  _j.  ^  2  /  cos  «  («'  —  «)• 

Nach  Eiosetsang  dieser  Werthe'erbftlt  num: 

Die  Componenteu  der  Wirkung  des  Elementes  ds  auf  ds  in  der 
iücbtung  YZ  ergiebt  sich  durch  MulUplication  dieses  Ausdruckes  mit  * 

sin  6  a  Lf!^^  ^te  der  Wirkung  des  Elementes  ds  auf  ds'  durch  Multipli> 

l  sin  €t  ./.... 
catiou  mit  —  — - — ;  erstore  geht  mit      letztere  mit  5'  multiplicirt  in  die 

Oleiehung  1)  ein;  es  liefert  daher  die  Wirkung  des  Drahtes  ///  auf  den 
Drabt  /  in  die  genannte  Formel: 

0  0 

und  die  Wirkung  des  Drahtes  /  aui  ///  liefert: 

0  0 

Die  Abstossnng  ^nes  Elementes  ds  des  Drahtes  IV  auf  ein  Element 
ds'  des  Drahtes  U  ist  dnrcb  dieselbe  Formel 

J  - -i^^[r' -  i  (/ «  +    -  »)»] 

gegeben,  in  der  jetzt  .v  den  Abstand  des  Ü^lemeutes      von  ui,  s'  den  des 
Elementes  ds  von  />  bedeutet.  (Fig.  6.) 

Von  dieser  Kraft  ist  die  Componente  in  der  Richtung  FZ,  also  senk- 
recht auf  AB  au  nehmen.  Bezeichnet  6  den  Winkel  der  VerbindnngsUnie  r 
der  Elemente  ds  und  ds'  mit  AD^  so  ist  diese  Componente 

q  sin  (t  (s  —  *)  i  cos«4-  $'  —  s 

—  2  stn  (« — 9}  s=  -i  £  ,   wegen  cos  Ö  =    
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sin  0  BS  '  ^!L5  .  Dieselbe  Ut  noch  mit  /  zu  multipliciren  und  zu  integriren 
and  liefert  daher  io  die  Glcichnng  1): 

B^2^^  ^  ^  ^  J  ^'  I  ^  ('   *)  5  ^  

0        0  ^ 

Die  Summe  aller  Glieder,  welche  die  Wirkung  sweier  paralleler  DrXhte 
in  die  Gletehnng  1)  liefert,  ist  daher: 

Istna  J  dsj  ds  (s  —  s)   ^  


0  0 

/  / 


[(/  CO»  «  +  *'  —  *)2  +  «»2 


0  0 


Die  Intogration  liefert: 


JJ 


,  «'  ( —    cos  «  —  s"^  cos  «4-3  SS  —      cos^  «) 

ds  ds  — ^  5  - 

(,«  +     —  2  SS  cos  «)t 

—     cos  a  —  s**  ro*  «r  -f-  ss'  (1  -f-  ro«'  «) 

.V///-  f<  ^/      -|-  .v  *  —  2  ss'  Cos  u 
daher,  indem  man  das  Zeichen  von  cos  a  verwechselt: 

•  ,  ss'  («'  CO*  «  +     CO*  «  +  3  **  —  ss'  cos'^  a) 

iis  ds   


JJ 


(,i  +  ,'24-2  ss'  cos  a)i 

S^  riis  a  -f-  .v"'  ros  a  -\-  ss  (1  -f"  *") 


sin'  «  y  Ä*  -f-      -f-  2  ss'  ros  a 

Die  Einaetsang  der  Grenzen  Null  und  /,  sowie Mnltiplication  mit  flsina 
liefert: 

/  4  CO* «  .      sin  %           cos  S  \ 
3)  «»  1-2  /      «  (  — _  +   T  ) 

Ferner  tiudet  man: 

[(/  CO*  tt  +  *—*)»  —  2    *iii»  tt)  (*  —  *) 


fj' 


ds  ds 


\{l  cos  «-(-*'  —  *)»  +  /«  */«l  «li 

%  (/  cos  «  4-  5'  —  5  -j-  ^/^  -f-      —  s)-  4-  2         «      —  ä) 

Sahstitnirt  man  in  diesem  Ausdraoke  die  Grensen  Null  nnd  /  nnd  mul- 
tiplieirt  schliesslich  mit    sin  o,  so  erhält  man: 
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-  .         r.      ros%  (1  -f-       ")       2  COttt   ,    ro5  ?  «in  %  1 

^  r  l  Sin  u  \  loa      „      .  r  .    n„  —  .  ~  - 

|_  *'  *m  5(1 -4- CO» 5)       «t«»«  ^25fn^S      2  oo*^  f  J 

FMst  man  Dun  die  unter  2)  gegebenen  Tom  Erdmagnetisrnns  stammen- 
den,  ferner  die  unter  3)  gegebenen  von  der  Einwirkung  der  gegeneinander 
geneigten  Drähte  berr&brenden,  und  endlich  die  unter  4)  augeffthrten  von 
der  Wirkung  der  parallelen  Drähte  herstammenden  Glieder  zusammen ,  bo 

verwandelt  die  Gleichung  2)  in  folgende: 


 +  <  M  ^  col  a  +  sin  u  log  — i-^^— L  ^ 


/  2       ^  '  ^  «in  I  (1  H-  CO*  ;) 


+  Q  m^O, 


Da  die  Vorändoiungcn  der  Gestalt  des  KliKinliub  (lineli  den  Strom  nur 
geringe,  die  Lfinge  der  Coconfäden  aber  eine  ziemlich  bedeutende  war,  «o 
kann  das  von  der  Schwere  herrührende  Moment  fj  in  {)r«»portional  der  durch 
den  Strom  hervorgcruteneu  Veränderung  des  Winkels  a  gesetzt  werden. 
Nehmen  wir  daher  an,  dieser  Winkel  habe,  bevor  der  ötrom  durchging, 
den  Werth  ttQ  gehabt  und  sei  durch  die  Einwirkung  des  Stroms  um 
^  a  ^  a  —  00  gewachsen,  so  kann  Qm  «=»  —  n  A  «  gesetzt  werden. 

^  Das  negative  Zeichen  ist  zu  «iüilen,  veil  durch  ein  Wachsen  des  Win- 
kels a  eine  Kraft  erweckt  wird,  welche  denselben  su  Terkleinem  strebt, 
also  der  Bicbtung  FZ  entgegenwirkt.  Setst  man  uoch : 

Vfi  21 


y  2  n  n 

was  i'ür  alle  Vursuchu  constautc  Zahlen  sind,  so  vigicbl  sich  die  Formel: 


5)     ^  a  =s  €u  cos  a  -J-  br 


■sin  a    ,        ras  «  (1  -|-  mi  ■?) 

Cül  a  -{  —  loa   ^-l—l  ^' 


3.  Vergleich irng  der  gefundenen  Formel  mit  der  Erfahnmg. 

Um  die  gefundene  Formel  experimentell  in  prüfen,  wurden  dem 
Winkel  «o  des  Khombns,  wenu  kein  Strom  durch  denselben  ging,  4  ver* 
schiedene  Werthc  ertheilt.  Fttr  jeden  dieser  Werthe  wurde  bei  3,  für  einen 
bei  4  verschiedenen  Stromstärken  die  Veränderung  des  Winkels  A«  mittelst 
der  Spiegelablesung  bestimmt,  sowohl  wenn  der  Strom  von  West  über  Nord 
nach  Ost,  als  auch  wenn  er  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ging.  Als 
Stromquelle  dienten  1  bis  8  passend  verliundene  Grove*sche  Elemente. 

Es  zeigte  sich  bald,  dass  der  Strom  innerhalb  der  Dauer  eines  Versu- 
ches keineswegs  als  constant  betrachtet  werden  konnte.  Ich  schaltete  des- 
halb ausser  dem  Rhombus  noch  ein  in  ziemlicher  Entfernung  beündlicbes 
Weber*sches  Galvanometer  in  den  Stromkreis  ein,  dessen  Magnet  jedoch 
nicht  durch  die  dazu  gehörigen  Drahtrollen,  die  einen  zn  grossen  Wider* 
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stand  gehabt  hätten,  sondern  dnrch  eihen  dicken,  Tom  Strom  dniehflossenen 

Messingriug  abgelenkt  wurde. 

An  demselben  wnrde  jedesmal  gleichseitig  mittelst  eines  andern  Fern« 
rohres  die  Stromstftrke  abgelesen.  Die  Qenanigkeit,  mit  der  die  elektro- 
dynamischen Krilfte  am  Rhombus  gemessen  werden  konnten,  steht  freilich 
weit  hinter  der  Genauigkeit  zurück,  welche  bloss  an  Coconfiiden  anfgo* 
hangle  Magnete  gewKlircn  (wohl  liauptsHchlich  wegen  der  Zähigkeit  des 
«ngrwtMidetcii  (^iiecksilheis).  Namentlich  war  zu  beachten,  dass  man  die 
öchwiugungcu  dvs  Klioiul)Us  nicht  durch  passendes  ücifncn  und  Schlics>('n 
dos  Stromes  rasch  zur  Kuhe  bringen  durttc.  In  diesem  Falk;  zeigte  sich  die 
Kiihehigc  immer  um  eini;rc  Thcilstriclie  im  8iune  iles  fViihcieu  Ausschlages 
verschoben.  Es  blieb  walirscln  inlich  im  (Quecksilber  noch  <uue  kleine  De- 
formation im  Sinne  dos  früheren  i\ubschlaf;es  zurück.  Denn  von  einem 
Steck»  iihleibeu  kann  um  so  weniger  die  Rede  sein ,  da  die  liew(>glichkeit 
des  Khonihus  s<»  gross  war,  da.ss  die  wirkliche  Ktihe  des  Spiegels  gar  nicht 
abgewartet  werden  konnte,  bondcni  sein  Stand  aus  mehreren  Ausschlägeu 
berechnet  werden  ninsste.  "Wenn  man  dagegen  die  Schwingungen,  statt  sie 
zu  ilämpfen,  jedesmal  imch  etwas  verstärkte,  so  zeigte  sich  in  den  Aus- 
schlügen sowie  in  der  Ruhelage  eine  vollkommen  helriedigende  Onnstanz. 

Letztere  wurde  zur  Vorsicht  nach  jeder  Ablenkung  sejiarat  abgelesen 
und  zum  Schluös  das  Mittel  als  wahre  Ruhelage  angenommen. 

Folgendes  waren  z.  B.  die  successiven  Ablesungen  im  Fernrohre, 
wenn  kein  Strom  durch  den  Rhombus  ging  bei  der  ersten  Beobachtungs- 
reihe: UlViy  llOV^,  III,  113,  112,  III,  lllV^,  112V^,  113,  III,  112,  112, 
III»  III,  lllV^. 

Die  Bestimmung  des  Winkels  dos  Khombns  in  seiner  Ruhelage  ge- 
schah durch  Messung  der  Distanz  zweier  Punkte  mittelst  des  Stangenzirkels, 
welche  auf  den  Drähten  AB  und  AD  in  einer  Distans  Ton  300  Mm.  vom 
Punkte  J  markirt  waren. 

Damit  hierbei  die  Schwingungen  des  JRbombus  nicht  hinderlich  wären, 
wnrde  derselbe  während  dieser  Messung  jedesmal  mittelst  einer  in  «len  Weg 
gestellten  gabelartigen  Vorrichtung  arretirt;  dabei  erlitt  allerdings  der 
Winkel  eine  kleine  Veränderung,  allein  aus  der  Zahl,  welche  jetst  im 
Femrohre  mit  dem  Fadenkreuse  susammenfiel  und  derjenigen ,  wdche  die 
wahre  Buhehige  bildete,  konnte  unmittelbar  auch  der  Winkel  für  die 
wahre  Buhelage  berechnet  werden.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  die-Ab- 
lesnngen  an  dem  mit  dem  Bhombns  verbundenen  Spiegel,  sowie  die  jedes- 
maligen Stromstitrken  in  Scalentbeilen  fttr  die  4  der  Beobachtung  unter- 
logenen  Winkel  susammengestellt: 
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«0  = 

«3  «54034' 

a^=:69»lö'  1 

AblenkuBg 

1  Siromslirke 

AbIcnkMff' 

\  StrooMlirkr 

Abienkanr  { SCronslirka 

Ableokanir  |StroatMirkc 

i      '  — 
—42 

—  134 

—51 

•  

-1245 

—471/1!  — 120-2 

107 

199 

1341 

141 

129 

104 

129-4 

 34 

—133-8 

—53 

—130-5 

—48 

—132-8 

1 101^ 

203-4  1 

199 

133-7 

144 

130-7 

109 

183-4 

— ß% 

—191-5 

—49 

—177-4 

—48 

—133-7 

194 

220 

178-7 

109 

133-7 

—27% 

—  258-8 

-4'/, 

-194-8 

—50 

—180-2 

-51V^ 

—  191-9 

14() 

257-3 

329 

195-4 

—481/2 

-  180-8 

171»/i 

192-7 

—29 

 057  1 

—5 

—  193 

221^ 

180 

—49 

—  192-7 

234 '/> 

368 

315 

189-5 

220 

1775 

171 

191 

-'IV2 

-370-3 

10 

—216-9 

—16 

—255*5 

—36 

—254-5 

—2 

fl7Q  1 
— ÖIä  I 

369 

212-9 

350 

252-3 

248 

254 

231 

365-7 

--2 10-4 

—19 

—251 

—30 

-252-8 

231 

364  0 

206 

344 

249-5 

247 

250-5 

—4 

—363  1 

384 

355 

10 

—356-7 

384 

3558 

10 

-352-9 

Die  Ablenkungen  in  der  Columno  links  sind  positiv  gezählt,  wcua 
sich  der  Winkel  Uq  vergrüsserte,  die  Stromstärke  ist  positiv  gezählt,  wenn 
der  Strom  den  Rhombus  von  West  über  Nord  nach  Ost  durchfloss.  Es  er- 
scheint sunächst  wünschenswerih  jede  Gruppe  von  BcobacbtungeD,  welche 
nahezu  bei  gleicher  Stromstärke  gemacht  wurden,  auf  genau  gleiche  Strom- 
stärke zu  rednciren.  Fflr  jede  Beobachtungsreihe  ist  das  io  Gleichung  5) 
auftretende  a  nur  wenig  von  dem  jedesmaligen  verschieden.  Setzt  man 
daher  letzteres  für  das  entere,  so  erhält  sian  fttr  den  Ausschlag  einen  Ans- 
dmck  von  der  Form: 

wobei  * 

6)  ß^beoia^-\-  0-     log  .  ^ T  ^: 

A  «n  ^  (1      cos  ^) 

ist.  Wechselt  der  Strom  seine  Richtung,  so  ändert  das  erste  Glied  Ai  das 
Zeichen,  Ur  dagegen  bleibt  positiv;  es  wird  also  der  neue  Ausschlag,  wenn 
mau  blos  die  Grösse,  nicht  das  Zi  tclieu  von  /  berücksichtiget: 

A'  «  =  —  Äi  +  Dr. 

Wenn  die  Stromintensität  um  eine  kleine  Grösse  ds  ansteigt,  so  wltehst 
der  Ausschlag  um: 

7)  ^  dt -4-2^1^1', 


Digitized  by  Google 


Von  Di.  L.  Boltsmavm. 


27 


wobei  Jedoch  wieder  das  Zeichen  ron  i  heracksichtigt  werden  man.  Indem 
man  diese  Grösse  Ton  dem  hei  der  Stromintensitilt  I  -|-  di  ahgelesenen 
Anssehlage  fthnebk,  erhält  man  den  Ansschlag,  der  durch  die  Strominten* 
sitit  f  hervorgerufen  worden  wire.  Dabei  ist : 

A  «  —  A'  tt  p     A  «  —  A'a 
^—         27        »  2?  • 

Wühlt  man  ftlr  A«  nnd  A'a  ans  jeder  Groppe  von  Beobachtungen,  die 
bei  nahesi<  gleicher  StromintensitKt  gemacht  wurden,  diejenigen  aus,  bei 
denen  der  Strom  möglichst  constant  blieb,  so  erhttlt  man  fUr  die  8  Gruppen 
der  ersten  Beohacbtungsreihe,  also  fBr    =  26®  2'. 

A  =  0-899,     0-850,  0-852 

A  =  0-00437,  0-00426,  0  00412; 

ferner  für  die  aweite  Beobachtungsreihe,  also  für    »  39^69'. 

A  —  0*754,     a754,  0*732 

B  »  0*00266,  0*00264,  0*00260 

für  54"  34' 

A  =  0-586,     0572,     0-559,  0-527 
B  —  0-00170,  0-0046Ö,  0-00164,  0-00156 
endÜch  für  <r^  —  69®  15' 

A  —  0*364,      0-340,  0821 

B  =  ü-000929,  0-00088;i,  0-000860. 

Diese  Wcrtbe  können  in  die  Formel  7)  eingesetst  und  so  die  verschie- 
denen Ablenkungen  auf  gleiche  Stromstärke  reducirt  werden.  Die  folgende 
Tabelle  giebt  die  reducirten  Ablenkungen  an;  die  Zahlen  rechts  sind  die 
Stromstärken,  auf  welche  die  beobachteten  Ablenkungen  reducirt  wurden. 

Ein  Blick  auf  die  Werthe  der  Gonstanten  A  und  B  seigt,  dass  die- 
selben mit  wachsender  Stromstärke  abnehmen.  Die  Ursache  hiervon  liegt 
darin,  dass  wir  in  der  Formel  5)  a  mit  verwechselt  haben,  oder  dass  die 
elektrodynamische  Kraft  so  berechnet  wurde,  sls  oh  der  Winkel  des  Rhom- 
bus nach  der  Deformation  derjenige  gewesen  wäre,  den  derseke  annimmt, 
wenn  kein  Strom  hindurchgeht,  während  er  doch  in  der  That  um  A  « 
gi6sser  war.  Es  muss  daher  deswegen  noch  eine  Gorrection  an  unsere  Zah- 
len angebracht  werden. 

Wir  können  den  Betrag  dieser  Correction  berechnen,  indem  wir  uns 
•ns  den  gegenwärtigen  Daten  vorläufig  anf^jenährto  Wcrthc  der  Constantcii 
rt  und  6  in  Formel  5)  verschaffen  und  diese  Wertho  benutzen,  um  aus  der 
Ablenkung  für  den  Winkel  «  =  «y  -j-  Aa  diejenige  zu  berechnen,  welche 
durch  dieselbe  »Stromstärke  licrvorgcnifen  worden  wäre,  wenn  der  ur- 
spriinpliche  Winkel  des  Rhombus  so  gewählt  worden  wäre,  dass  er  sich 
erst  durch  den  Ötrom  in  ctq  verwandelt  hätte. 
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«0  = 

26«  2' 

=  39"  59' 

=  54"  34' 

tf„  =  69"  15' 

Ablenkunfc  | 

Strom»«  &i-ke 

AblrnkonK 

1 

Simnulirke 

Ablenknnf  | 

StnmftliHM 

AMmkwf  SirooutMM 

—  42  1 

—51-3  1 

—49-2 

107-3 

198-8 
—426 

134 

1424  . 
—63 

l  130 

1077 
—48 

-34 
1102 

-  203 

100-G 

143  ' 

108-6 

—335 

— 3v5 

—  18-5 

-47.9  ! 

1 18-7  ' 

325  ö 

222-2 

108  3  ' 

—276 

1  2^>8 

-51 
,  325-5 

>  194 

-50 
—  48-7 

180 

—5 15 
1707 

1  192 

1466 
—28-9 

—4.2 

221-5 

—49 

236*4 

326*2 

224-2 

1722 

—1*6  1 

71 

—  191 

—361 

— 2-6  ' 
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3(;9-2 
H-3 

1  213 

3153  ! 
—  19.(5 

218 
—  35.7 

1  254 

235-1 
235  9 

374.7 

345 

2519 
384 
9 

382*7 
11*2 

1  365 

—  1.9 

r,  1             ....          ,  «m  «   ,    cos  ^  (1  -|-  sm  ->)    ,  . 
ocureioeo  wir  siatt  cot  a  4  5 —  log  —    ,  — ,  -  ku«  /  («) , 

3  sin  2  (1  -f-  cos  'j) 

bo  eihalteu  wir  für  dun  AusHchlag 

/\  ci  =^  a  i  ros  a  -\-  h  r  f  («). 
Diese  Gröwe  wächst,  wenn  der  Winkel  a  nm  A    sanimmt,  nm 

<fa       '  du  \ 

Um  daher  die  Ablenkoog  zu  finden,  die  yon  demselben  Strome  her« 
vorgebracht  worden  wire,  wenn  der  Winkel  erst  nach'  der  Deformation  e^ 
gewesen  wKre,  haben  wir  diese  Orösse  von  der  Ablenkung,  bei  der  der 
Winkel  nach  der  Deformation  «  bs     -f-  A  «  war,  absnsiehen. 

d  cos  9t 

Wenn  A  «  in  Scalentheilen  ansgedrttckt  ist,  so  bedeuten  — :  nnd 


«) 


da 


im 

du 


die  Zuwächse  von  cos  a  und  f  (a)  fUr  einen  Ausschlag  von  einem 


Scalentheile.  Nun  wächst  aber,  wenn  a  nm  einen  Grad  zunimmt: 


f  ür  a  =  26"  2' 
rus  a  um:  — 0-0U780, 
/  (a)  um :  —0.08681, 

für  a  =  54»  34' 
ros  a  um:  — 0  01431, 
/*(«)  um:  —0*02967, 


fUr  tt  =  39'>  59' 
—001 133, 
—001317, 

fttr  «  =  69"  15' 
— O.Oir»37 
^•02433. 
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Es  ist  noch  su  l^ereebnen,  um  wie  viel  Grade  sich  der  Winkel «  bei  einer 
Ablenkung  yon  einem  Tbeilstriehe, veränderte.  Die  Distani  des  Spiegels 
f  on  der  Scala  betrug  2318  Hm. 

4'J5 

Die  Scalentheile  hatten  eine  Distans  von        Hrn.,  es  war  daher  die 

Winkclveränderung  des  Khombus  bei  einer  Ablenkung  von  einem  Sealen- 
tbeile : 

495-180      ^  Ü  Ü1223Ö  Grade. 


2*500-2dl8*  n 


Miiltiplicirt  man  mit  dieser  Zahl  die  Znwfichse  von  vos  a  nnd  f  [tt)  für 
einen  Qrad,  so  erhält  man  alii  Zuwächse  dieser  Gr(Msen  für  eine  Abienlrang 
ron  einem  Scalentheile: 

=  390  59' 
)9541,  —  (MX)01386 


=  -  0-001062,      —  O  OOOÖ20I. 
a  er 

iur  a  =  04«»  34'    für  u  =  69«  lö' 

da 

iM 

du 


>1751,  -  0  0002003, 
—  —  0  0003640,   —  0-0002977, 


Aus  den  Formeln  6)  erhellt,  dass  wir  a  erhalten  ,  indem  wir  A  durch 
C99  «Q,  indem  wir  B  durch  f  («J  dividircii.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  ans  der 
1.  Beobachtungsgruppe  a  «-=  1<0005,  b  — =  0*00193.  Diese  Wertbe  sind 
wahraeheinlieh  etwas  su  klein;  ich  will  statt  ihrer  sum  Zweeke  der  Cor- 
reetion  in  die  Formel  8)  die  Wertbe  a  —  1-045,  b  —  0*00206  einsetaen ; 
die  eorrigirten  Ablenkungen  werden  dann  genauere  Werüie  der  Constanten 
g  mid  b  liefern,  und  dieselben  können  dann  neuerdings  in  die  Correetions- 
formel  ringesetst  werden.  Wflrde  sieh  leigen,  dass  wir  sufllllig  die  genauen 
Warthe  der  Constanten  a  nnd  b  getroffen  hätten,  so  wären  wir  natfirlieh 
dieser  neuen  Mtthe  Oberhoben.  Wir  kommen  daher  au  dem  Resultate,  dass 
man  su  jeder  Ablenkung  die  Grösse  der  Ablenkung  in  Sealentheilen  multi- 
pBeirt  mit  folgenden  Factoren  su  addiren  hat: 


mr«  —  26«'  2'  mit  0*0000997  t  +  0000002181 
mr  a  »  39<>  59'  mit  0-0001448  t  +  0-000001085  1^ 

für  a  =  5 1"  34'  mit  0-0001830  i  -f  0  000000748  1*^ 
für  a  ==  69"  lö'  mit  0  0002093  1  -f  0  000000611 1^ 
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Fahrt  man  diese  Correetion  aus,  so  erhilt  maa  die  in  der  folgenden 
Tabelle  snaammengestellten  Werthe: 


«0« 

26»2' 

=  39»  59' 

ff„  =  64«  34' 

=  69»  15' 

Abl«iikuo(f 

Slromtlirke 

Ablcnkuas 

Slronslirke 

Ableakun);  jStronislirk« 

Ableokuog^ 

SUonislirke 

—43 
309-2 

'  —43-6 
210 
—38 
3584 
—5-4 

i  358*7 
—45 
358 

'  6.6 

'  113-6 
7-8 
417-4 

1 

1  134 
194 
>  213 

—51-3 

147-  6 

—  53 

148-  3 
—48-9 

235-6 
—50-5 

235 

237-7 

—  19-6 
381-7 

—20-2 
380-8 

[  130 

V 

180 
i  250 

—487 

111-  5 

—47-5 

1 12-  6 
—47-4 

112-3 
— öl-l  I 

181*4 
—48*7 

182-8 
—36-2 

271-3 
—35-8 

275-1 

444-9 
8-7 

443-6 
10-9  . 

.  133 

1  192 
1  254 

1  355 

114*4 
—83-4 

117-6 
—32-9 

1G2-9 
—27-2 

160-3 

274-1 
—1-6 
— 2-G 

272-  3 

273-  1 
—1*9 

l  203 

\  258 
1 

370  i 

ß 

Diese  Ablenknngen  sind  nunmehr  auf  denselben  Wmkel  redadrt; 
man  erhHlt  daher,  wenn  man  je  swei  Ablenkungen  bei  entgegengesetster 
Stromstärke  subtrahirt  und  durch  2i  dividirt,  die  Grösse  a  eo««^;  wenn 
man  sie  addirt  und  durch  2^  dividirt,  die  Grösse  bf  (o^).  Nimmt  man 
jedesmal  Ton  allen  bei  gleicher  StromstXrke  und  Stromesrichtnng  gemaeb- 
ten  Beobaeht|mgen  das  Mittel,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  fttr  die  erste 
Beobaehtungsreihe,  also  Ar        26^  2*: 

a  cos     =  0-91 14,      0-9356,  0-9585 
bfia^)      0  0046363,  0*0047003,  0  0046585, 
femer  fUr  die  iweite  Beobachtangsreiho,  also  Ar  er,  «s  39*  59': 
a  ras     «=  0-7696,       0,7933,       O  S02() 
b  f  (ttp)  »  0  0028373,  0  0028796,  0;0028896i 
mriron»54«  34': 

a  cos  «0  » 0*e015,      0*6042,      0*6087,  0*6118 
h  f  («„)  =  0  0018147,  0-0017931,  0-0018383,  0-0018012, 
endlich  fUr     =  69<>  15': 

aeosn^^  0-36749,    0-36726,  0-37189 
b  f  («o)  »  0  0010046,  0-0010043,  0-0009905. 
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Nun  findet  nrnn  aber: 

für     =  2G"  2'  für     =  39»  59' 
ro.v  <y„  =  O-Hl».").;:»,  0-760231 
f  («^)      2-26393,  139883, 

lllroo  — 54<»84'      für     —  69M6' 

roj  «0      0  679756,  0  854291 

f  («^)  =  0.87583,  0-48159. 

Dividirt  man  die  obigen  Zahlen  durch  diese  Werthe,  io  ergiebt  sieb  als 
Werth  der  Constanten  a  für  die  1.  Beobacbtongsieihe: 

1*051,  1041,  1067,  im  Mittel  1053, 

für  die  2.  Beobaclitnngsreihe : 

1  ()()4,  1  035,  1  047,  im  Mittel  1029, 
fUr  die  3.  Beobachtungsreihe : 

1037,  1-042,  1050,  1055,  im  Mittel  1-046. 
für  die  4.  Beobaebtnngsreibe: 

1-037,  1  038,  1049,  im  Mittel  'l-041. 

Als  Werth  der  Coustanten  b  aber  ergiebt  sich  fUr  die  1.  Beobachtungs- 
reihe: 

0-002048,  0-002076,  0-002058,  im  Mittel  0  002061, 
fftr  die  2.  Beobaebtnngsreibe: 

0-002028,  0*002059,  0-002066,  im  Mittel  0-002051 
fttr  die  3.  BeoUachtungsreilic : 

0-Ü<)2072,  0-OU2047,  0-002099,  0-002057,  im  Mittel  0-0020G9, 
Itor  die  4.  Beobachtungsreihe: 

0*002086,  0*002065,  0-002057,  im  Mittel  0-002076.  . 

Dil!  Abweichungen  dieser  verschiedenen  Werthe  der  Constanten  u  und 
6  sind  nicht  grüsser,  als  es  nach  den  unvermeidlichen  Fehlerquellen  de« 
Apparates  zu  erwarten  war.  Sie  stimmen  zugleich  mit  den  in  der  ('or- 
rectiousfftrmel  angewandten  Constanten  ii))erein,  was  eine  weitere  Cor- 
roction  übertitissig  nmclit.  Die  Mittelwerthe  bei  den  einzelnen  Beobach- 
tungfreihen  werden  noch  etwas  constanter,  wenn  man  die  1.  Beobachtung 
der  2,  Beobachtungsreihe,  welche  sich  offenbar  etwas  anormal  verhält,  aus- 
scbliesstj  mau  erhält  dann  folgende  Werthe  der  Coustanten: 

a  b 

1*053  0-0020C1 

1-041  0  002062 

1-046  0*002069 

1*041  0*002076 
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Es  kann  daher  weoigsteDS  innerhalb  der  Grenzen  der  Fehler,  welche, 
der  gebrauchte  Apparat  nnthwondig  mit  sich  führt,  als  nachgewieaen  be- 
trachtet werden,  dass  aach  die  Total wirknng  des  Stromea,  welcher  dnen 
Rhombus  mit  yertaderlichem  Winkel  durcbfltesst,  auf  Bich  selbst  als  an- 
sammengesetst  betrachtet  werden  kann  ans  .der  Wirknng  aller  seiner 
Stromelemente  anf  einander,  von  denen  je  2  nach  dem  Ampire*schen 
Oesets  aufeinander  wirken. 
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I  Ueber  geometriiohe  Oerter  der  merkwürdigen  Pnakte  des  Breiecks. 

(0iMb«l  «Um  MgoNotefiBL) 

Von  oinom  gcgobonon  Dreieck  AfiC  sei  die  eine  Seite  AH  constant 
nnd  liege  fest,  der  Scheitelpunkt  C  daj;egen  möge  aul  einer  Curvc  y  =  f{x) 
oitgleiten,  dann  wird  jeder  der  merkwürdigen  Paukte  eiue  Carro  be- 
Bchreiben.  • 

Das  Folgende  enthält  eine  Untersnchung  derjenigen  geometrischen 
Oerter  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks,  welche  entstehen,  wenn 
die  KegeUohnitte  als  Leitcnrven  für  den  Scheitelpunkt  C  angenommen 
werden. 

Das  Dreieck  ABC  m5ge  so  liegen,  dass  die  Beite  AB  mit  dem  posi- 
tifen  Theile  der  «-Axe  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems  nnd  Bwar 
^er  Punkt  A  mit  dem  Anfangspunkte  susammenfillH.  Wir  beseichnen  der 
Kilne  weg«n  die  Winkel  mit  A^  B^  (7,  die  ihnen  gegenttberliegenden  Seiten 
mita,  d,  e  nnd  fBbren,  nm  möglichst  einfache  Resultate  su  ersielen,  statt 
^  3  Seiten  den  Badins  des  umschriebenen  Kreises  ein: 

H*k.inntlich  sind  nun  die  Coordinateu  des  Durchschnitts  der  ilöiieu  des 
i^reiecks : 

X  —  2R  cos  A  sin  B , 

2n  cos  A  cus  />\ 

ferner  die  Coordinateu  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises: 
m  /*"      Btin{A  +  B), 

drittens  die  Coordinateu  des  Schwerpunktes : 

(xmm^Ji  {sin  A  cos  B  -^2  cos  A  sin  B) 

\  tf  ^  l  fi  sin  A  sin  Ii , 

endlich  die  Cuordinaten  des  Mittelpunktes  des  ciugeschriobcuca  Kreises: 

Z«iUchri(t  f.  Mathciuatik  u.  Physik  XV,  1.  8 
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IV) 


.  _        A    ,    B       A  +  B 
cos  2  stn  2  cos  — ^ — 

If^iRsin       sm  2  cor — ^ — 


I.  Die  geometrischen  Oerter  det»  liölicupankteg. 
A.  Die  Leitcanre  sei  eine  Parabel;  deren  Oleicbnng: 

Mit  Iliilfe  von  I)  findet  man  als  Gleichung  des  gcsncbtcn  Ortes: 

X  (c  —  xy  =  py^ 

Nimmt  man  den  Punkt  (c,  0)  als  Pol  an,  so  ist  die  Polargleicbnng  der 
Cnrye: 

r  cos  qc>  -j-  c  =  ptg^^' 

Diese  Cnrve  gebt  also  durch  den  Anfnii«;spanlct  des  Goordinatensystems 
nnd  schneidet  ansserdem  die  r-Axe  in  der  Entfernung  -|-  c  von  demselben; 
sie  liegt  femer  symmetrisch  zur  jc-Axe.  Für  negative  x  wird  y  stets  imagi- 
nir;  die  Cnrve  kann  sieb  daber  nur  auf  der  reebten  Seite  der  i^-Axe  ans* 
brdten. 

Bei  x^ie  bat  die  Curve  sowoU  einen  oberen  als  einen  unteren  Cul- 
minationspnnkt.  Wendepunkte  sind  nicbt  vorbanden. 
Der  Krümmungsradius  ist: 

{Apx  ^  {c  -  :i  xy}i  ■ 

*  2p{3x-i-c) 


er  nimmt  für        0  den  Werth : 

und  für  x  —  Je  den  Werth : 

iJ-^/^r  an. 

Setzen  wir  in  dor  Gleichung  der  l*arabol  und  der  Gleichung  des  g.  ü. 
X  =  c  »o  erhalten  wir  in  beiden  Fällen : 

Demnach  wird  fttr  c  >  die  Parabel  von  dem  g.  O.  4  mal  gesebnitten, 
dagegen  filr  c  ^  j»  nur  in  2  Punkten.  — 

Nehmen  wir  au,  dass  die  Directrix  der  Parabel  der  .r-Axe  paialltd 
läuft  nnd  der  Anfangspunkt  des  Goordinatensystems  mit  dem  Scheitelpunkte 
ausammenfälU,  so  ist  die  Glei(^hung  derselben: 

Die  Oleiebung  des  g.  O.  des  Höbenpunktes  ist  dann: 

,     pa:(c  — «) 


Digitized  by  GüOgl 


Kleinere  Mittheilungen.  35 


Venehieben  wir  das  Ooordinatessystem  so,  dass  y^jfi  —  p  wird, 
so  erhlUt  die  geAindene  Gleielrang  die  Gestolt: 

Der  g.  0.  des  Ilöhenpuiiktes  ist  also  in  diesoin  Falle  eino  gleicli- 
seiti<;c  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  y-Axe  und  eine  Parallele  zur 
X'Axe  {y  =  —  p)  sind. 

Wir  wollen  endlich  der  Leitparat)el  eine  3te  Lage  geben.  Dieselbe 
mSge  ihren  Scheitel  nach  oben  kehren  und  die  Directriz  mdge  der  a>Aze 
parallel  lanfen.  Die  Gleiehnng  sei: 

ij  +  nl«  — m|  — 0. 

Die  Gleicbang  des  g.  O.  des  Hfifaenpnnktes  ist  dann : 

nxy  —  my  —  a;      c  »  0. 

Verschieben  wir  das  Coordinatensystem,  indem  wir  statt    «|      ^'  f  '^ti 

jr  jfi      "  Mtsen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

m  —  en 
«1^1  —  —„2  

Der  g.  O.  ist  nUtt  wieder  eine  gleichseitige  liypcrbel,  deren  Asymptoten 
die  geraden  Linien 

s  e=       nna  y  — 

sind. 

B.  nie  Lcitcurve  für  den  Scheitel  C  sei  eino  Ellipse,  deren  Gleichung: 

Daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  geometr.  Ortes: 

6«ar«y'  —  +  a««»  (c  —  »)«  —  0 

oder  f  . 

,   ux  (c  —  X) 

Diese  Curve  liegt  symmetrisch  zur  or-Axe,  geht  durch  den  Anfangspunkt 
des  Coordinatcnsystems  nnd  durch  den  Punkt  (c,  0);  errichtet  man  in  den 
Endpunkten  der  grossen  Aze  Lothe  auf  derselben,  so  sind  letstere  Asym- 
ptoten der  Curve.  * 

Nimmt  mikn  speeiett  die  Seite  e  des  Dreiecks  gleieh  der  grossen  Halb- 

aie  der  Ellipse,  so  wird  die  Gleichung  des  g.  O.: 
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Diese  Curve  bat  die  in  Fig.  3.  angegebene  Gestalt,  wobei  die  Culminationa* 
punkte  der  Abscisso 

««^(/ö  -  l)a 

entsprechen. 

Für  die  Abscissen  -=  rs  und  ,  ,      sind  die  Ordinaten  der 

—  0*  +  r 

Ellipse  und  des  g.  O.      die  Ellipee  wird  demnach  yiermal  von  demselben 

dnrehselinitten. 

Verschieben  wir  die  Leitellipse*  so  das.s  der  linke  Scheitel  derselben 
mit  dem  0* Punkte  ssusammeuiiillt,  so  ist  ihre  Gleichung: 

es  möge  die  Seite  e  des  Dreiecks  2  a  wenden,  dann  wird  die  Gleichung 
des  geometrischen  Ortes: 

2 

{2ax-  a.')  =  y^. 

(Fig.  4.)  Der  Hdhenpunkt  des  Dreiecks  bewegt  sich  danach  anf  einer 

Ellipse  y  deren  Halbaxen  a  nnd  ^  sind. 

C.  Die  Leitcnrve  fOr  den  Scheitel  C  sei  eine  Hyperbel,  die  Gleichung 
derselben : 

Ilieraus  folgt  als  Gleichung  des  geometr.  Ortes : 

+ u  .r  (c  —  x) 

Die  beiden  Lothe  anf  der  «-Axe,  in  den  Scheiteln  der  Hyperbel 
errichtet,  sind  die  Asymptoten  dieser  Onrye,  welche  nicht  durch  den  An- 
fangspunkt  geht,  sondern  die  c-Axe  nur  in  dem  Punkte  (e,  0)  schneidet. 

(Fig.  5.)  Die  gefundene  Curve  besteht  überhaupt  aus  zwei  voHständig 
von  einander  getrennten  Theilen ,  jeder  Tbcil  aber  wieder  aus  zwei  Zwei- 
gen, welche  symmetrisch  zur  a-Axe  liegen. 

Für  c  =  a  nimmt  die  Gleichung  des  geometr.  Ortes  die  Gestalt  an: 

Die  Curve  h^t  die  in  Fig.  6.  angegebene  Form;  der  Absdsse 

entsprechen  zwei  Cnlminationspnukte;  für  x^%a  sind  awei  Wende« 
punkte  vorhanden. 

Für  die  Absdssen  • 

x=   ,  TS  und   X  «  i  j 
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sind  die  OrJinatcn  der  Hyperbel  und  des  gcometr.  Ortes  ciuander  gleich; 
daraus  folgt:  dass  sich  die  Hyperbel  und  der  g.  0.  in  vier  ruakten 
schaeiden. 

Wir  verschieben  jetzt  das  Coordiuatcusystem  so,  dass  der  linke  »Schei- 
tel der  Hyperbel  mit  dem  AnfangBpiuikte  zusammenfällt,  dann  die  Glei' 
chnng  derselben : 

Für  c      2  a  wird 


d.  Ii.  der  g.  O.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Scheitel  mit  den  Scheiteln  der 

Leithyperbel  insammenfallen,  deren  Halbaxen  aber  a  nnd  ~  sind.  (Fig.  7.) 

Endlich  möge  sich  der  Scheitel  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
bewegen,  deren  Gleichung 

•ei;  dann  ergiebt  sieh  als  Gleichung  des  g.  0.: 

y  =  Ma^  (c  —  «) . 

Die  Curve  hat  die  in  Fig.  8.  angegebene  Form,  wobei  dem  Wert  Ii  e 
j- =  0  ein  unterer,  dem  Wertlio  x  =  ^r  ein  oberer  Cuhniuatiouspunkt 
und  dem  Werthe  a:  '=s       ein  Wendepunkt  entspricht. 

11.  Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen  Kreises. 

Da  in  allen  hier  betrachteten  Fullen  die  Dreieeksseite  e  constant 
bleibt,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

c 

Kreises  inuner  das  Loth,  welches  in  x  «      auf  der  X'Axe  errichtet  ist. 

in.  Die  geometrlsehen  Oerter  des  Sehwerpmktes* 

A.  Die  Lcitcurve  sei  eine  Parabel,  deren  Gleichung: 

Ab  Gleichung  der  Ton  dem  Schwerpunkt  beschriebenen  Bahn  ergiebt 
sieh  dann: 

9y»  — p(3ar—  c) 
,      P  PC 

d.  h.  der  g.  0.  des  Schwerpunktes  ist  ebcutalU  eine  Parabel,  deren  Para- 
Beter  ^  ist,  und  deren  Scheitel  auf  der  ar-Axe  um  vom  Scheitel  der 
Leitparabel  entfernt  liegt. 
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Führen  wir  die  Lcitparabel  in  die  zweite  oben  augegebone  Lage  über, 
80  ist  die  Gleichung  für  den  Weg  den  6cliwerpunkte8: 


nnd  lassen  wir  endlieh  die  Parahel  die  3te  Lage  einnehmen,  so  erhal- 
ten wir: 

3y  —  m  (3«  —  c)  +  «  (3*  —  c)'«  0. 

Bewegt  sich  demnach  der  Scheitel  C  des  Dreieeks  anf  einer  Parabel,  so 
wird  der  g.  O.  des  Sehwerpnnktes  immer  ebenfalls  eine  Parabel  sein. 

B.  Der  Scheitel  C  bewege  sich  aut  einer  Ellipse,  deren  Gleichung: 
als  Gleichung  der  Bahn  des  Sehwerpnnktes  folgt  dann : 

d.  h.  der  g.  O.  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  0^ 

hat  und  deren  Halbazen      nnd      sind.   LMsst  man  c  alle  möglichen 

Werthe  annehmen,  so  wird  nnr  der  liittelpnnkt  der  Ellipse  Itngs  der  «-Axe 
verschoben ;  Gestalt  und  Grösse  derselben  bleiben  nnverftndert 

Fällt  der  linke  Scheitel  der  LeitcUipse  mit  dem  0-Punkte  zusammen, 
so  ist  die  Gleichung  derselben : 

und  für  c  B  2  a  ist  die  Gleichung  des  g.  O. : 

9 y2  ^      (18  ax  —  8     —  9  a-), 

d.  h.  der  g.  O.  ist  eine  Ellipse,  die  mit  der  LeiteUipse  den  Mittelpunkt 
gemein  hat,  deren  Axen  aber  -r-  und  sind. 

0.  Der  Scheitel  C  bewege  sich  anf  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

2l     i'-  1 

Dann  ist  die  Gleichung  des  g.  0.  des  Schwerpunktes: 

d.  h.  der  g.  0.  ist  eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  ^-^ ,  0^ 
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hat  und  deren  Ualbaxeu  ^  und  ~  sind.  Durch  Veräuderuug  der  Grüsso 

▼on  e  wird  nur  der  Mittelpankt  der  H/perbel  anf  der  dc-Aze  verlegt,  die 
Hyperbel  selbst  Hndert  sieh  nicht. 

Der  Seheitel  des  linken  Armes  der  Hyperbel  möge  mit  dem  (KPnnkte 
nuammenfallen,  dann  ist  die  Gleichung  denelben: 

Für  c  ^  2a  ist  die  Gleichung  der  Babu  des  Schwerpuuktes : 

9y«  =  -^  (9«'  —  18  ax  4-  8  «2), 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  auf  einer  Hyperbel,  die  den  Anfangs» 

paukt  mit  der  Leitbyperbel  gemein  hat  und  deren  Axen  ~  und  ~  sind. 

LSuft  endlich  C  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Gleichung: 

— m, 

ao  ist  die  Gleichung  des  g.  0. : 

»(*-  3)=  9  • 
d.  h.  er  ist  ebenfalls  eine  gleiebseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die 

a-Axe  und  die  Linie  x  =  sind. 

d 

IT.  Die  geometrischen  Oerter  des  Hlltelpunkies  des  eingeschriebenen 

Kreises. 

A.  Der  Scheitel  C  des  Dreiecks  bewege  sich  aut  einer  Parabel,  deren 
Gleichung 

V^  =  P^ 

sei;  als  Gleichung  des  g.  O.  des  Mittoipunktcs  tindct  sich  dann: 

4  x^y^  {e  —  x)^p      —      {x  (c  —  x)  —  y*} . 

Die  Cnnre  schneidet  die  d?-Aze  aweimal  für  «  0  und  fltr  x^e\ 
swischen  x^O  und  x^e  besitst  sie  Tier  Arme,  fttr  «  <  0,  sowie  für 
a?  >  c  nur  sweL  _   

C  m  /  V 

Im  Falle  «     y  i      "4  —      werden  die  Ordinaten  der 

Leitparabel  und  des  geometr.  Ortes  einander  gleich 

d.  h.  fttr  p  >  c  ^ann  die  Parabel  von  dem  g.  0.  in  vier  Punkten  geschnit- 
ten werden;  fiir  p  <  6  nur  in  swei  Punkten. 
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Geben  wir  e  den  Werih       so  wird  die  oben  gefundene  Gleiehnng 

da^  Produkt  der  beideu  Gleichungen: 

plfi  —  Acse^  +  4«*  I—  0; 
sie  repräsentirt  also  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  -j-  und  eine  Curve 

3ton  Grades.  Der  g,  O.  des  Mittelpunktes  ist  also  hier  dieselbe  Curve, 
welclie  der  Höbenpnnkt  eines  Dreiecks  dorcbläaft,  wenn  die  Spitze  C  auf 

n  ' 

einer  Parabel  p^  —  ~  {c  —  x)  fortbewegt  wird.  Der  Mittelpunkt  bewegt 

sich  aber  nur  auf  den  Tbeilen  der  Cnrve,  welche  sn  beiden  Seiten  der 
Dreiecksseite  e  liegen. 

B.  Die  Leitenrye  für  den  Scheitel  C  sei  eine  Ellipse,  deren  Gleichung: 

als  Gleichung  dos  geometr.  Ortes  ändet  sich  dann : 

(c  —  xy  («»  —  y»)*  +  4  a^x^y^  (c  —  a?)'  «  «*6«  {x  (<?  —  «)  —  y*}». 

Wir  wpBen  hier  nur  einen  Specialfall  njlher  ins  Auge  fassen.  Es  mtfge 
die  kleinere  Axe  (»  2  a)  der  Ellipse  mit  der  ««Aze  susamm^nfallon,  so 
dass  der  eine  Endpunkt  derselben  in  dem  0- Punkte  liegt;  die  grössere 
(si  2  b)  laufe  der  y>Ax6  parallel.  Die  beiden  Halbaxen  mögen  in  einem 
bestimmten  Verhältnisse  stehen,  so  dass  ass^a*  ist;  und  die  Dreiecks- 
seite e  endlieh  sei  gteieh  der  kleineren  Axe.  Die  Gleichung  des  gcometri- 
sehen  Ortes  ist  dann : 

y4  _  4  f^2y^i  _|_  4         _  1  ,,^:(  _  q. 

Die  Curve  bat  die  in  Fig.  9.  angegebene  Form,  welche  aus  vier,  zur 
X-Axe  symmetrisch  liegenden  Arraon  besteht.  Sio  sclmcidet  die  ar-Axe  und 
zugleich  die  Leitellipse  in  den  Punkten  (0.  ())  und  (2(/,  0).  Don  Werthen 
==  0,  X  =  a  und  x  =  2<i  c-nt^jprechen  Culminationspunkte,  ausserdem 
sind  acht  Wendepunkte  vorhanden. 

Per  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises  durchläuft  übrigens  nur 
die  Theile  der  Cnrve,  welche  von  der  Leitellipse  eingeschlossen  sind. 

C.  Die  Bahn  fttr  den  Seheitel  C  des  Dreiecks  sei  endlich  eine  Hyper- 
bel, deren  Gleichung: 

^^""^ 

Dann  ist  die  Gleichung  für  den  g.  0.  des  Mittelpunktes  des  eingeschrie- 
benen Kreises: 

4a2a-2y''(c  —  xy  —  6^  (c  —  af      —  y'Y  +  aH\xic  —  «)  —  y'  f  =  0. 
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Audi  hier  wollen  wir  nur  einen  besonderen  Fall  naher  betrachten. 
Die  Hyperbel  liege  so,  dass  der  linke  Scheitel  mit  dem  O-Funkt  zusammen- 
fallt; zwischen  den  beiden  Axen  möge  die  Beziehung  b'^  =  2  n-  statthndcn 
and  die  Seite  c  dea  Dreiecks  sei  gleicli  der  Aze  2  ou  —  Dann  ist  die  Qlei- 
ehuDg  des  g.  0.: 

—  2  (x  —  ö)«  ±  >/4~öc^«)*  —  2  a)». 

Einfacher  gestaltet  sieh  dieselbe ,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  von 
Hnlw  naeh  rechts  nm  a  yersehieben: 

=  2  X'  +  /(:^  —  i?)  {a^-i-  . 
Die  Curve  hat  die  in  Fig.  lü.  angegebene  Form  und  zwar  besteht  sie 
aus  4  Theilen,  welche  symmetrisch  zu  den  beiden  Axen  liegen;  je  2  be- 
rühren sich  in  einem  Scheitel  der  Hyperbel  und  die  beiden  Arme  eine« 
jeden  Theiles  erstrecken  sich  ins  Unendliche.  Der  Hittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  bewegt  sich  nur  auf  denjenigen  Thei- 
len der  Curve,  welche  zwischen  den  auf  der  X'Axa  in  den  Scheiteln  der 
Hyperbel  erriditeten  Lethen  liegen. 

Magdeburg.  Dr.  Ad.  HoouuBtif. 

n.  Ke  Baffsl  Tom  fUsehon  SatM  bei  den  Indem  und  Arabera  die  IGitkelp 
Ilten  v^d  eiiie  bemerkiiiBwerfte  Anwendung  desselben  nr  direoten  Auf- 
Ifisnng  der  qnadmtisdian  und  eabisehen  Uttenlen  Oleidnmgen. 

In  den  mathematischen  Schriften  der  Araber  findet  bich  eine  Methode 
der  Anflösnnp:  der  numerischen  Gleichungen  ersten  Grades,  >velclio  jetzt 
noch  mit  Vortlieil  als  NülH'ruDgsmethode  bei  der  Aufbisuiig  höherer  nume- 
rischer oder  transcondoiitor  Gleichungen  angewandt  und  gewöhnlich  mit 
dem  Namen  rcgula  f'alsi  oder  falsae  positionis  bezeichnet  wird.  Dieselbe 
ist  indischen  Ursprungs  and  nach  einigen  in  der  Pariser  Bibliothek  vor- 
handenen lateinischen  Manuscripten  das  betreffende  Buch  von  dem  in  der 
ersten  Hälfte  des  XII.  Jahrhunderts  lebenden  spanischen  Juden  Abraham 
Ibn  Esra  aus  dem  Indischen  Ubers(>tzt  worden.  Der  vollständige  Titel  der 
lateinischen  Uebersetzung,  welche  in  Libri,  Uist.  des  scienses  math.,  Paris 
1835,  Note  VI.  abgedruckt  ist,  heisst:  Liber  angmenti  et  diminu* 
tionist  vocatns  nnmeratio  diTinationis,  ez  eo,  qnod  sapien- 
tes  Indi  posneriint,  qaem  Abraham  compilayit  et  secnndnm 
librnm,  qni  Indornm  dletns  est,  eomposnit  (Tgl.  Zeitsehr.  IV, 
p.  383).  Hiernach  hiess  die  Methode  bei  den  Brahminen  also  Diyinations- 
reehnnng  (Mathungsreohniing).  Sodann  findet  sie  sich  im  Talkbys  al- 
Hissdb,  von  Abonl  Abbas  Ahmed  Ibn  Albannd  (Sohn  des  Architeeten)  al- 
Marokesehi,  yerfasst  nm  1222  n.  Ohr.  unter  dem  Namen  „Methode  der  Wag- 
lehaälen*^  (Jonm.  math.  X.  1865).  Endlieh  erwähnen  wir  noch  des  ara- 
bischen Buches  Khülsat  al-Hissäb  (Quintessens  der  Rechenkunst)  von 
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Mohammed  Beh/t- Eddin  nl-Amouli  verfasst  im  XYI.  Jabrhandert,  wel- 
ches Beispiele  desselben  enthält. 

Das  Princip  der  Methode  besteht  darin,  dass  man  in  der  auf  Null  ge- 
.  brachten,  nnr  positiva  Potenzen  der  Unbekannten  enthaltenden  Function 
für  die  Unbekannte  zwei  Werthe  Zq  und  r,  substituirt  und  aus  den  Fehlem 
der  Gleichung  g',,  und  (p^  die  Unbekannte  herleitet. 

Gegeben  sei  also  die  lineare  Function  /*(«)  =  0.  Das  Verfahren  ihrer 
Auflöanng  läsit  sich  auf  ein  analytisch-geometruches  Princip  surttckführen. 
Setst  man  die  auf  Nall  and  positive  Exponenten  der  GhrOsse  x  gebrachte 
Fanction  allgemein  gleieh  y  und  betrachtet  die  Unbekannte  als  AbeeisBe, 
y  als  Ordinate  eines  reehtwinkligen*Coordinatens7stem8,  so  ist  die  Function 
die  Gleichung  einer  Oeraden,  welche  die  Abscissenaxe  in  einem  Punkte 
schneidet,  dessen  Abscisse  die  gesuchte  If^i'*®^  '^'^  muss.  Substituirt  man 
also  nacheinander  ftlr  x  zwei  beliebige  Werthe  Zq  und  Z|  ,*  so  sind  x  —  2« 
und  X  —  Z|  die  Fehler  der  Substitutionen,  die  entsprechenden 
Werthe  von  nämlich  9^  und  die  Fehler  der  Gleichung  und  es 
▼erhalten  sich  offenbar  die  Fehler  der  Gleichungen  wie  die  Fehler  der 
Substitutionen;  folglich 

 B  j        X  ^  •  • 

^  —  *l       9^1  'Po  ~ 

'  a)  DicDivinationsmethode  (regula  lancium). 

Aufgabe.  (Aus  Ibn  Esra,  capitulum  de  negociatione.)  Gegeben  sei 
die  Gleichung 

2  (2  (2  «  —  1)  —  2)  —  8  «  10, 

.         /•(.r)  =  2(2(2aj— 1)  — 2)  — 13  — 0. 

Setzt  man  für  x  zunächst  =  4,  so  ist  der  erste  Fehler  qp^  »  11. 
iSetzt  man  demnach  für  a;  ;|  =  5,  so  ist  der  zweite  Fehler  9»)  =  10, 

folglich  ist 

5-11-4.19 

b)  Die  Methode  d er  Wagschalen.  (Nach  dem  Talkhys  (Lehrbuch 
der  Arithmetik)  von  Ibn  Albanna  misAn,  d.  i.  Bilanx,  Wage*  oder  Probe- 
rechnung genannt.)  Ibn  Albanna  sagt:  „Man  nehme  eine  Wage  Ton  fol- 
gender Form 


und  setze  den  gegebenen  Werth  (der  Function)  Uber  den  Drehpunkt,  setze 
auf  die  eine  Schaale  eine  beliebige  Zahl,  setze  sie  abdaan  Air  die  Un- 
bekannte (in  die  Function)  ein  und  Yergleiohe  die  ausgerechnete  Grösse 
mit  deijenigen  Aber  dem  Drehpunkt.  Ist  sie  ihr  gleieh,  so  ist  die  Zahl  auf 
der  Schaale  die  gesuchte  Unhekannte  selbst.  Ist  sie  davon  verschieden,  so 
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Dotire  man,  wenn  sie  grösser  ist,  den  Ueberscliuss  über  der  Schaale,  wenn 
BIG  kleiner  ist,  den  Fehler  unter  der  Schaale.  Dann  setze  man  auch  auf  die 
andere  {Dchaale  eine  beliebige  andere  Zahl  und  verfahre  ebenso.  Jetzt  nml- 
tiplicire  man  den  Fehler  jeder  Schaale  mit  dem  Aufsatz  der  anderen.  Sind 
die  Fehler  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  snbtrahire  man  den  klei- 
neren vom  ^össeren,  ebenso  das  kleinere  Produkt  von  dem  grösseren  und 
(lividire  die  Differenz  der  Produkte  durch  die.  Differenz  der  Fehler.  Ist 
hingegen  der  eine  Fehler  positiv,  der  andere  negativ,  so  dividire  man  die 
Summe  der  Produkte  durch  die  Sunme  der  Fehler." 

Bemerkung:  Iba  Alhemw  giebt  die  Begel  offenber  nur  richtig  an  fQr 
potitiTe  Warthe  rkr  Unbekaanten.   Ist  die  Wurzel  negativ,  so  hat  die  Regel  nur 

allgemeine  Gültig'ki  it ,  wenn  sie  von  der  betroffondon  Stelle  an  so  lautet:  Man 
dividire  die  Differenz  der  Produkte  ans  dem  ersten  Aufsatz  mit  den»  zweiten  Feh- 
ler und  dem  zweiten  Aufsatz  mit  dem  ersteu  Fehler  durch  die  Differenz  des  zwei- 
ten und  «raten  Fehlers. 

Auff^abe.    (Aus  dem  Couimcntar  von  Ahoul  Ilazan  Ali  Al-Kalzadi 

(t  1186)  zum  Talkhyä.)    Eine  Zahl  zu  finden,  deren  Sechsfaches  nebst 

ihrem  Siebenfachen  zusammen  25  ausmachen. 

53  

.  6 


IS 

Elite  Schaale  6,  6x6+ 6X7— 78=25  +  53;  erster  Fohler  =^  +  53. 
Zweite  Schaale  1,    1x6  +  1X7=13=25  —  12;  zweiter  Fehler  — 12. 

Demnach  ist 

1  X  53  -f^  6  X  12  . 
53  +  12  — 

Aufgabe.  (Aus  dorn  Khilasat  al-IIissnb  von  Mohammed BehÄ-Eddin.) 
Eine  Zahl  zu  finden  ,  welche  am  ihr  Zweidrittelfaches  und  nm  eine  Einheit 
vermehrt,  10  ausmacht. 


X 


Ente  Schaale   9,    9  +  ^  X0+ 1  =  16=  lü  + 6;  erster  Fehler    ==  +  H. 
Zweite  Schaala  6,  6+1x6+^— '11»10+ 1  i  sweiter  Fehler  =  +  1. 
Demnach  Ist 

^     6X6—9X1  ^ 
X  --6|. 

Vontehende  Beispiele  mSgen  genügen,  die  Methoden  der  Alten  su 
etUntem.  Wir  wollen  noch  seigen»  wie  man  die  regula  faisi  snr  Anfl^ng 
von  Gleiehnngen  mit  iwei  Unbekannten  ▼erwenden  kann.  Die  Methode 
iit  geometrisch 'analytisch  folgende. 
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Seien  er,  und  zwei  l)cliol)igc  SubstitutiQnen  für  .r,  ß^  und  ß.,  die  zu- 
gehörigen Wertho  von  //  der  ersten  Gleichung,  ß.^  und  die  zugehörigen 
Werthe  der  zweiten  Gleichung,  so  ist  ofienbar 

a?  — «I  ^  „  _  «2  (ft  —  ß:d  -  «1  (^2  -  W 


Sind  /?,  und  ß.,  dieselben  Substitutionen  für  tj,  «j  und  a.,  dio  zugehöri- 
gen Wertho  von  x  der  ersten  Glcicliung,  Oj  und  die  zugohörigon  Werthe 
der  zweiten  Gleichung,  so  ist  nun  auch 


Beispiel: 


a..  =  6, 
Demgemäfitt  ist: 

6 


y  ^  —  -    ßl  — 

«2  — «4*  («1— «s)  — K— «4) 

I.  6»—  7y  — 20. 
n.  9ar— lly-:44. 

/3|  =  T  '        =      »  «fn 


1 1I 
if  > 


ß. 


« 11 


»  5. 


.      .       "  (ö  -  ö4i)  -  (6  -  6«) 

Wir  weUen  jetat  eine  Verallgemeinening  der  Methode  geben,  indem 
wir  die  Bedingungen  feststellen,  unter  welchen  sie  bei  der  allgemeinen  Auf- 
lösung quadratischer  und  cubischer  numerischer  oder  litteraler  Gleichungen 
anwendbar  ist.*  Sind  die  Formen  der  aufsulösenden  Gleichungen: 

I.  ax  +6  — 0, 

II.   ax^-\-bx  +  e^O, 


III. 


-|-  bx"^  -\-  cx  -\-  d 


0, 


und  bedeuten  wie  zuv<n-  r,,  und  :,  zwoi  Substitiitionon  für  die  Unbekanu- 
ten,  (p^^  und  (p^  die  zugrlinrigcn  Fehler  der  Functionen,  so  sind  die  Aus- 
drücke der  Wurzeln  folgende; 


99"  9i 
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H.    or,  und  Xn=      —  7=-  ,/  » 

vo  2^  and  Z|  aneinander  durch  die  Relation 

2a«o2, +  6{ao  +  «i)  +  2c«0 

(ebonden  sind. 

ITT  ^      .    nnH  ^  «  —       '  ^1  -  j^», 

III.  a^i ,  «2  und  «3      — s,  -  » 

wo  Zq  and  Z|  darch  die  Relationen 

'6az^Zi  +  b{z,-\-  2,)-\-  c==0 

~*  ft«o'i+«C«o  +  *i)  +  8<'-0 

•neinander  gebunden  sind.   Es  sollen  dieee  S&Ue  bewiesen  and  darch 
Zthlenbeiflplele  erUintert  worden. 
I.  «tx  +  6  —  0.  Es  sei 

 ^i^ti,  also  «—  

Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  noch  m, 
w  wird 

Es  ist  demnach  .  ' 

nithin 

«  —  *i         '  9o  —  Vi 

n.  aje>  -|-  fr«     c  »  0.  Es  sei  wiederam 

Setzen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Function  ein  und  ordnen  naeb  ii, 
Bo  wird 

WiUt  man  nnn    beliebig,  aber  z,  so,  dass 

2axoXi  +  b{z^  +  z,)  +  2e'^0 
wird,  so  ist  

Zahlenbeispiel.  Gegeben  sei  die  Gleiebnng  8  ac»  —  10a?  +  3«=0. 
Suhstituirt  man     =  1 ,  so  ist  der  «rtte  Fehler 

8zo'  — 10zo  +  ii=  1—Vto- 


GüogU 
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Wpgen  2  (i  r„  'j  -}-  ^  (r,)  -\-  z^)  -\-  2  c  =  0  aber  ist  r,  =  also  der  zweite 
Fehler  8  z,-  —  10     +  3  «=  —  i  =  y, .   Mithin  ist 

III.  ax^  -\-  bx^  -\-  cx  -\-  d  =  0,  Es  sei  nun  wieder 


X  —  3 


1              *b  — 
[,  slflo  X  «  -r  ■ —  • 

1  —  M 


SeUen  wir  den  Werth  von  x  in  die  Function  ein  and  ordnen  nach  », 
80  wird 

(«2,34.  Uz,  +  r r ,  +  d)  iJ-«'-  [(3  az,^  +  2 6z,  +  c)    +    r , ^  +  2  cz,  +  3 rf)] 

+  [(3az„''-|-  2bz,^  c)  z,  4-  2cz„+  3d)]ii 

—  (azo»  +  6z,*'  +  cz^  4-  ./)  «  0. 

Unter  den  Bedingungen 

(3  az;'  +  2  /.r,  +  c)  r„  +  (/.r/^  -f-  2  cz,  -f  3  d)  =  0 

™*         (3  az^^  -i-  2  6zo  +  c)  zi  4-  C^z^'  +  2  cz«  +  3     =  0 
wird  .  . —  ^   -      —  3  ~ 

Mithin  — 


nnd  wenn  wir  die  drei  OnbikwnrEeln  der  Einheit  mit  lfJ,J^  beseichnen: 

_  Z|  |/  «Po  —  ZtV  9>i 
a^a  •=  "rr^i^:^  »TZL  » 

Ans  den  beiden  Relationen  fttr    nnd  Z|  aber  folgt,  wenn  man  sie  von  ein- 
ander rabtiahiii  und  dnich  X|  —  dividirt: 

S«z„z,  +  hfT,  4-  z,)  -f  Co=0, 

da  z,  —  Zj,  nicht  ^eicli  Null  gesetzt  worden  darf,  iudoni  daraus  x  =  1 
folgen  würde.  Muliijilicirt  man  die  erhaltene  Gleichung  mit  r,  und  8ub- 
trahirt  sie  von  der  erstereu,  so  entsteht  ausserdem  die  Bediugungs- 
gfeichang: 

6?0M  +  ^(-M  +  -1)  4-  3rf  =  0. 
Aus  der  Combinatiou  beider  Bedinguugsgleichuugeu  erhält  man  leicht: 

_       6c  — 9arf  _       —  3  bd 

zo  4-  z,  3 «c  »  -  V-3ac  * 

Es  müssen  also  Zq  Oleiehnng 

(6«  —  3«c)z'  4-  (6<j^9«<f;z  4-  (1?»  —  3  6rf)  «0 
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genügen,  d.  h.  ihre  Wurzeln  sein.  Hieran  schliessen  sich  folgende  zwei 
Theoreme: 

1)  Hat  die  Olcicliung  in  z  zwei  reelle  Wurzeln,  so  hat  die  cubische 
Gleichung  eine  reelle  und  zwei  e  o  m p  1  e x  e  Wurzeln. 

2)  I^at  die  Gleichung  in  r  zwei  complexe  Wurzeln,  so  bat  die 
euhische  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  (casus  irreducibilis). 

Zahlenbeispiel.  Gegeben  sei  die  Gleichung 

El  itt  die  Gleichvng  in  t  nun 

7  ,2  + 20z  4- 12  =  0,        =  -         c,  «~2. 
»Setzt  mau         —     so  ist  der  erste  Fehler 

64 

Setzt  man  z,  »  —  2,  se  ist  der  sweite  FeUer 

+    +      — w  -  »'  • 

Mithin  ^ 

49 


•^1 


-4-*./y-^^• 
1029     r  1029 


3. 


^7 —  3./.  ^49  ,  7  —  8  •  /|  '  j/49 

Den  Anflösnngen  gegenüber,  welche  von  Tscbimhaosen ,  Lacroix 
Hnlbe,  Sommer,  Bretschneider,  Grunert,  Arndt  und  Anderen  für  die  all- 
gemeinen cubiBchen  Gleichungen  von  der  Form  «.r '  -j-  bx'  -\-  cx  -\-  d  =  0 
angegeben  sind,  dürfte  die  vorstehende  sich  durch  Einfachheit  und  Sym- 
metrie ihrer  Formeln  auszeichnen. 

Husum.  Dr.  Luu wiq  Mattuikssüm. 


HL  Belationen  swiiohen  einigen  anendlichen  Aeihen. 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen  . 


«     — «  »^1 


1  — 

a  '      -j-  a^ 
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^««x      j-^mnx  »=0» 

9S 


.  ?  ZL^        .  _  (2»  - 1  - X)««  _  ^-  (2ii  -  1  +  z)a«| 

raecessi^e  a  «  9  -|-  iii ,  a  9  —  «t,  so  erhält  man  durch  Addition  und 
Snbtraction  die  folgenden  Entwiokelnnfj^n: 

A. 


e     —  £  cos  2jtu  -\-  e 


»2(.-'*-*-'>"«»(8ii-l-z)««+«-<*"-*+'""«)f(8«-l+i)»»} 


•  B. 

(^i'+'>"''+,-<'+')")„>,(l-.)„„+(,"-^)"'^+„-('-^)-»)  .«„(1  +  ..)^ 

^2 OTT —  2 COS  2«w  -j;- 


«=<» 


c. 

^«  yro.? (1  —  r)  «TT  —  \e       '    -\- e    ^      '    ^co5{l  +  :)w« 

e     —  2  cos  2nu-\-  e  ^ 


e     —  2  co$  2     4~  ^ 


f>=« 
ff 


11=1 

M=ae 
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s  **** 


In  den  GleiehnDgen  A  nnd  B  iwt  —  l^z<^l,in  den  Gleichungen  C  ond 
/>  ist  0  <C  2  <  1 ;  kommt  eine  der  Gleichungen  A  oder  B  in  Verbindung 
mit  einer  der  Gleichungen  Coder  D  vor,  «o  ist  selbstverständlich  0<2<  1. 


n=oo 


Der  EmfaeUieit  halber  ist  im  Folgenden  ^  q>{n)  eUtt  ^  ^(n)  geeetst. 


HS] 


Mnldplicirt  man  die  Gleichnng  J>  mit  dv^  integrirt  nach  v  twischen  den 
Grensen  y  nnd  oo,  so  folgt: 

^  ( sin^l^2 n  —  1  —  z)  Tiu  — (2n— 1— z)»y     sin{2n  —1+  ^)       _(2ii— l4-x)»y| 
2n-'l^*^~*  2/, -1+2    '"^  / 

Fflr  jf      0  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

Miiltiplieirt  man  die  Gleiehnng  A  mit  du,  integrirt  nacb  u  swisofaen  den 
Grensen  0  nnd  v,  setst  tr        so  folgt: 

sin  (2  w  —  1  —  z)icu  —  (2«  — ,  sin{2  n  —  i  -\-  z)nu  — (2«— l-fz)«^ 

-=  areiamj  ^  +^  (—  1)  cot  n%z  ^retong ^%  _  ^2  ^  y2' 
Für  y  »  0  erhftlt  man : 

Diese  Gleichung  ergiebt  sich  auch  mit  Hülfe  der  beiden  folgenden: 
n  cos  nzu  —  eo$n(l  —  z)u     ^sri  z  ,^        , . 

2  — srsi  —    (2,- (2 « - 1) 

F  lüHTt  ^-^(2»-i)«-»»  *»(2»-i)*«. 


Die  Gleichung: 

e      -\-  e 


OS        —  VK 

e    —  e 


1  ^  n  n  p 

 «  2  >  (—  1)  COS  nm  ->=— j — = 


▼on  der  Gleichung  A  abgezogen  giebt : 


1—1  f  8» 


Ztltachrin  C  Maitacin&tik  u.  Pbysik  XV,  1.  4 
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Multiplicirt  man  diese  Gleiehimg  mit     ,  integrirt  nach  v  swiBoheo  den 
Orensen  y  und  oo,  ao  folgt: 

^/  — (2n~l— COS  (2  w  —  1  —  z)  u^t  _^  ^— (2«  -  l+sjy«  cq5  (2  «  —  1  -f  ;)  UTt\ 
+  ^  =         (-  1)       cos  nnz  lag       -^^   i^n^  J  ' 


oder 


L 

9 


OD 

/•/  ^  üirz  ,     — »»2\ 

«/  (1__E__«1_+^  U,, 

IT 

_/ (i_    "   ja, 

y  V"      •^+"^         e"-e-"  ) 

—  4C  — — — ^— —  I  dir . 

6    —  e  / 


Nun  ist: 


0 


+         (-  ^fco$  nnz  j  =  i  log  {y^  +  u^)  ~  log  u 

0 

Setst  man  hierin :  ^ 


OB 


80  ergiebt  sieh  fBr  L  folgende  Qlelehung: 
L 

— (—  1)       cos  « 7t  2  log   

Beseiehnet  man  das  rechts  stehende  Integral  dueh  M,  setst  in  demselben 
9  Statt  2  oir,  so  folgt: 

l  +  z         1  —  :^ 


0 
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Non  ist: 


j  (^7  ~  ^+ (2  »)')     =     2  »i 
seilt  man:  _^ 

/  ( V  -  ,TiTT))  ^' 

SO  folgt: 


0 

Diese  01eielnuig  von  deijenigen  für  Jf  soMraliirt  giebt: 

0  ^  —  * 

Das  rechts  stellende  Integral  ist  der  Bifferentialqnotient  naeh  z  von: 

Hierdtiroh  folgt: 


and: 

r 


('-?-■) 


(— ) 

—       C—  1)        CO»  fiff«  ioy  ^  ^  . 

Setzt  man  diesen  Werth  von  L  in  die  Gleichung  2) ,  so  geht  dieselbe 
über  in: 

2»^  d  \    2  / 

>  log2n^€  +  ^log  /  4.  | /^^  (y»  ^. 

^(-20 
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Die  Tontehende  GleiGhiing  giebt  fttry  0: 

(4--) 

"^-^  \      2fi  — 1— «        *        2«  — 1  +  r  / 

Setzt  man  in  diesei  Gleichung  und  der  Gleichnng  1)  z  s=s2x  —  1, 

rix  A-  x\  d 

ao  erbJÜt  man,  wegen  r(x)       ^    *    ^  nnd  2  «=  -  (2«  —  1): 

X  ox 

1  ^  f.     ^(1  +  ^^  I  /o       <\       o         \1   I  »          l  —  cos2nxu 
W  f^r-  .r)  +  9«-  «)|  +   2i  

+^eo»  innxlog  (l  —  j 


3) 


4) 


^        /  CüS  2  (;j  -f-  .'■)  ^  w    I         2  («  —  x)  7tu\ 

^''^\     n-j-x     '  ^^^^ 

VI  .            .           «  2  «or« 

^,mH2nnxlog  

n 


/  sin  2  (w  -}-  X)  nu        sin  2  (//  —  a)  tt  m  \ 

Die  Gleichung  4)  gilt  für  ^  <  x  <  1.  Setzt  man  in  der  Gleichung  4) 
1  —  X  statt  Xy  so  bleibt  dieselbe  unverändert}  hieraus  folgt,  daM  in  der 
Gleichung  4)  0  <  o:  <  1  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  3)  mit  cos  2  Tta'u^  die  Gleichung  4)  mit 
sin  2nxUj  bildet  die  Diiferenz  der  Produkte,  so  folgt: 

-J-  COS  2  nxu  '  ioy  u  -\-  ^^jcus  2  nnu 

+^^|co*  2  nx{tt  -j-  m)  iog  ^1  +  *| )  +  cos  2  nx{tt  -r  m}/q^^1  —        «  0. 

Holtiplieirt  man  die  Oieicbong  8)  mit  sin  2itxUi  die  Gleiebnng  4)  mit 
eos2nxu^  bildet  die  Summe  der  Produkte,  so  folgt: 

4-  Alt  2  nxu  'log  u  —        «tn  2  nis« 

+^1««  2  «af  («  +  «)%  ^1  +      —  im  2ji«(ii  —  u)log  (^1  —  ^)  j  —  0. 
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In  den  Gleichungen  6)  und  6)  ist  0  <  o:  <  1.  Durch  partielle  In- 
tegration folgt: 

cos2nzuf,    r(l-f-r)  ,  ....    _  ,  1— ro52««u,      ,  w.    «  . 

— — 2 —  {'"^rh^T)  (/<v2«-c)  I H  2 — /<v«+K'<y  2«-c) 

+  2jniJ  ^    |/ofi,  pTj^  +  (2*— 1)  {log  2«— c)|  Öx. 

0 

Wegen 

;ö  +  (2 «  - 1)     «»  2         *w  " 

ist  t 

"    "V^/       2  ;rj  (n  — sin  2  rx  z  {n  -\-  u)\  hg  n 
2  71        \         n  • —  ei  r^  -}-  "         /  " 

2 « <^  \        n  —  u  »  +  «  J 

cot  2  nzws^  sin  2nnx  . 
 >   /o^  ft 

^  2.  y/««2>rz(«  +  i<)       <iii2>»t(it  — ^ 
2«^\       »  +  M  n  —  tt       /  ^ 

r(l~z)  +  (2  ^  -  1)  (%  2  ;r  -  c) }  . 


2 

£ekt  folglieb: 


27txu  ^  r,    r(l-{-a-)  ,  ....    _  ,  l  —  cos2nxublogx']^ 

i%c  +  i(/«i^2«-.c)+  -2,1^  +  n^u  J^"^"- 

Mit  Riteksiebt  auf  die  ▼ontehende  Gleiehiuig  erhXlt  man  ans  5)  dnieh 
Integration  nach  x  xwisohen  den  Grenien  0  nnd  z : 

leg  z     log  2 IC  —  c  +^cos  2  fiisii  log  ^  »  0. 

n 

lat  w  ein  positiver,  echter  Bruch,  so  läast  sieh 

log  z  -j-       cos  2  nnu  log  "  "^  * 
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auf  eine  endliche  Summe  reduciren ,  deren  einzelne  Tenne  Produkte  sind 
eines  Cosinus  mit  Logarithmen  der  Function  F. 
Mau  findet  leicht: 

2  » u  f^!^  {»0,  +  (2  X  -  1)       2  «  -  .) }  3« 

0 

1    "^l/l  —  cos2'!tz{n  —  Ii)      1 — cos2nz{n-\-u)\         ,  \'^siyi2nnz 

'  21, 2,  \  n-  u  H- »  ^  ^   » ~ 

1   "STT  /  1  —  co$  2m{jn  —  u)        1  —  cos  2nz  (n  4-  u)  \ 

-  2n2j  \  ^^r;  — — „>  u  ) 

+  *  {'"^  r  U  —  z)  +  {log  2%^  c)}  Ji»  Ssrsii.  " 

Unter  Znsielinng  der  Torstebenden  Gleichung  erUttt  man  dnreb  par- 
tielle Integration: 

J  2  3^ [log  i^^A  +     *  - 1)       2n^c)^log  x\  dx 

0 

1  ^/  1  —  eo<  2  IS«  (n  —  ti)       1  —  CO«  2  jtz  (n  +  «)  \  , 
 2^-^i.  M^li  ; 

Integrirt  man  die  Gleichung  6)  nach  sc  swischen  den  Grenzen  0  und  z, 

so  folgt : 

1  —  cos  2  71  zu  ^         ,  ^1  1  —  cos  2  iTz  (;j  -4-  m)  ,     ,  , 
8)  %  II  +2,  log  («  +  II) 

 n-'  U   ^  (n  —  II)  —         sm  2  nitu  log  [1  —  ^^j  • 

Die  Gleichungen  7)  und  8),  deren  üerleitung  auf  die  Gleichungen 
3)  und  4)  basirt  ist,  lassen  sich  auch  direct  aus  den  Gleichungen  B  und  C 
herstellen,  wobei  die  obige  Entwickelung  von  log  P(l  -f'  ^)  —  log  r(l  —  x) 
nicht  erforderlich  ist.  Aus  den  Gleichungen : 


n 

findet  man : 


eo$  ti»  (1  —  2  2;)      1      -  ^     II  » 
«  —  — ^  i  B  2      -=  s  cos  2  «»X, 

Stil  tl9S  — 

$in2unz  2u 

n         ■  ^  -j  COÄ  2  «ÄZ  stn  2  u?i;z 


oder: 


2  unz  ,  ^  (  sin  2  (    -f-  ")        i        ^  (w  —  «)  m\ 

9)       ,  ^ —  +^  — ^  ^  —  +  — — ; . 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  B  und  C  1  —  2  z  statt  z,  so  gehen  die- 
selben über  in: 
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+  ^.cos2 nnz\     ,  ,'  . — r-,  5-7-7  rsj  — « «e        «fft  23nf2 

><m  2  w«z{ .  /  , — +  1  I  /  ^i*^'^^  cos  2  WM« 

1  —  2(ii+«)»*      0/    I    \  — 2(«— «)inr  s  } 

-f-  t^^je     ^      '    CO*  2  (n-j- 2)  M7t — c     ^      '    cos2(« — z)un\, 

Multiplicirt  man  die  ente  der  vorstehenden  Qleichnngen  mit  tm^nuzy 
die  «weite  mit  ce«  S  fftf<,  so  folgt: 

^Jp**  '»«+^  Cql^ff^'*"  2  ^" + »)  + ^  -  "V 

_         + „       ,.  ,„„(-»("-«)•«_  «-»<•+')-)  _o. 

Diese  Gleichvng  dnrch  v  dividirt  giebt  mit  fittcksicbt  auf  9) : 


""i^H^    «     '"-^V+(H-«')'    «+«     "T"  »«+(11-11)«  J 

^  r            p  p 
Addirt  man  zu  der  Torstehenden  Gleichung  nach  9) : 
jwi2«iig     p      .     0  \;7/<m2(ii+tt)»g  ,  <tn2(n  — ti)»t\  p 

so  folgt: 

Jli      1  ~  e,^+  (/r—  m)v     n^^^M     ^  "p"  ~  r+"^ 

Mnltiplieirt  man  diese  Gleichung  mit  nnd  integrirt  nach  v  swisehen 
den  Grensen  0  und  00,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  7),  wenn  man  be« 
rOeksiehtigt,  dass 


also:  ^ 

0» 


log^nz^J  i  ±  ap, 


log2m^  e  =  I  (  —  H   -     )  dv 

t/  \        p  »      1  4-  p/ 

0 

und:  . 

üt.  Auf  ähuliche  Art  lässt  sich  die  Gieichuug  6j  ableiteu. 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  B  mit  du,  integrirt  nach  ti  swiaehen  den 
Grenaen  0  nnd  ti,  aetst  darauf  p  «  y ,  ao'  folgt: 

2;i  — 1— «  2n  — 1+;        *  / 

Diese  Gleicbnng  zur  Gleichung  2^^)  addirt  giebt; 
%  2 -  c  +  i  -  /oy +  log y         (,   2n-l-a    +  "  2 «  - 1 + ' ) 

Setat  man  hierin  a     2    ^  1  und  y  »  «,  so  folgt: 


Snbtrahirt  man  die  Gleichung  3)  von  der  Toratehenden,  ao  ergiebt  rieh : 


—  2 

e 


nxu  +  ^— 2(a  — jp)««. 


2x    ^         \  «-H 

t  »        ,    f-,   i  cos  2  nxu 

+^  cos  2  h  na:  loy  \1  +      j  —  

+ *2 1  «+:r    +  — 7^ — )  +2, '  '"^^ V  -  «0  • 

Wird  die  linke  Seite  der  Torstehenden  Gleichung  durch  q>  (u)  beaeich- 

net,  so  ist  2  rp  {u)  ==  q>  {u  y —  l)  -f-  9^  ( —  "  /'  —  0,  welche  Gleichung  nur 
dann  bestehen  kann,  wenn  u  positiv  und  kleiner  wie  die  Einheit  ist. 

Gottingen.  Dr.  A.  BmmpBR. 


IV.  Bemerkungen  über  eine  Differentialgleichong  zweiter  Ordnung. 

In  aeinem  lyTraitd  dea  fonctiona  elliptiquea**  (t.  I,  pag.  04)  hat 
Legendre  swei  IHfferentialgleichungen  aweiter  Ordnung  aufgestellt,  welche 
sich  durch  Differentiation  der  elliptischen  Integrale  erster  und  sweitttr  Gat- 
tung in  Beziehung  auf  den  Modul  ergeben.    Die  vollständigen  Integrale 

dieser  DitVorentialgleichungen  hat  Legendre  ohne  weitere  Dcdnction  mit- 
getheilt.  Wendet  man  zur  Integration  der  bemerkten  Difiercntialgleichun- 
geu  die  Methode  von  Lagrauge  an,  so  ergeben  sich  einige  bemerk euswertbe 
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Uelattoncn  zwisclien  bestimmten  Integraleiii  deren  weitere  Ausführung  den 
Gegenstand  der  folgenden  Zeilen  bildet. 

Die  beideo  Qaantitliten  k  und  k'  seien  ducth  die  Gleiehnng  TerbiudeD : 


Setst  man: 


4» 

^  r      du    ^  _  r  ^9»!  

0  0 

so  finden  bekanntlieb  die  beiden  Oleidinngen  statt: 

^  dk     ^  ck      2  kk"' 

Zur  Abkürstung  werde  gesetzt : 

0  " 

Die  beiden  Differentialqnotienten  von  op  nnd  y  nach  k  sind: 

^   £P  ,     y  sin  (p  cos  g? 

ai.  "       1.  T  1.1/«  1/2 


wo: 


a*  Ar  ^  IrÄ'«     AT»  ^(l-A»^!»^)* 

Aas  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht  nach  Legendre: 

\      f^k/  k  Sin  tp  cos  (p 

Da    nud  IC'  die  beidm  paitienUiraii  Integrale  der  üifferentialgleiehaiig: 

sind,  80  bat  daä  allgemeine  Integral  der  Ditferciitialglcicbang  5)  die  Form: 

x»=i>A '  +  QM\ 
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Nach  (lor  Methode  von  Lagrange  ergeben  sich  zur  Bestimmong  von  P 
und  Q  die  Gleichungen: 

(dK  dP      dK^  dQ\  ^  ^  _    Ä  sm  9)  ros^g? 

\  dk  dk^  dk  dk)  (1     kl  «»•■Ty)  i ' 

Mit  Bttcksieht  auf  die  Gleiohiiiig  2)  erhält  man  hienuis: 

2*  ^  (1  —  ,p)\         •  T  ä*  (1 

Sind  P(,  und  (>,,  die  Werthe  von  jP  und  Q  für  k  »  A^,  so  geben  die  vor- 
stehenden Gleichungen  integnrt : 

""J  (1  -  9>)^ 

Mittelst  der  ▼erstehenden  Werthe  von  P  und  Q  erhftlt  man  für  das 

▼ollständige  Integral  der  Gleichung  5)  folgenden  Ausdruck : 

m\  „  f  »1  2  /*  k  sin  q>  COS  (p  ,  ,  1 
7)  x*^M{Pq  /  — T-^-Äf^l 

Ana  der  ▼orttehenden  Gleiehiing  findet  man  leieht: 


dx  .  X 


(^K      K\{  2    r  küntp  cosq,  l 

k 


Wegen  der  Differentialgleichungen  für  K  und  IT'  Uaat  sich  die  ▼er- 
stehende Gleichung  auch  schreiben: 

8)    (l-  +  *\  ki^^Bip,  -  i  / Af  «  ^     ^  Ä"a4 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilangen.  59 

Da  der  Ausdniek  7)  vnd  ebenso  ^(9,  Ar)  der  Glelehnng  6)  genttgen, 
so  musfl  offenbar  F  (9,  it)  in  7)  entbalten  sein.  Man  seUe  in  7)  nnd  8) 
kw^k^<i  X'^F  (9,  Ar)  nnd  beseiefane  die  entsprechenden  Wertiie  Ton 
F{ipf  k)t  E(ipt  Ar),  AT,  IT',  E'  Ar-«  A;^,  respeetive  dnreb  ^(9,  Ar,), 
£  (9,  Ar,),  ir„  IT,',  ü^,  i^'.  Fttr  X  —  (7,  A)  redneirt  sich  die  Unke  Seite 
der  Qleiehnng  8)  nach  3)  anf : 

y{l  —      stncp  cos  <p) 
Mit  Bttduieht  hierauf  geben  die  Gleichungen  7)  und  8) : 

F{fp,k^)^P^K^-\'Q^K^\ 

Tti^  u\  (p  cos  tp    _  p  jp  _L /i  /Ä"  JS"Y 


Da  nun  nach  1) : 


so  folgt: 

n 
"2 


"5"      —  • 


2  f,  - 


Mittelst  dieser  Oleichungen  geht  die  Gleichung  7)  flir  «  —  F{fp^  Ar)  über  in: 
9)      l   KK^  (^(9>.  A,)  -  £(9,  k,)  +    y^  y  co^  l 

/  (1  —  J  (1  — *»söi»9)l 

Ans  dieser  Gleichung  Utoit  sieh  ^e  einfiMhere  ableiten,  wenn  A*,  0 
gesetst  wird,  die  QnantitKten  E{^^  Ar,),  F{^^  k^),      E^'  und  IT,  redudren 

«  n 

sich  dann  auf  9>»  9>f  1,  ^  and        Es  ist  ferner: 

*o)  -  ^(9.  *o)  -  V  f  -yv,  -'^~r, 

^  ^(1  —  V  «*) 

da  nan:  ^ 

A:Ä"  =  0  für  Ar  «■  0, 

so  verschwindet  in  9)  der  Term: 
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Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  aus  9) : 


0 


+  jr 


(1  —  ^2 


0 

Setzt  mau  in  der  Gleichung  7)  =  0,  femer  Ä  und  B  statt  und 
(^0,  80  folgt  mittelfit  der  Gleichung  10): 


Dieser  Antdrnek  mitenelieidel  lieb  ron  dem  bei  Legendre  yoifcoiniiieii- 
den  nur  dnreh  den  Factor  von      was  unwesentlich  ist,  da  il  nnd  B  nur 

Yon  k  unabhängig  sind,  sonst  beliebige  Functionen  von  tp  sein  können. 

2 

Seilt  man  in  der  Oleiehnng  8)  Ar  Aiq,  «  1^  (9,  i(r),  —  ^* 
()g  »  0,  80  folgt  naeh  3) : 

2  f  ^  ^  2         _  ft-i  sin' 

I    (1  —  jt2  ^„2  y)i  ^  ^  V/    (1  _  ;t2  ^„2 

Mnltiplieirt  nuud  die  Gleiehnng  11)  mit  if,  die  Oleiehnng  10)  mit 
bildet  die  rafereni  der  Piednkte,  so  folgt  nach  1): 

Nnn  ist:  0 

_  r    J     _  _  /  *  

0  0 

folglich : 


Diese  Gleichung  lüsst  sich  auch  mittelst  des  ganzen  elliptischen  In- 
tegrales dritter  Gattung  ableiten.  Bezeichnet  man  der  Einfachheit  halber 
die  linke  Seite  durch  p ,  so  ist  bekanntlich : 
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:  y  i  — *^««^      9^(1  — Ii) 

0 

Durch  Differentiation  nach  k  findet  man  nach  einigen  einfachen  Ke- 
dnctionen :  . 

1^     *  9in  9  cos  (p  }/{!  —     lÄi»  q))JMdu, 
wo:  « 

M  "L^"  "   /       -  2         -  +  _JL 

 l  l. 

Nun  ist  aber:  1  —     «m»  9} 

Lrtt%      ti^i  w     -i/Ft  1.2  ■  2  \      ^      sin  u  cos  u     1  —  k*  sin^  u  shr  (p 

^  ^»y(i—J:'sin'u)  l  —  k^snrusm'ip 

folglieh:  '  ^  * 

2|p  k  sin  w  cus  g>  /  ./t:  ■;  •  ».  « 

d.i.:  " 

3/>         Ar  sin  <p  cus  qp 


dk    yii       „„2 ",,)  1  —  k^ 

Iiitegrirt  man  nach  k  awisehen  den  Grensen  0  und  k^  anbstitairt  für  p 
•einen  Werth,  fo  folgt: 

J  ^  -  ^        "       y  /(l  —     sin'  u) 


yii  —k^ün^ip)  1  — 

Setst  man:  ® 


«=«0 


11=1 


■oiat: 

0 

-gfc'^V/^   -^^^  - 

Die  Gleichung  12)  nach  9  differentiirt  giebt: 


14)  .   ,4  —  —  4  >  (—  1)  II«,  «in  2  «9. 
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MnltipUcirt  man  die  Gleichung  12)  mit 

1  —     <ti|2  9»  —  1  —  ^     +  i  ^  «0«  2  9>  I 

so  folgt: 

16)  -*»*•'  9)  -  (1-4*)»«,  -  i*»«, 

D"  j(2  -  *-■)  «.  -  *'  ^+4-"^^-}  et  2 
Da  na«h  13)  Oq         so  erhält  man  ans  12):  ^ 

^     (9 ,  Ar)  -  Ä>  =  V  (-  1)"      «'II  8  »9. 

Mittelst  der  ▼oxstehenden  Gleiehnng  imd  der  Oleiehiing  14)  geht  die 
Gleiehnng  10)  ttber  in: 

■  ~  35 

1)  —  fifi2ii7 

—  4]^(—  1)"  n  .  sin  2  j^^^  "  ^' J  ' 

Hienns  folgt:  ,     .  ,  ' 

16)  |a.-4«^i^/!^=fa.-i./^aa. 

Diese  Gleiehnng  nach  k  differantüxt  giebt: 

.  (E — Xk'^) dk  +  (Ä  —  K'ic')f  ^  a*. 


nkk"^  da, 

0  0 

oder: 


Mit  Btteksieht  anf  die  Gleiehnng  1)  eihllt  man  ans  16)  nnd  17) : 

**"'(S"+t)-'«.-*";/¥^*. 

(S  +  A )  -   -    «.  -  *  »'rnr 

Die  erste  der  Torstehenden  Gletehnngen  naeh  k  difierentiirt  giebt: 

— ä*  ••(*+ir)-  ■ 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  durch  eiiu  ii  der  in  13)  ^«^gcbeneu 
Ausdrücke  für  verificircn ;  bedient  man  sich  deü  ersten  Ausdrucks,  so 
ist  die  folgende  Gleichung  zu  berücksichtigen: 
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4« 

^  7*       «m'^  M  /  A  sin  u  V*S 

/'        cos*  u  /  Ar  fin  u  V"^u 

du 


0 

Mittelst  13)  findet  man  (1  —  i  A^)  —  ^l^a^mm  E\  mit  Eücksicht 
hierauf  giebt  die  Gleichung  15) : 


l»=OD 

^  iE  Cv.    -  JE- 9»  =  ijj^'^      -  - 

Aus  dieser  Gleichung  und  den  Gleichungen  11)  und  14)  findet  mm: 

{(» -      -  *»  ''-^^+°-'}  -         -  *.-0 

d.  i.  nach  17) : 

Aof  analoge  Weise  ergiebt  sich  aus : 

dia  Oleiehnn«:  •>  ^ 

K  |(2  -  A»)  a,  -  A'  ^+'  +  ''"-}  -iRa,^njk  £3*. 

0 

Die  Gleiehung  18)  iXsst  sich  auf  folgende  Art  beweisen.  Setit  man  sur 

Abkürzung  ^(1  —  Jt^  sin-  u)  =  z/,  so  ist  identisch: 

4« 

,      (1  +  4*"  ^"  /     (1  +  4*" 
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Durch  partielle  Integration  gebt  das  Integral  auf  der  linken  Seite  über  in : 
Die  obige  Gleichnng  i?ird  hierdiueh: 


(1  +  ^ 


+  2 


f  (  sin  u  \2« 


SM  1 

D'ieäo  Gleichung  mit  k         maltiplicirt  giebt  die  Gleichung  18). 

Götti&gen.  Bsiibpbr, 


V«  Bamerkfloiwarthe  BigwiKthaft  dm:  SehranbeiüliüAi 

Durch  synthetische  UntersuchuDgen  bin  ich  auf  folgenden  Satz  ge- 
führt worden,  welcher  meines  Wissens  noch  nicht  bekannt  ist: 

Construirt  man  in  allen  Punkten,  welche  eine  Schraaben- 
lioie  mit  irgend  einer  Ebene  n  gemein  hat,  die  KrtLmmangs- 
ebenen  der  Onrve,  so  schneiden  sich  diese  sämmtlich  in 
einem  auf  n  liegenden  Punkte  P.  Und  wenn  die  Ebene  it 
nm  eine  ihrer  Geraden  g  gedreht  wird,  so  beschreibt  der 
sngehörige  Punkt  P  ebenfalls  eine  Gerado  jtj. 

Die  Schraubenlinie  bat  nlso  hinsiehtlieb  ihrer  Kriimmnngsebenen 
dieselben  Eigenschaften,  wie  die  Banmcnrve  dritter  Ordnung;  sie  ist 
wohl  die  erste  transccndente  Cnrvc,  welche  dadurch  der  Geometrie  der 
Lag«  inglnglich  wird.  Synthetisch  nnd  ohne  alle  Bechnnng  iSstt  sieh 
der  obige  Sats  leicht  ans  der  13.  Nr.  meiner  „Lehrsätie  Aber  ...  den 
linearen  Strahleneomplex**  (im  Jonmal  f.  d.  reine  und  angew.  Hadu, 
Bd.  69)  ableiten. 

Bei  dem  folgonden  analytischen  Beweise  besiehe  ich  die  Schrauben' 
Knie  S  auf  «an  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  z-Axe  mit  der 
Axe  Ton  S  susammenffellt  und  dessen  x-Aze  die  Cnrve  schneidet.  Die 
Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind  dann: 

«^  +  y^«r*  und  k*arelg 

X 

wenn  r  den  Radius  des  durch  S  gehenden  Kotationscylindero  und  2  Arn 


Digitized  by  Google 


Kleinere  MUtkeilaogen.  65 


die  Ganghöhe  der  Sehiftahenlinie  beseichnet.   Wir  können  dieee  Glei- 
chungen aneh  durch  folgende  swei  ersetsen: 

z  z 
X  ^r'COS      und  y  ^  r'Sin-j^ 

und  finden  hieraus  für  die  Tangente  eines  Curvenpuuktcs  (or^,  y^^  z^) 
leicht  die  Gleichungen: 

k  k 

1)  ,  —  xi  —  —  -  .  (,r  —  ar,)  «  -  .  (y  —  y,). 

Die  Elrümmangsebene  im  Punkte  (xj,  y,,  r,)  muss  durch  diese  Tangeute 
und  durch  das  Perpendikel  hindurchgehen,  welches  aus  {x^ ,  ,  auf 
die  2-Axe  gefüllt  weiden  kenn.  Die  Gleichungen  dieses  Perpendikels  sind: 

2)  z  —     =  0  und  y  =a  ^  .  j;, 

und  folglich  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Krümmnngsebene: 

—  -i)  =  A-a-,  (»/  —  y,)  —  7.7/1      —  «^"i). 
weil  diese  Gleichung,  welche  wir  auch  schreiben  können: 

3)  z  —  Zi  —  ^  .  (ar,y  —  y,ar), 

sowohl  durch  1)  als  auch  durch  2)  befriedigt  wird. 

Wenn  wir  jetzt  allgemein  unter  x^,  y^,  die  Coordlnaten  eines 
beliebigen  Punktes  P  verstehen,  so  ist  3)  die  Gleichung  einer  bestimm- 
ten, durch  P  gehenden  Ebene  tt,  soda£s  also  jedem  Punkte  des  Raumes 
eine  durch  ihn  gehende  Ebene  zugeordnet  ist.  Nun  können  aber  in  3) 
die  Coordinaten  a:,  y,  z  mit  resp.  a*, ,  y| ,  rj  vertauscht  werden,  ohne 
dass  die  (lloichung  sich  ändert;  d.  h.  jedem  Punkte  (.r,  y,  z)  in  der 
dem  Punkte  (a'i ,  y,,  c,)  zugeordneten  Ebene  ist  eine  durch  (a'|,yj,  C|} 
gehende  Ebene  zugeordnet,  oder: 

Wenn  ein  Punkt  sich  in  einer  Ebene  n  bewegt,  so  dreht 
sich  seine  augeordnete  Ebene  um  den  su  n  angeordneten 
Punkt  P. 

Damit  ist  abet  der  erste  Theil  des  von  der  Schraubenlinie  be- 
haupteten Satses  bewiesen;  denn  so  oft  der  bewegliche  Punkt  die 
Schraubenlinie  trifft,  f&llt  seine  zugeordnete  Ebene  mit  seiner  Krttm- 
mungsebene  susammen. 

Sind  nun  durch  eine  Gerade  y  beliebig  viele  Ebenen  gelegt,  so 
fiberzeugt  man  sich  leicht,  dass  deren  zugeordnete  Punkte  in  einer  Ge- 
raden liegen  müssen.  Denn  wenn  ein  Punkt  in  j/,  also  auch  in 
allen  jenen  Ebenen  sich  bewegt,  so  muss  sich  seine  zugeordnete  Ebene 
um  alle  jene  Punkte  drehen,  was  nur  dann  möglich  ibt,  wenn  dieselben 
in  einer  Geraden  liegen.  Damit  ist  auch  der  letzte  Theil  unseres  Satzes 
bewiesen. 

Z«it«cLnft  f.  Matbemaük.  u.  Pliytik  XV,  1.  6 

Digitized  by  Google 


66 


Kleinere  JUittheilaogen, 


Durch  eine  Scbraabenlinie  ist  offenbar  ein  sogenanntes  Na  IN 
System  bestimmt,  in  welchem  Jedem  Pankte  eine  dureh  iha  gehende 
Ebene  nnd  jeder  Geraden  eine  Gerade  zugeordnet  ist,  nnd  von  welehem 
3)  die  Gleiehnng  ist.  Dagegen  ist  durch  das  Nnllsystem  keineswegs  die 
Sehimnbenlinie  TöUig  bestimmt;  vielmehr  ftlhren  alle  anf  coazialen  Cy- 

2  kn 

lindern  liegenden  Schrnubenlinieui  für  welche  der  Quotient  aus 

der  Ganghöhe  dureh  den  Cylinderqnersehnitt  einen  nnd  denselben  Werth 
hat,  sn  dem  nXmliehen  Nnllsystem. 

Zttrieh,  den  25.  Norbr.  1869. 

Prof.  Dr.  Tb.  Rbtb. 


Zur  Gesehiehte  der  Telegnphie  nnd  des  ElektromagnetiiBni. 

Wenn  es  gestattet  ist,  nochmals  auf  die  am  Ende  einer  kleinen 
Mittheilung  über  die  Geschiclite  der  Telegrapbie  erwfilinte  Notiz  (Jahrg. 
XIV,  S.  351)  in  Betrefl'  eines  magnetisciien  Telegraphen  zurück- 
zukommen ,  so  möchte  ich  zunächst  ergänzend  auf  eine  briefliche  Mit- 
theilung von  Berteiii  (in  Coniptes  rendus  LXVII,  p.  785)  hinweisen,  in 
welcher  hervorgehoben  wird,  dass  eine  ähnliche  Idee  sich  schon  früher 
(als  1836)  in  mehreren  Werken  iiude,  nämlich  von: 

S.  B.  Porta,  1558. 

L.  Barbieri  in  Parma,  1()0*J. 

Famiano  Strada  Komano,  1617. 

Galilei,  1Ö21  — 1(;23. 

Nicolas  Cabeo,  1G27. 
Sodann  möchte  ich  auf  folgende  Stelle  in  der  Vorrede  eines  1869  in 
London  bei  Virtue  u.  Co.  in  sweiter  Anflage  erschienenen  Baches  von 
Bobert  Sabine:  »The  History  and  Progress  of  the  Electric  Telegraph" 
aufmerksam  machen,  welche  eine  etwas  eingehendere  Mittheilnng  über 
den  fraglichen  Gegenstand  beibringt: 

Mr.  Bellamy  has  kindly  called  the  anthor's  attention  to  the  faet 
that  Galileo  was  fnllj  alive  to  the  importance  which  wonld  attach  to 
the  employment  of  magnets  for  transmitting  intelligence  to  a  distanee, 
bnt  failed  to  see  bis  way  to  the  attainment  of  that.  In  one  of  bis  dia- 
lognes*)  on  the  two  great  rival  astronomieal  Systems,  written  in  1632, 
he  makes  Sagredna  say: 

„Tn  faeis  nt  meminerim  alienjns,  qn!  mihi  yenditabat  oeealtam  artem, 
qua  per  aeos  magnetieae  sympathiam  qnandam,  ex  intervallo  dnomm 
triumve  milUnm  milliariomm,  invieem  colloqni  Uceret.   Camqne  dieerem, 

*)  Galilei  Systema  Cotmicnm.  Dial.  I,  gegta  das  Ende. 
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libenter  pniptmum  esse  iiio,  ilummodo  priiis  experiinontuni  artis  capcrern, 
eamqne  ad  rem  sufliceie,  si  ego  in  imo,  ijtso  in  alio  cnbiculi  aiigulo 
consistamus ,  respondit  mihi,  operationem  in  tarn  exigua  distantia  cerni 
vix  posse,  quare  dimisi  bominem,  ac  dixi,  mihi  conimodum  non  esse  hoc 
tempore  in  Aegyptnm  aut  Mnscoviam  iliius  experimenti  capiendi  cansa 
tendere:  si  tarnen  ipse  eo  ire  velit,  me  Venetüa  manentem  partes  alteras 
obiturum." 

Das  erwähnte  Werkchen  von  Sabine  ist,  nebenbei  bemerkt,  in  Being 
anf  seinen  fachlichen  Inhalt  sehr  empfehlenswerth;  es  trä<;t  (auf  «einen 
278  Seiten,  mit  134  Holzschnitten;  Preis  3  Schillinge)  ancb  den  neaetten 
Verbesseningen  im  Gebiete  der  Telegraphie  Kechnung  und  vernach- 
lässigt dabei  die  geschichtliche  Seite  keineswegs.  Unter  Anderem  findet 
sich  S.  23  bezüglich  der  fintdeckang  des  Elektromagnetismus  die  Mit- 
theilnng,  dass  die  Ablenkung  der  Magnetnadel  und  die  Erwediiing  von 
Magnetismus  in  ^ner  noch  nnmagnetiscben  Nadel  bereits  1804  von 
Prof.  Isam  in  dessen  „Manael  du  Galvanisme*^  (Paris  1804)  beschrieben 
worden  sei,  während  Oersted^s  Entdeckung  eist  ins  Jahr  1819  füllt. 
Der  betreffende  Paragraph  in  Isam*s  Werk  ftlhrt  die  Ueberschriftt 
„Appareil  ponr  reconnattre  Taction  du  galvanisme,  sur  la  polaritd  d*une 
aiguille  aimant^e*^  Nach  Beschreibung  der  Anordnung  des  Apparates, 
in  welchem  einfach  eine  frei  beweglich  aufgehängte  Magnetnadel  parallel 
neben  einen  vom  galvanischen  Strom  durchlaufenen  geraden  metallischen 
Leiter  gelegt  wird,  beschreibt  Isam  die  Wirkung  mit  folgenden  Worten: 

D*aprte  les  obsenrations  de  Romagndsi,  physicien  de  Trente,  Tai- 
guille  d^j4  aimant<$e,  et  que  Ton  soumet  ainsi  au  coifrant  gaWaniqne, 
^prouve  une  d^linaison;  et  d*apr^  Celles  de  J.  Mojon,  savant  chlmiste 
de  Gönes,  les  aiguilles  non  aimant^es  acqni^rent,  par  ce  moyen,  une 
Borte  de  polarit^  magn^tique. 

£.  Zbtzscue. 
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Ueber  die  Anwendung  der  JaeoVi-Haniilten'eeben  Mefhede 

auf  den  Tall  der  Anziehung  nach  dem  electrodymgnisohen 

Gesetze  von  Weber. 


Id  seinen  Vorlesnngen  Über  Dynamik  beschränkt  sich  Jacob i  bei  der 
Anwendang  der  Hamilton 'sehen  Methode  anf  solche  Probleme, 'bei  wel- 
chen die  Bewegung  nur  tos  der  Confignration  der  Punkte,  nicht  aber  Ton 
ihren  Geaehwindigkeiten  abhängt  Diese  Methode  iHsst  sich  Jedoch,  wie 
bereits  Rio  mann  beni^kt  hat,  aneh  anf  manche  Probleme  anwenden,  hei 
denen  die  Geschwindigkeiten  in  Frage  kommen. 

Handelt  es  sich  nm  die  gegenseitige  Anaiehnng  ron  Punkten  und  ver» 
steht  man  unter  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  unter  D  diejenige  Function, 
welche,  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  dUTerentlirt, 
die  Componenten  der  in  jenem  Punkte  wirkenden  Kraft  gieht,  so  gilt, 
wenn  ü  nur  die  Coordinaten  und  ausserdem  die  Zeit  implicite  oder  ezplictte 
enthSlt,  nicht  aber  von  den  Geschwindigkeiten  abhängt,  die  Gleichung 


Dabei  wird  die  Variation  so  verstanden,  dass  die  Grenzen  nicht  mit  vnriirt 
werden.  Diese  Gleichung  behält  ihre  Geltung  auch  dann,  wenn  Bedin* 
gnngsgleichungen  Torhanden  sind,  welche  die  Zeit  enthalten  dürfen;  von 
aolchen  wollen  wir  jedoch  gans  absehen. 


Voa 


Gustav  Holzmülleb 


1) 
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Das  Bestehen  der  Gleichnng  1)  whrd  als  erste»  Erfordemtss  von  der 

Hamilton'  sehen  Methode  voransgesetst.  Sie  folgt  ans  den  gewöhnlichen 
Glcichnngcn  der  Bewegung  und  umgekehrt  lassen  sich  die  letateren  aus 

ihr  ableiten. 

Enthält  ntm  aber  V  <lio  Gcschwiudigkoitnn ,  so  ist  es  fraglich,  ob  ans 
der  Gleichung  1)  die  gowfihnlichen  (ilo.ichungen  der  Bewegung  folgen  wür- 
den. Es  Tiiuss  also  boi  jodom  l*roblciiio  untersucht  werden,  ob  dies  statt- 
findet oder  ni<ht.  Im  erstoren  Falle  dürfen  wir  von  joner  Gleichung  aus- 
irolien,  im  anderen  nicht.  Sollte  es  uns  aber  im  letzteren  gelingen,  eine 
an  lere  Function  V  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn  wir  sie  an  Stelle  des  frühe- 
ren /7  in  <lie  (Tleiehung  1)  einsetzen,  aus  derselben  die  gewöhnlichen  Bo- 
wegungsgleichungcn  folgen,  so  können  wir  diese  neue  Gleichung  an  die 
Spitze  der  weiteren  Untersuchung  stellen. 

Eine  allgemeinere  Methode,  dieses  neue  11  zu  finden,  haben  wir  noch 
nicht..  Einige  kurze  Bemerkungen  über  den  Fall ,  wo  das  Potential  aus 
zwei  Theilen  besteht,  deren  einer  die  Geschwindigkeiten  enthält,  w&hrend 
der  andere  frei  von  ihnen  ist,  gab  Riemann  in  seinen  Vorlesungen. 

Ist  jenes  V  auf  irgend  eine  Weise  gefunden ,  so  werden  independente 
Coordinaten  9i . .  • .  9y  nnd,  um  die  Differentialqootienten  sn  entfernen, 
nene  Grössen       ,  »p^  dnrch  die  Gleichungen 

-TiT 

eingeführt  nnd  ans  der  Gleichung  I)  die  Differentialgleichungen  des  Pro- 
blems In  den  independenten  Coordinaten  abgeleitet.  Die  Hamilton* sehe 
Methode  ersetst  das  System  von  Differentialgleichungen  dnrch  eine  par* 
tielto  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  (v  +  l)  Variabelen,  deren 
allgemeine  Lösung  F  zn  suchen  ist,  welche  also  ansser  der  additiven  Gon- 
stauten  a  noch  v  andere  arbitrKre  Constanten  a,  .  .  .  .  enthält. 
Gelingt  es  uns  dann,  nachzuweisen,  dass  die  2v  Gleichungen 

dv 

dy_  dv 

ä7.~^*  'WJ^^''' 

wo  die  ß  nene  willkürliche  Constanten  sind,  die  Integralgleichungen  des 
obigen  Systems  von  Differcntialgleichnngen  sind,  so  war  die  Anwendung 
der  Hamilton* sehen  Methode  gerechtfertigt  nnd  das  Problem  ist  anf  die 
AnsfUhmng  gewisser  Integrale  rednoirt.  Gelingt  uns  aber  dieser  Beweis 
nicht,  so  sind  die  Resultate  illusorisch« 

Der  allgemeine  Beweis  fflr  den  Fall,  dass  U  nur  die  Coordinaten  und 
die  Zeit  implicite  oder  expUcite,  nicht  aber  die  Geschwindigkeiten  enthält, 
findet  sich  bei  Jacob i  in  der  20.  Vorlesung.  Ffir  solche  Fülle  aber,  wo  ü 
die  Geschwindigkeiten  enthSlt,  ist  stets  eine  besondere  Untersuchung  nöthig. 
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FOr  das  hierher  gehörende  Problem  der  Ansiehniig  neeh  dem 
eleetrodjjrnsmisehen  Oesetse  von  Weber  hat  Nenmann*  auf 
emem  eigenthfimHchen  Wege  den  Ausdruck  Z7,  welcher  in  die  Oleiehnng  1) 
eimiueUen  ist,  gefunden  and  dadurch  jenem  Oesetse  eine  neoe  Bedeutung 
gegeben. 

Dieses  interessante  Gesetz  wird  schon  jetst  Tielen  Untersuchungen  su 
Gründe  gelegt ,  seheint  jedoch  nach  der  Ansieht  ▼ieler  Forseher  berufen 
SU  sein ,  in  spftterer  Zeit  eine  noch  grössere  Rolle  an  spielen«  Sieher  hat 
es  grosse  Wichtigkeit  schon  insofern,  als  es  das  Newton*sche  als  speciel» 
len  Fall  in  sich  schliesst. 

Wir  wollen  in  Folgendem  nntersuchcn,  ob  sicli  rlic  II  am  11  ton 'sehe 
Methode  auf  diesos  Problini  .nnwendon  lässt ,  und  zwar  soll  zunächst  er- 
örtert werdou  die  Bewegung  einos  Punktes,  welcher  nach  dem 
Webor'schen  Gesetze  von  einem  festen  Centrum  angezogen 
wird. 

Eho  wir  jodoch  zu  der  oigculliclion  U ntoi  snchung  überf^ehen  ,  sind  die 
Drithi;;cu  Bomerkungen  über  den  Zusaniincnliang  des  Weber 'sehen  mit 
dem  N  c  u  rn  an  n  \scbon  Ausdrucke  vorausznscliicken. 

Ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  xyz  von  dem  anziehenden  Centrum, 
nnd  m  seine  Masse,  dann  ist  die  in  derBicbtung  von  r  wirkende  Anziehung 
ueh  Weber: 

Hior  ist  c  eine  sehr  grosse  Oonstafite  und  zwar,  wie  man  vermutbet,  un- 
gefähr die  Geschwindigkeit  des  Lichtes. 

Die  gewöhnliche  Kräftefunction  würde  also  sein: 

Es  ist  klar,  dass  die  Bewegung  des  Pnnktes  in  einer  Ebene  stattfindet^ 
velebe  durch  die  Bicbtnng  von  r  und  die  des  anfünglichen  Stosses  be- 
itimmt  wird;  denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden,  welcher  den  Punkt  be- 
itiomen  sollte ,  diese  Ebene  su  verlassen.  Wir  bescbrXnken  uns  also  auf 
svet  Goordinaten. 

Die  Bewegungsglfticbungen  sind 

dt*         r     dr     r  * 
sss  diesen  folgt,  wie  leicht  su  sehen: 


'  Neumann,  Principien  der  Klci  trodynsimik ,  Tiiliiiijren  180«.  —  Vcrgl.  bucIi 
^«egers,  Inaagaraldissertation:  De  motu  perttubationibuique  pimelarum  etc.  Oüfc- 
»»ttgen  1804. 
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m 


1  f^Y^oük'^^o'Hi 

dt\ätj        dr  'dt        dt  ' 


nnd  dareli  Integration: 

5)  T^V,-^c,. 
Es  gilt  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  welchos  nicbt  ohne  Wei- 
teres angewendet  werdon  durfte.    Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  auch  da« 
Fläcbenpriocip  gilt,  da  es  sich  um  eine  Centraikraft  handelt. 

Nenmsnn  bat  nun  gefunden,  dass  man  auf  die  Bewegnngsgleichnn- 
gen  4)  kommt,  wenn  man  in  die  Gleichung  1)  statt  des  gewSlinliolien  U% 
etnsetit:  , 

nnd  Bwar  ist  er  folgendermassen  anf  dieses  17  gekommen:  Zieht  das  Cen- 
tram den  Ponkt  xyt  mit  der  Masse  «i  naeh  dem  Newton* sehen  Gesetse 

an,  so  gehört  aar  Entfernung    das  Potential        Angenommen  nun,  das 

Potential  kSme  nieht  sofort  snr  Oeltnng,  sondern  würde  mit  endlicher  6e- 

schwindigkeit  dem  sieh  bewegenden  Punkte  zugeschickt,  wie  z.  B.  das 

Licht  oder  der  Schall ,  so  würde  das  zur  Entfernung  gehörende  Potentisl 
den  Punkt  erst  dann  erreichen,  wenn  er  sich  in  einer  anderen  Entfernung 

r  befindet,  80  dass  nicht das  dort  wirkende  Potential  ist,  sondern 

oder,  wie  aus  den  Entwickelungen  «on  Neumann  hervorgeht,  der 
Ausdruck 


WO  c  die  Geschwindigkeit  ist,  mit  welcher  sich  das  Potential  im  Räume 
fortbewegt. 

Dass  man  Jetst  wirklieh  von  Gleichung  1)  anf  die  Gleichungen  4) 
kommt,  ist  leicht  an  leigen.  Ist  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  so  ist 

b  J  T  di  —  J  mx  bx  di  -\-     my  6y'  dl» 

Die  Integration  durch  Theilc  giolit  für  jedos  Integral  der  rechten  Seite 
ein  neues  Integral  und  einen  vom  Integral  freien  Theil.  Der  letztere  fällt 
weg,  da  die  Eodpositionen  nicht  mit  varürt  werden,  so  dass  stehen  bleibt; 

d  j* Tdi^-m  J {x"ix'\-y'6y)dt. 


Ans        ^  ^1  -f  ^  j  folgt  ferner 
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also: 

Wciulet  Uliin  auf  das  letzte  Intpgral  die  lotegratiou  durch  Theile  an 
und  zieht  man  Alles  zutiatnuieu,  üo  folgt: 


Demnach  ist: 


da'  und  b\j  ^'xw'X  aber  unabhängig  vun  einander,  so  dass  äich  folgende 
Gleichungeu  ergeben: 

r '  r 

dies  siud  aber  die  obigeu  Bcwegun^sgleichungen. 

Jetzt  dürfen  wir  die  Gleichung  1)  zum  Ausgangspunkte  der  Unter- 
suchung nehmen. 

§2. 

Ableitung  der  Differentialgleichungen  des  Problems  in 

i  n  d  e  p  e  n  d  e  n  t  e  M  C  o  o  r  d  i  u  ;i  t  e  n. 

Als  iudependente  Coordinatcn  werden  r  und  t>  eingeführt  durch  die 
Gleichungen : 

x  —  r  cos  ^ ,        y  =  r  siti  0 , 
SO  dsss  (r+  U)  eine  Function  von  r,  r\     ^'  wird.  Man  bilde 

\J(T+Ü)dt 


6 


usd  wende  die  Integration  durch  Theile  aiii  dann  eigieht  rieh,  da  die  vom 
Integral  freien  Theile  wegfaUen ,  an  Stelle  von  Gleichung  1)  des  §  I : 

Da  6r  und  d^*  nnabhilngig  Ton  einander  sind,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen: 
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d{r+v) _  ii_  (d{'r+  U)\  ^ 
d'^y       iit\   do'   J'  ' 

Dies  siud  die  Bewegaogsgleichungen  in  der  neuen  Form. 
Der  Werth  tod  (7+^)  >»       neuen  Coordinaten  ist: 

(T+P)  =  r  (_  +  _)+_+-. 

Jetat  sind  neae  Grössen  p  eioauftthren  dnrch  die  Gleichungen 

d{T+U)   d{T-\-U) 

d.  h. 


Bezeiclineu  wir  nun  {T-^U)^  sobald  die  uoucD  Grusseu  eingeführt  bind, 
mit  \  T-\-  U\t  so  erhaltcu  wir: 

|r+p|=  ^  +  fL-  +  ^^py+p,»'+  HL. 

•'    '    '         /.       1  \    •irnH     r     «-III.     1  ^ 
Für  diesen  Ausdruck  gelten  nun  folgende  Gleichungen:. 

dr  dr  r»* 

SetKt  mau  diese  Kesultalo  in  die  obigen  Gleichungen  der  Bewegung  ein, 
so  orgebeo  sich  folgeude  Differentialgloichu  ngeu  de»  Prublems: 


1) 

und  dasQ  kommen  noch : 

>) 


fr  dt 

dt  ' 


d\T+V\_dr 


a/i,  .  dt 
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§3. 

AufsteUnDg  der  partiellen  Differeotialgleicbaogf 

erster  Ordnung. 


Setxen  wir: 


1)  y=J(T+U)dt 

u 

und  bilden  wir  d  F,  jedoch  lo ,  daM  anch  die  Bndpoutionen  vanirt  werden, 
»0  fallen  bei  der  Integration  durch  Theile  nicht  mehr  die  vom  Integral 
freien  Ansdrttcko  weg,  so  dass  wir  haben: 


+/!r^-i("S'-')]"+["ir'-:;r';r')i"i- 

Nach  (lom  Obigen  ist  der  letztere  Theil  gleich  Null;  bezeichnen  wir  dem- 
uacli  mit  To  uud  AofangspositioneDy  init  r  und  O  die  Endpositionen, 

so  bleibt  stehen : 

Betrachten  wir  aber  V  als  Function  der  Anfangs-  und  Endpositionen  und 
der  verflossenen  Zeit,  so  ist: 


d  V       i  V        d  V      h  r 

Vergleicht  »an  die  beiden  lotsten  Ausdrttcke  und  setst  man ,  da  die  Va- 
riationen willkürlich  sind,  die  entsprechenden  Faetoren  gleich,  so  ent- 

stehcu  folgende  Gleicbuugcu: 

ä7  "~  -"a     "  »       dif  -  "^  0^  » 

Die  p  lassen  sich  demnach  ersetzen  durch  partielle  Difierentialquotienten 
von  V  nach  den  independenten  Coordinaten. 

Wir  betrachteten  soeben  V  als  Function  der  Anfangs-  nnd  Endcoordi- 
naten  nnd  der  verflossenen  Zeit  I;  letstere  ist  in  V  sowohl  explicite  ent- 
halten, als  auch  implicite  in  den  Endcoordinaten,  nicht  aber  in  den  An- 
fa^gscoordinaten,  so  dass 

7il      (Jl      Ör'  äl'^       '  dt ' 
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Ferner  giebt  die  DiffereotUtion  der  Gleiehong  l)  naeb  der  oberen  Grense  I: 
ib)  ^5^=  T+  ü. 

« 

Durch  Sabtraction  von  8a)  imd  Sb)  erhaltea  wir: 
oder  wenn  man  setst: 


In  diese  Gleiebung  kaou  mau  an  Stelle  von  r,  r',  d  und  0'  einführen  r,  0, 
PiyPki  Pi  ™^  Pt        lassen  sich  ersetsen  durch  ^  und        so  data  in 

dV  dV 

Oleichong  4)  nor  nooh  vorkommen  r^9%it      »         Durch  diese  Trans - 

forinatiüueu  gelit  aUo  (ileicliuiig  4)  über  in  oine  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  mit  drei  unabhängigen  Va- 
riabelen^  durch  welche  V  definirt  wird  als  Function  von  r, 
t  und  ^. 

§4. 

Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Hamilton'schen  Me- 
thode auf  unser  Problem. 

Es  ist  der  Beweis  für  folgende  Behauptung  zu  liefern: 
Ist  V  eine  allgemeine  Lösung  der  obigen  partiellen  Differentialgleich- 
ung erster  C)rdnung,  d.  h,  eiu  Integral,  welches  ausser  der  additiven  Con- 
Btantcn  a  noch  zwei  andere  arbiträre  Constanten  Oi  und  a«  enthält,  und 
setsen  wir: 

wo  Pi  und  neue  willkürliche  Constanten  sind,  und  nehmen  wir  dasn  aus 
Gruppe  2)  des  §  d  folgende  Gleichungen: 

so  «wird  behauptet,  dass  diese  Gleichungen  die  Integralgleichungen  des 
Systems  TOa  Differentialgleichungen  am  Schlnss  von  §  2  sind. 

Beweis.  Der  Beweis  ist  geliefert,  wenn  gezeigt  wird,  dass  die  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  I)  und  II)  nach  l  auf  die  obigeu  Di£fereutial- 
gleichungen  führt. 
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Die  Gleichnngen  I)  gelten  zunächst  identisch  für  jedes  beliebige  /, 
I.  B.  auch  für  (<  +  «'O»  differentüxe  ioli  also  beideraeits  ▼ollatändig  nach  /, 

d  V 

10  darf  ich  beide  Seiten  gleich  setzen.  Da  nun  t  sowohl  explicite  in  — 
Torkommt,  als  auch  implicite  (in  r  und       so  ergiebt  sich: 


da,dl  '  dtftd'*  di^  dv^d»  dt 
Femer  darf  ich  die  Gleichung  4)  in  §  3  partiell  nach  den  «  differen- 
tiiren,  da  die  a  willkürlich  sind,  also  die  Gleichung  auch  identiaeh  fttr 
[a-^-du)  gilt.  Man  erhält: 


Nni  ist  aber 


0=  4-  ~ • 


^  V    9  V  ' 
wo  r\       ^1  r-r  Teraiittolst  der  Gleielmogen: 

j  Px   A/  Pt 

dueb  r,  ^,  p,  and  />,  zn  ersetsen  sind.  Hat  man  auf  diese  Weise  ^  als 
Fonction  tob     r,  und      dargestellt,  so  sHid  offenbar  a,  und  o,  iu 

nor  insofern  enthalten,  als  sie  in  P|  und  vorkommen;  die  Gleichungen  b) 
geben  also  über  in: 

dct^dt     dpi   doj     dpt  Sc,* 


oder  i 


a«,a/"*"a/>, '  a«,"*"ai>.  *  a«i' 


m: 


aa,  a<"*"aa, dr '  ap,  a«,  a^ '  aj»,' 

0^  a«r    a«r  ajj;    a«r  a^^ 

~"  äö7§<  ao,  ar '  a^  "*"a«,  ad  *  apV 

Die  Gleichungssysterae  a)  und  c)  haben  die.sclben  Coefficienteu.  Giebt 
also  die  Autlösuu^  derselben  etwas  Bestimmtes,  so  müssen  sich  für  die 
UnbekaDutea  dieselben  Werthe  ergeben,  d.  b.  es  moss  sein: 
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dr_dM,  ()»_dtu 

BO  dftM  wir  die  Aunösung  der  Gleichungen  a)  umgangen  haben  durch  Auf- 
stellung des  Systems  c).  Etwas  Bestimmtes  aber  geben  die  Gleichungen 
(ioflofern  die  Cucfficienten  derselben  endlich  bleiben,  was  immer  angenom- 
men wird)  stets  dann ,  wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  ▼erecbie* 
den  von  Null  ist,  d.  b.  sobald 

»Wäre  aber  i2  =  0,  so  witren  die  OröMOn  f—  und  r—,  aU  Fnnctio- 
nen  von  r  und  betrachtet,  nicht  unabhängig  von  ehiattder,  d*h«  eamlls^ 
swiscbeo  r~ ,  ^,«11«!  nnd  l  eine  Gleicbang  exiatiren ,  welcbe  r  und 

dv  dv 

^  nicht  enthielte.   Ebenso  wären  ^  nnd      >  als  Funetionen  von  «j  und 

er  vv 

er,  betrachtet,  nicht  unabhängig  von  einander,  und  es  mfisste  swisehen 

d  V 

—  ,   — «  r,  d  nnd  I  eine  Gleichung  eiistiren ,  in  welcher  cti  und  nicht 

er      0  & 

vorkämen.    Mau  halle  also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

d.  b.  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welcher  die  vor- 

dV. 

ausgesetzte  Lösung  V  genügen  miisste  und  welche       nicht  enthält.  Dies 

ist  aber  nnmöglicb,  wenn  V  wirklich  eine  vollständige  Lösung  von  Gleich- 
ung 4)  sein  soll/*  Die  Begrilndnng  davon  Ist  wörilich  dieselbe  1  wie  bei 
Jaeobi  S.  101  ete. 

Sobald  also  F  wirklich  eine  volktändige  Lösnng  der  betreffenden 
Glßichung  bt,  kann  E  nieht  Null  werden.  Der  Sehlnss  anf  das  Bestehen 
der  Gleiehnngen  5)  war  dennaeh  ein  berechtigter. 

Sind  nnn  die  Oleicbungen  5)  idenUaeh  mit  den  Gleiehnngen  2)  In  §  2» 
nämlich  mit 

d\T+U\_dr  d\T'\-ü\_d9 
dpi        dl'  ""dl' 
so  sind  wirklich  die  Gleiehnngen  I)  die  Integralgleichungen  der  letsteren. 
Und  dies  ist  der  Fall,  denn  in  §  8  war 

folglich 

d\T-\-ü\^dr 

und  ebenso 
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Also:  die  Gleichungen  I)  sind  die  IntegralgleieliiiBgeii  der 

Dit  i  e  re  II  ti algl  eicLungen  2)  in  §  2. 

Um  daä^elbe  für  die  Gleichmigeii  II)  m  beweisen »  differentüren  wir 
dieselben  vollttändig  naeb  I  nnd  erbnlten: 


Da 
und 


dt    d^di'^drd^*  di'^d^d^'  dt' 

arar  ar'    ara^  a*'  a^d^""a^* 


iät;  da  femer  nach  den  Gleichungen  5) 

dr_djf^       d&  d^ 

80  geht  das  System  d)  über  in: 

dpj^^  aiP,  a^  a^ 
dr  ar a/"^  ar '  dp.   ar '  a».' 


dpt^  dr  ap, 

d<   a*ai"*"ae'ap,"*"a^  'a^' 


Die  partielle  Diflforentiation  der  Öleichang  4}  nach  r  und  d  giebt  aber, 

a  1^ 

da  r  und  d  zunächst  in  dann  aber  in  ^  sowohl  expUoite,  als  auch  im- 
pliciie  in  den  p  vorkommen, 


0 


so  dass  wir  durch  Subtraetion  der  Systeme  e)  nnd  f)  erhalten:, 

a)  iEl=^^^      dpt  a» 

dt        dr^       dt^  ad' 

Da  jedoch  ^  ==  |  ^4-    -  ^  ist,  so  folgt  ans  6) 

d/  "  • 
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Dies  sind  abor  die  Gleicliuiigcn  l)  in  §  2.  Also:  die  Gleichungen  II) 
sind  die  IntograkgleichuDgen  der  eutsprocbenden  Difi'ercu> 
tialgleichun^'en. 

Damit  ist  der  Beweis  für  die  Anwendbarkeit  der  Uamilton'schen 
Metbode  auf  unser  Problem  geliefert,  und  zwar  in  einer  Furm,  in  welcher 
er  sich  höchst  einfaeb  auf  beliebig  viele  Variabelen  ausdehnen  llut.  Jetit 
sind  wir  ttbersengt  davon ,  dass  die  Integration  der  partiellen  Di£ferential- 
gleichnng  erster  Ordnung  richtige  Besnltate  liefern  wird. 

§5. 

Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung. 

firsetst  man  in  der  Differentialgleichung 

dt 

oder 

r  und  d''  durch  die  und  dann  pi  und/)^  durch  ^  und  so  geht  sie 
über  in: 

*  ^         dt       \drj'  2m(^rc*+2')  '2ntr'      r  * 

d  V 

t  kommt  nur  in  —  ,  sonst  nieht  explicite  vor,  deshalb  setien  wir  ver* 

d  V 

suehtweiae  -r-  »    ,  oder  V=    i  +  /f^,  wo     eine  willkürliche  Constante, 
et 

.      .  ,        ,    dJV    dV    dW    dV  . 

W  aber  eonatant  nach  I  ist,  eo  dais,  da  ^5^  — ^-r-,   ^=^—  «t,  die 

09     <fv     vr  et 

Gleichung  tthergeht  in: 

Da  ^  nur  in  "^^t  sonst  nicht  eiplicite  vorkommt ,  so  setzen  wir: 

wo  Z  constant  nach  f  und  9  ist,  also      =  ^  •  Die  Gleiehung  gekt  Aber  in 

er  er 


also 


\dr)  2m  (r c*+ 2)     2«r«      r  ' 
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a2 

Ib. 

M  daas  siob  als  allgemeine  LSenng  der  Oleiehong  4  ergiebt 


Die  Integraigleicbungen  für  das  mechanische  Problem  sind,  wie  oben 
nachgewiesen : 


Dieses  Integral  giebt  den  Znsammenbang  swiachen  t  and  r. 
Ferner  erhalten  wir: 

C)  *  =  ft  +  cr.  • 


H^-^  ^-2«,m 

wodarcb  der  ZnsammeBbang  swisehen  4^  und  r  gegeben  ist. 

Fübrt  man  in  das  letzte  Integral  Z=s  —  ein,  so  geht  die  Gleichung 

T 

ttber  in 


C*)  ^ 


Constantenbestimmiingen  etc. 
Ans  Gleiehnng  B)  i'l^i 


Aus  Gleichung  C)  folgt:    * 


ond  dnrch  Di?ision  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 
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Da  aber  f^d^  4er  doppelCe  FHoheniolialt  eines  Elementes  ist,  welches  der 
Radios  veetor  besehreibt,  so  ist  dieselbe  Censtante,  welche  nns  das 
FlAehenprineip  giebt  Dass  letateres  hier  gilt,  warde  schon  oben  erwihnt. 

Jst  abo  der  Aut  jiugäzu:itand  gegeben  durch 

nnd  den  Winkel  welchen  die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  dem  Radios 
yector     bildet,  so  dsss 

und  demnach 
so  ergiebt  sieh: 


Femer  folgt  ans 


oder  weou  der  Werth  Hir  og  eingesetzt  wird: 

also  T==Ui  —  a, ,  80  dnss  a,  die  Constanto  ist,  welche  aus  dem  Piincip 
der  lebendigen  Kraft  hervorgeht.  Sie  bestimrot  sich  aus  dem  Anfangs* 
zastande  als 

Zugleich  hat  es  sich  an  dieser  Stelle  bestfttigt,  dass  das  Princip  der  leben- 
digen Kraft  ftr  unser  Problem  Oeltnng  hat 

Um  die  Bedentnng  der  Constanten  ß  festsnstellen,  müssen  wir  den 
Integralen  bestimmte  Grensen  geben.  Setsen  wir  als  nntere  Grenze  einen 
bestimmten  Zahlenwerth    fest,  so  ergiebt  sich  ans: 
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dan  fflr  r = y^,  d.  h.  <  =  i«,  rechts  nur  stehen  bleibt  A ,  so  dass  A  der  An- 
fangswerth  toii  I  ist  Ebenso  folgt  ans  C),  dass  /},  ^er  Anfangs werth  Tond  ist 
Da  t  nnd  ß  stets  reell  sein  müssen,  so  folgt  ans  Gleichung  B)  (wo  die 
im  ZShler  stehende  Wnrsel  nie  imagbir  wird,  weil  r  stets  positiT  ist),  daas 
die  im  Nenner  stehende  Wnnel  nie  imaginär  werden  darf,  worans  sich  fär 
r  ein  Hudmal-  nnd  Hinimnlwerth  ergeben  wird.  Diese  bestimmen  sieh 
dnreh  die  Gleichung 

2«*    «t*  « 

—  —  -y— 2a.  111  =  0 
r  f* 

als 

r.  = 

2«!  2< 


nnd 


r- 1=  —  —  - —  1/  tnr  , 

2«!     2air  m 

sind  also,  wenn  e  gegeben  ist,  leicht  mis  dem  Anfangsrastandembereehnen. 

Die  möglichen  Lagen  des  aageiogenen  Punktes  sind  demnach  be- 
sehrinkt  nnf  einen  Bing  «wischen  swet  ooneentrtsohen  Kreisen,  die  mit  den 
Radien    nnd    nm  das  ansiehende  Centmm  geschlagen  sind. 

Was  die  Ausführung  der  elliptisehen  Integrale  anbetrifft,  so  Torweisea 
wir  anf  die  Dissertation  von  Seegers,  wo  sie  elegant  behandelt  sind. 

Für  das  Maximum  und  Minimum  des  Abstandee  wollen  wir  die  Namen 
Aphelium  und  Perihelium  beibehalten.  Seeg  er  s  hat  nachgewiesen,  dass 
aufeinanderfolgende  Perihelia  und  Aphelia  nicht  nm  dem  Winkel  «s,  wie  bei 
dem  Newton*schen  Geseta,  sondern  um  einen  andern  von  einander  .ab- 
stehen. 

Diese  Bemerkung  soll  mit  Hilfe  des  Obigen  dasn  dienen ,  uns  ein  Bild 

von  der  stattfindenden  Bewegung'  zu  verschaffen. 
Ans  der  Gleichung  des  Fläch cnprineips 

mr*0'=a  Ott 

folgt  znnäcbst,  dass  0'  nie  sein  Zeichen  ändert,  dass  also  die  Bewegting 
stets  iu  demselben  Sinne  vor  sich  j;elit.  Sie  umscbliesst  stets  den  kleinen 
Kreis  und  w  ird  von  dem  grÖKscron  unisclilossen. 

Ferner  ist  auf  Grund  desselben  Princips  die  Geschwindigkeit  um- 
gekehrt pro|>ortional  der  Entfernung  des  Centruins  von  der  Tangente  der 
Bahn,  so  dass  sie  am  langsamsten  im  Apheliam  ist.  Endlich  ergiebt  sieb, 
dass  zu  demselben  r  dasselbe  d-'  gehört. 

Aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgt  durch  Elimination  der 
Ceostanten  a 
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oder 

+    *'')-(r/  +  ^'*/)]  =  ;.('-^)-r7(»-'k) 
Fdr  gleiche  r  ergiebt  sieh  also ,  da  «a  denselben  gleiche     gehören , 

i(/-r.'')=^(r/-/). 

eine  Gleicliuug,  die  nur  uüglicb  ist,  wenn 

r  =  +  r  ,. 

Folglich  gehören  2U  gleichen  r  stets  gleiches      und  gleiches  r'  (ahgeseheu 

ds 

vom  Vorseichen) ,  also  anch  gleiches  ~  nnd  abgesehen  Tom  Zeichen  glei- 

ches  -  -  und         in  Worten  also: 

Wird  irgend  ein  um  das  Centrum  geschlagener  Kreis  von 
dem  angf^zogcnen  Punkte  öfters  durchschnitten,  so  geschieht 
dies  stets  mit  der  selben  Geschwindigkeit  nnd,  abgesehen  vom 
Vorseichen,  nnter  demselben  Winkel. 

Darana  ergeben  sieh  folgende  wichtige  Eigensehaften  der  Bahn: 
Ist  P  ein  Perihelinm  nnd  A  das  darauffolgende  Aphelinm,  so  ist  der 
Weg  TOtt  A  nach  dem  folgenden  Perihelinm  i'i.eongraent  dem  Wege  von 
Pnaeh  A  nnd  symmetrisch  gegen  die  Linie  AC  gelegen,  wenn  C  das  Cen- 
tram  bedeutet.  Der  Weg  von  Pf  nach  A^  ist  eongrnent  dem  von  A  nach  P, 
nnd  symmetrisch  gegen  die  Linie  P,  C  gelegen  n.  s.  w. 

Die  Aphelia  folgen  also  in  gleichen  Winkelabständcn  auf  einander, 
ebenso  die  Perihelia  unter  deuäelbcu  Winkelspannungeo.  Ist  diese  letztere 

y  nnd  -  irrational,  so  hat  die  Bahn  unendlich  viele  congmente  Arme;  ist 
^  rational ,  so  ist  die  Ansahl  dieser  Arme  eodlieh  nnd  die  Bahn  iSnft  in 

SS 

sich  selbst  zurück.  Sie  hat  zunächst  so  viele  Symmctricaxon  durch  c,  als 
Perihelia  und  Aphelia  ausammengenomiuen.  Verbindet  man  ausserdem 
einen  Punkt,  in  welchem  zwei  Arme  der  Bahn  sich  schneiden,  niit  dem 
Centrum ,  so  entsteht  wieder  eine  Symmetrieaxe.  Auch  von  dieser  letzteren 
Gruppe  haben  wir  entweder  eine  endliche  oder  eine  unendliche  Anzahl. 

Für  C8S3Q0,  wo  also  das  Potential  keine  Zeit  gebraucht,  nm  den  an- 
gesogenen Punkt  au  erreichen,  stimmt  das  Oesets  mit  dem  New  ton 'sehen 
ttberein,  und  die  Bahn  des  Punktes  wird,  wenn  nur  fi  endlicMleibt,  eine 
Ellipse.  Dann  ist  der  Abstand  der  einaelnen  Aphelia  unendlich  klein, 
d.  h.  yaO.  Ist  c  sehr  gross,  so  ist  die  Bahn  nahean  eine  Ellipse  und  y 
wird  sehr  klein  sein.  Ein  ungefiKhres  Bild  der  Babq  itlr  sehr  grosses  e  (und 
c  ist  in  Wahrheit  sehr  gross)  könnte  man  also  etwa  auf  folgendem  Wege 
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erhalten:  Es  bewege  sieb  ein  Pnnbt  naeb  dem  Kewton*scben  Gesetse  anf 
einer  Ellipse,  wSbrend  dieser  Bewegung  aber  drebe  sieb  die  Ellipse  sebr 
langsam  um  den  Brennpunkt»  in  welcbem  sieb  die  ansiebende  Kraft  be- 
findet 

Dasselbe  Problem  ffir  drei  Coordinaten. 

Um  zn  zeigen,  win  sclinell  die  U  am i  1  ton 'sehe  Methode  znm  Ziele 
fuhrt,  wollen  wir  dasselbe  Problem  nocb  einmal  knrs  fttr  drei  Coordinaten 
dsrcbfilbren. 

Die  independenten  Coordinaten  werden  eingefittbrt  dnreb  die  Oleicb* 
nngen 

so  dass 

,«     -«     /«     ,«  ,» 
^  +  ^  4"  *  —  '*  4"  ^'  9  4" 9  ^  » 

also 


m 
2 

Feruer  ist 


also 

Die  Einfabmng  der  p  gesebiebt  dnrcb  die  Oleicbnngen 

Das  transformirte  (7+17)  wird  demnaeb 
Dieses  bat  die  Eigensebaft,  dass 


Zeilschrifl  f.  Malhemalik  n.  Phyilk  XV,  2.  V^"*^  J  *  -  »        «  ^ 
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ferner,  dasa 

HT+u)^   a[r+g|  2m  d{T-\-ü)^  a|r+g^|. 

dr  dr  '       d  tp       '        d  <p  ' 

HT+U)^_d_\T+U\^^ 

Die  Bewegnngsgleichnngeii  yon  der  Form 

diJ^-U) _  d  /dJT+  U)\ 
d  qi        dt\    ü  ql    )  ' 
wo  die  q  die  indopendenten  Coordinaten  sind,  gohon  über  in 

'       dr  dt      r*  ' 


I. 


ß) 


d\T-\-U\__  dp. 


dl  ' 


wostt  noch  treten 


n. 


Setsen  wir  jetzt 


J\T'^ü)di  =  r, 


10  ergiebt  sieh 
III. 


vod 


dV_d{T+  ü)_ 

Femer  folgt  ans 

rfr_ar  ar  rfr  ar  . 


dV 


die  Oleiehnng 


oder 


ar  /ary    n»      /djy  i   . /^r.«  i 
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Diw  itt  die  partielle  Differentialgleichung  l**"'  Ordnung  mit  vier  Variabeleo. 
Um  sie  zu  integriren*  setzen  wir  versuchsweise 

d  V 

also  r»«,/+''^» 

80  dass  die  Gleichung  übergeht  in  * 

Wir  fHeen  beiderseits  V  binsv  und  setseo 


oder 


d.  b. 


so  geht  die  Gleichung  über  in 


oder 


TfiEt  man  beiderseits  ^      -  binia  und  setst  man 
also 

so  Terwandelt  sieb  die  Oleicbnng  in 

/azy   1  ^ 

oder 

Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  unserer  Differentialgleichung 
vihrend  die  Differentialgleiebnngen  des  Problems  sind 
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Dm  letztere  Integral  gebt  durch  die  Sabstitation 


flber  in 


so  dass  wir  erbalton  : 


Die  letsste  Gleichung  endlich  ist 


Fuhrt  man  hier  coigtp  als  Variabeie  ein,  so  entsteht 


r  driqtp  (^/     «,«  \ 

woraoB  snnftcbst  folgt 

E)  CO*     -  ft)  «  .  eotg  tp , 

80  dass        IJewogung  in  ciiipr  ICbono  statf lindot. 

Da  rp  mir  Wortlm  zwisclion  0  und  180"  njiiiijunit,  so  ergiebt  sich  aus 
den  nach  q>  genommenen  Integralen,  dass  der  Minimalwerth  von  «i/t  9  ist 

Ist  also  J  die  Neignng  der  Bbene  der  Bahn  gegen  die  Ekliptik,  für 

welche  9  =  00°  ist,  so  ist  das  Mintmuni  von  sinip 
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Da  also 


ist ,  so  läast  sich  Gleichang  E)  aucli  schreiben 

E  *)  cos  {tif  —  /3j)  =  i  cotgJ,  cotcj  rp. 

Für  ^=00"  ist  cos  0^  — i5s)  =  0,  also  ft)  =  ±  ÖO".  Das  zu  9=00"  ge- 
hörende ist  aber  die  Länge  des  auf-,  resp.  abstoigenden  Knoiens,  d.  h« 
ßt  ist  die  LKnge  des  anfsteigeAden  Knotena  f  00°. 

GeboD  wir  nnn,  nm  dieBodeutniig  der  sämmtHclieiiConstaiiten  kennen 
so  lernen,  den  unteren  Grensen  der  Integrale  bestimmte  Zahlenwerihe,  so 
folgt  ans  Oleiebuug  D) ,  das»  /3,  der  Anfangswerth  yon  ^  ist.  Die  Anfangs- 
Isge  des  Planeten  ist  also  der  tiefste  oder  höchste  Punkt  der  Bahn.  Daraus 
folgt,  dass 

ibt.    Letztet  Ob  kauu  mau  auch  aus  Gleichung  E  "*)  ablebcu,  denn  da 
ist,  so  folgt 

1  =  -f-  rodj  J  cutg  (p  , 
aUu,  da  q>  nur  positive  Werthe  zwischen  0°  und  180°  annimmt ,  . 

würde  sich  aus  Gleichung  C*)  als  Null  ergeben.   Um  dies  zu  verifi- 
ciren,  können  wir  ähnlich,  wiebeijacobi  S.  188,  folgende  Betrachtung 
anstellen: 
Ans 

cos  90  =  cos  =  j/"^ 

und  der  obigen  Substitution 

eottp = y  -= — j-i- .  cos% 

ergiebt  sich,  dass  der  Anfangs  wcrth  von  i|  Null  ist,  also  GleicbungC*)  über- 
geht in 


=_  /  — 1 —  + 


Nun  ist  aber  9  die  Hypotenuse  eines  reehtwinkligen  sphärischen  Dreiecks, 
dessen  Katheten  i|  und  (90^^^)  sind  (▼ergl.  Zeiehnung  bei  Jacobi).  q  ist 
also  gleich  vermindert  um  die  Entfernung  des  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten.  Fflr  rsro  Terschwindet  das  Integral  und  ^  geht  ttber  üi  90^ 
Termindert  um  die  Entfernung  der  Anfangslage  des  Planeten  Tom  aufstel- 
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90     lieber  die  Anwendung  der  Jacobi-Uaiuiitou'äcben  Metbode  etc. 

gendeu  Knoten,  so  das»  sich  für  folgende  geometrische  Bedeutaog  er- 
giebt : 

=z -yl^roi)"  —  (Entfonmng  der  Anfangslage  des  Planeteol 

y^^\_  vom  aufsteigenden  Knoten)  J' 

Diese  Entfernung  beträgt  aber  00^,  also  Ist  wiiklieb  ßt^O, 

Differentiirt  man  die  OleiebnngenB),  C)  nndD)  nach  den  entsprecben- 

den  Variabelen  und  vergleicht  man  die  Resultate ,  so  ergiebt  sich ,  data 

dt     diu  ,  , 
— -=  sin'» 

oder 

—  d<  s=  r*  sin* 9  diu.  * 
m 

Demnach  ist  ^  die  Projection  der  doppelten  Jb^lächeogeschwindigkeit 

anf  die  «y-fibene,  die  wirkliche  doppelte  FlMchengeechwindigkeit  aber 
mnss  sein 

m  *  eof  /    m  * m  ' 

er,  also  behält  die  Bedeutung,  wie  in  §  ü;  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung 
ir,s=a,co5/,  0|  endlich  ist  wiederum  die  ans  dem  Princip  der  lebendigen 
Kraft  entspringende  Constante.  Diese  Constanten  ergcbeu  sich  sämmtlich 
auä  dem  Anfangszustande. 

In  BetieiV  der  Ausfiibrung  der  elliptischen  Integrale  können  wir  wie- 
derum auf  äeogers  verweisen. 

Anhang. 

Da  in  unserem  Probleme  l  nicht  explicite  vorkommt  und  ausserdem  das 

Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  lässt  sich  alles  das,  wa^  Jacobi  in 

der  21.  Vorlesung  baj,'t,  anf  dasselbe  Hiisdehueu  ,  so  dast»  uinu  dtn  We>;  ;iur 

partiellen  Differentialgleichung  bedeutend  abkürzen  kann. 

Mau  führe  eine  neue  uuabbaugige  Variabele  a  durch  die  Glciciiung 
^  jr  y 

n  «  ein  nnd  setse  für  V  eine  neue  Function        F—  tu  ~  F—  f  -r- ,  so 

9*  dt 

d  W 

dass  I»—  ^  -  wird  nnd  Qleieknng 

übergeht  in  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ist  ^  durch  Integration  ermittelt,  so  lässt  sich  leicht  aeigen,  dass  die 
Integralgleichungen  sind 
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3) 


Nun  lautet  aber  das  Prineip  der  lebendigen  Kraft 

4)  0  =  0+7— 

Uüd  es  lÜM^t  bicli  zeigen,  Uass  die  Gleichunti^ca  2)  und  4)  identisch  sind. 

Für  alle  Probleme,  bei  denen  es  bich  um  Anziehungen  nach  dein 
Weber'sjchen  Gesetze  handelt,  läööt  bicii  also,  wenn  /  nicht  explicite  vor- 
kommt und  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  bestehen  bleibt,  die  partielle 
Difierentialgleicliuni^  aut  lolgendem  Wege  finden: 

Man  bringe  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die 
Transformationen  der  Uamilton'scben  Metbode  an  und  setze 

d  yy 

Pi=^  ^ —  ,  80  erhXlt  man  sofort  diepartielle Differentialgleieh- 

u  n  g  1  * O  r  d  u  u  n  g ,  au«  welcher  dann  d  i  e  I  n  t  c  g  r  a  1  g  1  e i c  h  u n  g  en 
des  Systems  von  Differentialgleiciiungen  folgen. 

Um  dies  für  unser  Problem  zu  zeigen  und  dabei  die  frUberOD  TraJM- 
formationea  zu  benutzen,  führen  wir  in  Gleichung  4)  ein 

BD  dass  ne  übergeht  in 

5)  r+c/-^=-«i 

oder,  naeb  Gleichung  2)  in  §  7, 

Setzt  man  also  o,-  =:  —  ,  so  entsteht 
Diose  Oleiobviig  ftimmt  flborein  mit  der  in  1 7  für  W  abgeleiteten. 
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IV. 

Beiträge  zur  Molecularphysik, 
(Zweite  Folge.) 

Von 

Professor  Dr.  Wittwek 

in  Begensburg. 


Unter  diejenigen  physikalischen  Disciplinen,  welche  gegenwärtig  nur 
sehr  wenig  enltivirt  werden,  gehört  sioherlich  die  Lehre  vom  Aether;  ist 
es  doch  fast  so  weit  gekommen ,  dass  Arbeiten  über  diesen  GegenuBtand  mit 
mitleidigem  Lächeln  begrttsst  werden,  ja  dass  es  nicht  an  Schriften  fehlt, 
welche  die  Existens  des  Aethers  ganz  und  gar  leugnen.  Seitdem  die  Lehre 
von  der  Wärme  sich  von  dem  Aether  abgewendet,  ist  eigentlieh  nur  noch 
die  Optik,  die  Lehre,  welche  snerst  die  Existens  des  Aethers  nachwies, 
diejenige,  welche  ihn  hält,  aber  glücklicherweise  fest  hält;  denn  ohne  sie 
wäre  er  längst  Ober  Bord  geworfen  worden. 

Wenn  ich  es  nun  wage ,  im  Nachstehenden  der  gelehrten  Welt  eine 
Arbeit  vorzolegen,  in  welcher  der  Aether  eine  Hauptrolle  spielt,  so  möge 
diesca  hoine  Entscliuldigutig  daiiii  linilcn  ,  dass  ich  glaube,  dass  der  Aether 
mit  Unrecht  vcrnachlä.ssigt  wird.  Wenn  der  Aether,  wie  die  Optik  zeigt, 
einen  Hestandtheil  der  Körper  ausmacht,  so  ist  es  zu  verwundern,  dass 
mau  ihn  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  .vergeblich  unter  der  Reihe  der 
Elemente  hucht.  Bei  der  Allgegenwart  des  Aethers  in  den  Körpern  spielt 
derselbe  in  der  Clieniie  sicherlich  eine  nicht  weniger  wichtige  liolle  ,  als 
die  ist,  welche  man  gegenwärtig  dem  Sauerstoff  einräumt,  und  es  wird  eine 
Zeit  kommen,  in  welcher  ein  Lehrbucli  der  Chemie  nacli  Entfernung  alles 
dessen,  was  vom  Aether  bandelt,  nicht  weniger  lückenhaft  aussehen  würdet 
als  es  heutzutage  ein  Chemiebncb  wfire,  das  den  Sauerstoff  ignorirt. 

Würde  man  den  Beweis  von  der  Existenz  des  Aethers  nnr  auf  das 
geringe  Hindemiss  sttttien  können,  das  er  dem  Enke* sehen  Kometen  in 
den  W^  legt,  so  wäre  es  wohl  leicht,  Mittel  au  finden,  welche  diese  Bolle 
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für  ihu  spielen  können;  denn  man  Jüiftf  nur,  wie  Meibauer*  gcthan  hat, 
QDsere  atmouphärisclie  Luft  als  Goiiieingiit  des  ganzen  ^yeltalls  erklären 
und  man  hatte  dabei  noch  den  Nebeiigewiiin ,  die  fatale  oltoro  Grenze  der 
Giltigkeit  des  M  a  r  i  o  1 1  e  '  sehen  Gebelzes  wegräumen  zu  konneu.  Schwie- 
riger wäre  allerdings  die  Frage,  ob  diese  verdünnte  attuo.sjdiiiri'^che  Luft 
auch  den  liedinTnissen  der  Optik  gereclit  werden  könne.  M  ir  haben  übri- 
gens auch  einen  directcn  Beweis  für  die  £xiifteDZ  des  Aetbers. 

Das  Licht  bernht  auf  Schwingnogcn  irgend  eines  Mediums,  seines 
Trägers,  und  es  ist  in  dieser  BczichuDg  dem  Schalle  analog,  der  die  pon- 
derablen  Körper  als  Träger  hat.  Bereits  Magatis**  hat  darauf  hingewie- 
sen ,  dass  bei  Abwesenheit  des  Aetbers  der  Raum  ttber  dem  Quecksilber 
des  Barometers  aDdnrcbsiehtig  werden  mllsste.  M  e  i  b  a  n  er***  hat  dagegen 
eingewendet,  daaa,  wenn  die  Poren  des  Glases  gross  genng  seien,  nm  den 
Aether  dnrehanlassen,  aneh  Spuren  von  Lnfit  ihren  Weg  finden,  sowie  aach, 
daas  in  der  Toricelli*schen  Leere  stets  QnecksilberdKmpfe  seien.  Ich 
flanbe  «war  nieht,  dass  Lnft  dnreh  das  Baronieterglas  in  das  Torieelli- 
sehe  Vaenmn  dringen  könne  nnd  habe  von  der  Qualification  der  Qaeek- 
sOberdämpfe  als  Liehttriger  dnrehaos  keine  hohe  Meinung,  wenn  man  aber 
beides  zugiebt,  so  kann  doch  andererseits  nicht  geleugnet  werden,  dass 
sowohl  Lnft  als  auch  Qneeksilberdttmpfe  nor  einen  llossersi  geringen  Grad 
TOD  Dichtigkeit  haben  können.  Ich  erinnere  nur  an  den  bekannten  Vor- 
lesangsrersuch,  der  darin  besteht,  dass  man  aus  einem  Recipienten,  in 
dem  sich  ein  Schlagwerk  befindet,  die  Luft  auspumpt,  worauf  sich  die  In- 
tensität dos  Schalles  in  dein  .Maasse  vermiudert,  in  dem  ilim  der  Träger 
genommen  wird.    Wäre  nun  die  Luft  auch  Träger  des  Lichtes,  so  mti>.^to 
offenbar  der  Kaum,  der  von  dem  llecipienten  der  Luftj)uinpe  eingeschlossen 
i.vt ,  weniger  durchsichtig  werden,  denn  Abnahme  der  Durchsichtigkeit  ist 
doch  Wühl  das  Analogon  zur  Abnahme  der  1' iihi^'keit ,  den  Schall  fortzu- 
pflanzen.   Hat  man  aber  je  gehört,  dass  dieser  eingeschlossene  Raum  auch 
bei  dem  vollständigsten  Auspumpen  an  Durchsichtigkeit  verloren  hätte? 
Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Träger  des  Lichtes  ein  anderer  Stoff  sein 
müsse,  als  einer  von  denen,  die  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  verzeich- 
oet  sind,  denn  diese  sind  aus  dem  Kecipienten  theils  gans  entfernt,  theils 
m  Zustande  der  höchsten  Verdünnung. 

In  den  meisten  Lebrbttebem  der  Physik  findet  man  den  8ats,  dass  in 
den  optisch  dichteren  Medien  das  Lieht  sieh  darum  langsamer  fortbewege, 
weil  der  Aether  in  ihnen  dichter  seL  Es  scheint  dabei  einerseits  die  Ana- 
logie mit  den  widerstrebenden  Medien  su  Grunde  gelegt  sn  werden,  wllh- 


I  cliei  die  physiseliu  Heschaffenbeit  unseres  Sonnensystems  2.  Thl.  S.  50. 
Pogg.  Ann.  Hd.  LXXL 
A.  a.  O.  S.  55. 
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rend  der  Aether  bei  dem  Lichte  diese  Kollo  bekanntlich  oicht  spielt,  ende* 
rerseits  beruft  man  eich  aacb  auf  die  bekennte  die  Fortpflansnngegesehwin* 
digkoit  der  Wellen  angebende  Formel 

in  weleher  v  die  Geackwindigkeit,  e  eine  Constante  und  f  die  Diehti^eit 
bedeutet,  bei  welcher  Formel  e  ala  constant  angenommen  wird*,  was  denn 
die  Licbtgeftchwindigkett  als  der  Qnadratwonel  der  Aetherdiehtigkeit  um- 
gekehrt proportional  ergiebt.  Znm  grossen  Theile  liegt  der  Torerwihnten 
Ansieht  aneb  folgender  Umstand  so  Grande.  Ifan  betraehtet  die  Aether* 
theSehen  als  im  VerhKltniss  SQ  den  schweren  Atomen  ansserordentlicb  klein, 
die  gegenäcitigo  Wirkung  beider  Arten  von  Theilehen  als  eine  ansiehende, 
und  in  Fol<^c  davon  8chlie8st  man,  um  die  Molecule  herum  seieu  Atmo- 
sphären vun  Acihertheilclien  ähnlich  wie  der  Luftkreis  um  die  Erde  ge- 
lagert**. Die.ier  Ansicht  zufolge  muss  der  Aether  in  der  Nähe  der  Mole- 
cule dichter  sein  al.s  fern  davon,  und  da  all-^eiiiein  die  Lichtgebchwiudig- 
keit  iu  den  Kijrju'ru  geringer  ist  als  im  Kaum,  so  foljjt  unmittelbar,  dass 
grössere  Dichtigkeit  dos  Aetbers  eine  geringere  Ge«chwiudigkeit  des  LicUted 
bedinge. 

Obwohl  ich  diesen  Gegenstand  bereits  früher***  besprochen  habe, 
glaube  ich  doch,  dass  derselbe  interessant  genug  ist,  um  ihn  einer  wieder- 
holten  Bearbeitung  zu  unterwerfen. 

Cauchy-|-  sagt,  dass  bei  denjenigen  Medien,  welche  die  Farben 
nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  der  t^uiulratu  urzcl  der 
Aetherdiehtigkeit  direct  proportional  sei,  während  andererseits  die  For- 
mel 1)  auf  die  umgekehrte  Proportionalität  schliessen  lässt,  und  es  wird 
daher  meine  Aufgebe  sein,  su  seigen,  dass  und  wie  beide  Formeln  über- 
einstimmen. 

Auf  Seite  187  Gleichung  15  kommt  Cauchy  auf  die  Gleichung: 


ä7  \ 


In  dieser  Gleiohnng  giebt  t  den  reciproken  Werth  der  Elasticititaaze 
an,  m  ist  die  Menge  materieller  Substens  eines  Aethertheilchens,  welelies 
auf  das  in  Sehwingung  befindliche  eine  Einwirkung  «usflbt,  r  seine  Ent- 
fernung, f{r)  seine  Wirkungsweise,  die  eine  Abstossung  Toistellt,  wenn 
ihr  das  Zeiehen  —  ankommt,  k  ist  eine  Grösse,  welche  durch  die  Gleichung 
3)  t*  =  *»Ä« 


•  Wüllncr,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  I,  ()95» 
**  Kedteiibauher,  das  Dynamidenä^stcui  17. 
***  S.  dies«  Zeitschrift  XIU,  8. 
f  Mim,  tut  te  4N»ptrtkn  de  la  tumUrt  108. 
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bMtimiDt wird,  wenn  A  die  Liehtgeschwindigkeit  bedeutet.  De  8 die  Sanme 
der  Wirkaogen  eller  em  des  aotersocbte  Aethertheilchen  hernm  befiodlieheo 
angiebt,  het  nun  Ceooby,  amf'sa  bestimmen,  angenommen,  der  nm  des 
Theilchen  hernm  befindliche  Aether  bilde  ein  nnunterbrochenes  Continnom, 
und  so  wurde  er  auf  Integrationen  geführt.  Er  bekam  die  Gleichung 

4)  S  ["»/"(r)]  =J  J  J ^rVW  sinpdpdqdr. 

ro     0  0 

Hier  bedeutet  q  die  Dichtigkeit,  p  und  q  bind  liilfswinkel,  und  zwar 
ist p  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  r  mit  einer  festen  Axe  macht, 
g  ist  der  Winkel  zwischen  einer  durch  die  feste  Axe  gelegten  festen  Ebene 
und  einer  beweglichen  Ebene,  in  der  sieh  die  n&mliche  Axe  und  der  Badius 
Teeter  befinden.  Da  nun 


iinpdp> 


2 

0 
und 


2n 

d  ^  s2ir, 

u 

so  erhält  mau 


6)  S[mf(r)\  =  Anfi J  r'f(r)dr. 

Mit  Hilfe  von  5)  geht  2)  über  in  ^ 

•)    ^=4«*y  i  

■  • 

P&r  sehr  grosbe  W'erthe  von  r  erliHlt  der  Aufdruck 

den  Werth  |  r*,  für  sehr  kleine  Werthe  tou  r  wird  er  an  ^i^r\  Dadurch 
wird  aus  Gleichung  6) 

')       ■  ''=*-f^[^./(^«)-A*''-.Y(gi. 

Nach  anderen  Betrachtungen  0auchy*8  (p.  185)  IkUt  die  FarbenieV- 
Streuung  eines  Mediums  (und  ein  solehes  Medium  ohne  Dispersion  ist  der 
Aether  im  Räume)  aus,  wenn  j*  dem  Werthe  Ton  proportional  Ist,  es  muss 
•Ue  —  H/'(r}  gleich  emer  positiven  Constanten,  d.  i. 

»)  /(r)  I 
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sein,  wenn  ff  diese  GonsUnte  beseichnet.  Setst  man  diesen  Wertfi  Ton  f{r) 
in  7) ,  80  erhält  man 

»)  '-is''**- 

Ans  Gleicbnng  8)  sieht  Canehy  den  Schlnss,  dass  sich  die  Aether- 
theilehen  mit  einer  Kraft  abstossen,  welehe  dem  Biquadrate  der  Entfer* 

nung  umgekehrt  proportional  ist. 

Gegeu  iViosL'  Hcliaiitllung  der  Aui'j^abo  lasst  sicli  einwenden,  dass  es 
nicht  streng  richtig  ist,  wenn  Cauchy  ein  dreifaches  Integral  in  einem 
Falle  benutzte,  in  welchoni  es  sicli  um  die  Summe  von  Wirkungen  discrcter 
Theilchen  iiandelt,  denn  w  vuw  aui  h  die  Actlierthoilchen  von  einander  (für 
uns)  unmessliar  wenig  eut lernt  sind,  so  ist  es  dncli  sehr  wolil  denkbar,  dass 
die  Entfernungen  je  zweier  lienaehharten  Theilclien  im  Vei hiiltiiiss  zu  deren 
Diinensioneu  noch  immtsr  sehr  gross  sind  ,  und  es  muss  doch  ein  anderes 
liesultnt  erfolgen,  wenn  di(i  Aethersiibstanz  im  Räume  continuirlich  ver- 
theilt ist,  wie  es  die  Integration  voraussetzt,  als  wenn  sie  in  einzelne  von 
einander  getrennte  Theile  gruppirt  ist.  Aus  diesem  Grunde  muss  die  Inte- 
gration wenigstens  so  viel  als  möglich  vermieden  werden,  und  thoil» 
darum,  thcils  um  die  Cauchy 'sehen  Voraussetzungen  mit  denen  Fres- 
nel's  in  Uebcroinstimmung  zu  bringen,  will  ich  anruihnieu,  die  Acther- 
tbeilchen  seien  iu  der  Kuhelage  nicht  im  Räume  zerstreut,  sondern  sie  be- 
finden sich  in  einer  Geraden.  Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  kann  wohl 
nicht  bestritten  werden,  denn  die  Gleichung  2)  gilt  L'nir/  allgemein  ftlr  jede 
Art  der  Vortheilung  der  Aethermolecule ,  also  auch  lür  den  von  mir  vor« 
ansgesetzteu  Fall ,  und  je  nach  der  Gmppirung  derselben  wird  allerdings 
der  Werth  von  s*  ein  anderer,  aber  der  SatSi  dass  fttr  den  ITall  des  Ans- 

s* 

bleibeus  der  Farbendispersion      =  cousl.  sein  müsse,  wird  dadurch  nicht 

im  Geringsten  alterirt. 

Nimmt  man  also  an,  die  Aetherpunlcte  liegen  alle  in  einer  Geraden, 
so  bleibt  nnr  eine  einsige  Integration  Übrig,  die  Gleichung  5)  wird  in 

10)  5m[/-(r)J^p  J  f{r)dr 


und  2)  geht  Uber  in 


»•<» 


...  ...ß 


dr 

»•o 

Ans  Gleichung  7)  wird 

»»)  »'=f  [/('•«)- iW*''-.'/^]- 
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Es  wird  also  rr  =  con«/.,  wenn 

f»f(r)^'^H  oder 

d.  i.  wenn  die  Aethertheilehen  sich  mit  einer  Kr*ft  abttossen, 
welclie  dem  Quadrate  der  Entfernung  nmgelcehrt  pruportio» 
nal  ist.  —  Da  naeh  Oleielinng  8) 

so  wird 

Ä*  =      oder  anch 
14)  ^     _  _ 

Sl  :  flt—j/Q  :  /p, 

und  die  Geschwindigkeit  des  Liclitcs  ist  aIko  der  Quadrat- 
wurzel der  (linearen)  Aetiierdiclitigkoit  tlirect  proportional. 

Dass  der  Linterschied  zwischen  den  Cileichnngon  8)  und  13)  nur  darauf 
herulie,  dass  man  die  Aethertheilehen  im  Räume  oder  auf  einer  Oeraden 
annimmt,  ergiebt  sich  daraus,  dass  man  auch  hol  der  Summirung  (im  Gcj^en- 
satze  zn  der  Intnp:ration)  aut  die  vierte  Potenz  kommt.  Nimmt  man  näm- 
lich an,  die  Aetliertheilcben  seien  um  ein  mittleres  herum  so  gruppirt,  dass 
ihre  Vertheilung  gegen  drei  durch  das  mittlere  gelegte  auf  einander  senk- 
rechte Axen  gleich  ist,  eine  Annahme,  die,  da  es  sich  hier  un  den  allge- 
meinen Ranm  bandelt,  sicherlich  die  naturgemässeste  ist,  so  compensiren 
sich  die  einander  gegenüberliegenden  Theilchen  so,  dass  die  der  zweiten 
Fotena  von  r  entsprechenden  Glieder  sich  aufheben  und  erst  die  der  vierten 
entsprechenden  bleiben,  wie  ich  dieses  bereits  früher*  nachgewiesen  habe. 

Denkt  man  sich  nun  nm  ein  Aetliertheilcben  Kogelflächen  gesogen 
nnd  kommt  es  ans  der  Gleichgewichtslage,  so  wird  es  allerdings  von  den 
jeweilig  in  dieser  Kogelfittche  gelegenen  übrigen  Theilchen  mit  einer  Kraft 
in  die  Qletehgewichtslage  snrftckgefUhrt,  welche  so  ist,  als  stossen  sieh 
die  Theilchen  mit  einer  Kraft  ab,  welche  dem  Biquadrate  des  Kugelradius 
umgekehrt  proportional  ist,  aber  die  gegenseitige  Wirkung  je 
sweier  Aethertheilehen  —  und  auf  diese  kommt  es  hieran  — 
giebt  eine  Abstossung,  welche  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der 
Bntfernung  wftehst. 

Ein  Unterschied  swischen  dem  Torstehenden  Besnltate  nnd  dem 
Cauehy*s  ist  allerdings  noch  da,  und  dieser  ist  der,  dass  die  Kraft, 
welehe  das  Aethertheilehen  in  die  Gleichgewichtslage  aurlieksnilihren 
strebt,  nieht  wie  bei  C auch  j  der  ersten,  sondern  der  dritten  Poteni  der 
Yersehiebnng  proportional  ist  Dieser  Unterschied  wfirde  neherlich  ▼er- 
sehwinden, wenn  man  die  Cauehy'sehe  Bechnung  so  durehführte,  dass 


*  S.  diese  Zeitschrift  XIII,  3,  p.  218. 
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man  auch  die  höheren  Potenzen  von  z/^,  Jr^^       berücksichtigte,  waf 
Cauchy  nicht  gethan  hat. 

Ich  mnss  hier  noch  auf  cinon  weiteren  Umstand  aufmerksam  machen. 
Wir  haben  bei  der  ganzen  Frage,  ob  ein  Lichtstrahl  mit  oder  ohne  Farben« 
Zerstreuung  durch  ein  Medium  gehen  soll,  nicht  mit  Eloment.irstrahlen, 
sondern  mit  Stralilenbündeln ,  mit  einer  grosseren  Quantität  paralleler 
Elementarstrahlen  zu  thnn,  denn  ein  Bündel  von  polarisirten  Strahlen  muss 
doch  für  sich  frei  von  Farbendispersion  sein  können,  und  hier  ist  zunächst 
die  Art  zu  berücksichtigen,  wie  Fresnel  die  Aufgabe  behandelte.  Fres- 
nel  dachte  sieb*  in  sehr  kleinen  Entfernungen  von  einander  senkrecht  auf 
der  Biehtuog  des  LtehtstraUa  Ebenen  anfgesteUt,  In  denen  sich  die  Aetber- 
pnnkte  befinden.  Findet  nun  eine  Verschiebung  statt,  so  ist  diese  ffir  aila 
Theilcben,  die  sich  in  einer  und  derselben  Ebene  befinden,  die  gleiche,  es 
ist  gerade  so,  als  seien  die  Ebenen  gegen  einander  etwas  Terschoben.  * 
Allerdings  wirken  nun  alle  Theilchen  der  einen  Ebene  auf  Jedes  einielne 
der  anderen ,  aber  es  ist  hierbei  für  das  sunSehst  betrachtete  nur  die  Tbl* 
tigkeit  der  nSchsttiegenden  Atome  zn  berfieksichtigen ,  da  die  Wirkungen 
der  ferner  gelegenen  sich  paarweise  (in  den  ersten  Gliedern)  aufheben. 
Darum  konnte  Fresnel  von  der  Annahme  ausgehen,  als  seien  die  Aethcr- 
theilchen  in  der  Gle^chgewiclitslagc  in  einer  Geraden.  Wir  haben  es  also 
hier  überhaupt  nur  mit  der  linearen  Fortpflanzung  der  Wellen  zu  thun,  und 
dieser  Umstand  mag  aU  üechtfertigung  des  von  mir  oben  eingeschlagenen 
Yerfahiens  dienen. 

Soll  die  Gleichung  1)  mit  der  Gleichung  14)  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht werden,  so  sieht  man  leicht,  dass  wir  hier  zunächst  mit  der  Beden* 
trag  des  Ausdrucks  e  su  thnn  haben.  Derselbe  giebt  die  Elasticitftt  des 
Mediums  an  und  so  lange  es  sich  nur  um  diejenigen  Veränderungen  han- 
delt, die  wAhrend  der  Bchwingnngen  in  einem  und  demselben  Körper  vor- 
kommen,  mag  man  e  gans  wohl  als  constant  betrachten,  allein  dieses  ist 
nicht  mehr  milissig,  wenn  man  tou  einem  Körper  auf  den  anderen  Ubergeht 

Untersucht  man  also  die  Lichtgeschwindigkeit  in  einem  durchsichtigen 
(einfaeh  brechenden)  Körper,  so  mag  die  ElasticitSt  des  Aethers  in  diesem 
durch  die  geringen  Verschiebungen  seiner  Theilchen  wenig  genug  alterirt 
werden;  hat  man  es  aber  mit  anderen  ElasticitHten  zn  thun,  wenn  swei 
TCrschiedene  Körper  oder  die  verschiedenen  Richtungen  eines  doppelt» 
brechenden  Krjstalles,  deren  Aetherdichtigkeit  von  Hause  aus  verschieden 
ist,  mit  einander  verglichen  werden,  so  gestallet  sich  die  Sache  anders, 
denn  wenn,  was  doch  wohl  a  priori  vorausgesetzt  werden  nniss,  die  gegen- 
seitige Einwirkung  der  Aethertlieilchen  mit  abnehmender  Entfernung 
wächst,  so  lässt  sich  anch  voraussetzen,  dass,  wenn  der  ursprüngliche 

*  Mim,  d€PAeiiä,  de  Frottee  T,  VIL  Mim,  w  /«  Mble  rifraethn 

Digitized  by  Google 


Von  Prof.  Dr.  Wittwbb-  99 

Gleichgewiehtssttstand  bei  geringerer  Diehtigkeit  d«s  Aethers  gestört  wird, 
das  Bestreben,  das  Gleichgewicht  wieder  hersnstellenf  schwfteher  sein 
mnss,  nls  bei  ursprünglich  kleinerer  Distsas  der  Aetbertheileken. 

Ehe  ich  anf  die  Bestimniang  der  EUDticitütsrerhliltaisse  nXher  ein- 
gebe, möge  es  mir  gestattet  sein,  die  Erscheinungen  zu  besprechen,  welche 
auftreten,  wenn  zwei  Körper,  die  sich  gegenseirtg  abstossen,  sich  gegen 
einander  bewegen. 

Die  Abstossnng  sei  irgend  eine  Function  der  Entfcrnnng  r,  dann  mö- 
gen m  und  X  die  Menge  triiger  Substanz  und  die  Coordinaten  des  einen 
Körpers  bedeuten,  m,  und  .i ,  die  des  anderen.  Der  eine  Körper  wirkt 
nun  auf  den  anderen  gerade  so,  wie  dieser  auf  ihn,  die  Wirkung  ist  also 
jedesmal  gleich  f  [r) ,  nur  muss  bei  dem  einen  der  beiden  Körper  in  Be- 
rücksichtigung des  Umsfandes,  dass  beide  in  entgegengesetzter  Richtung 
thatig  sind,  bei  <leni  einen  Körper  dem  Ausdrucke  f{r^  das  Zeichen  — 
vorgesetzt  werden  und  ausserdem  hat  man  <ler  Verschiedenheit  der  Massen 
Becbnung  zu  tragen.    Man  bekommt  so  die  Gleichungen: 

Dareh  Verbindung  beider  Gleiehnngen  erbttit  man : 


d^x  .  d^x. 


dl 

Wird  hierauf  mit  di  multiplieirt  nnd  dann  integrirt,  so  ergiebt  sich: 
oder 

mv  +  "»1  i'i  =^  (\ 

wenn  man  mit  v  und  i\  die  beiderseitigen  Geschwindigkeiten,  mit  C  eine 
Constantc  bezeichnet.  Sind  V  und  F,  die  Anfangsgeschwindigkeiten,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten 

also 

16)  m9  +  m,    =  m  F  +  m,  F, . 

Multiplieirt  man  die  Gleichungen  1)  mit  dx^  beziehungsweise  dx^^  so  er- 
hält man: 

mo'xdx  ,   siga'jJ,  aajj     ^  . 

17)  __^_3a;^(,)   TOd  -^-jft — ~  —  dxJ{r), 

Da  nun  dop  — djr,adr,  so  ergiebt  sick: 

Durch  Integration  geht  diese  Gleichung  Uber  in : 
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wenn  (7,  eine  nene  ConsUnte  itt,  und  sa  deren  Bestimmnog  hat  man  nnter  der 
YoransBetsnng ,  dess  ü  die  nrsprüngliebe  Entfenmng  and  Jfrdrss  F{r)  sei, 

mithin: 

Die  Grleichnng  16)  seigt,  dass  nnabhängig  von  der  Zeit  sowolil  als  auch 
von  der  Natnr  der  Function  f{r)  die  Samme  der  Prodnete  aae  Masse  nnd 
Geschwindigkeit  heider  Körper  die  gleiche  bleibe,  nnd  damit  auch,  dass 
sieh  die  Bewegnng  des  Schwerpunktes  nicht  ändert,  während  die  Gleich- 
nng  18}  lehrt,  dass  ftar  je  gleiche  Distansen  auch  die  Summe  der  lehendi- 
gen  Kräfte  gleich  sei«  Stossen  sich  die  beiden  Körper  ab  nnd  nimmt  die 
Abstossnng  so,  wenn  die  Entfernung  abnimmt,  so  ist  jP(r)^F(i2),  es 

muss  also  die  Samme  ^  *^  ^  grösserer  Anuäherang  der  Körper 

2 

kleiner  werden  und  augleich  mit  r  einen  kleinsten  Werth  erreichen,  worauf 
sie  wieder  wächst,  wenn  die  Körper  sich  von  einander  entfernen. 

Genau  dasselbe  Verhalten  beobachten  wir  auch  dann,  wenn  awei 
elastische  Körper  auf  einander  stossen.  Sie  pressen  sich  zusammen  und 
wenn  das  Maximum  der  Annäherung  erreicht  ist,  so  sucht  jeder  seine  ur- 
sprüngliche Gestalt  henustellen.  Die  Mittelpunkte  entfernen  sieh  dabei 
von  einander  und  in  je  zwei  Angenblicken ,  in  denen  diese  Entfemang  die 
nämliche  ist,  ist  ob  auch  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte.  Diese  Summe 
hUngt  von  der  Natur  der  Fum  tion  f(r)  ab,  und  wird  letztere  fUr  alle  Werthe 
von  r,  die  cino  gewisse  (Ircnzo  ^  iiborschreiten ,  gleich  Null,  so  geht  fttr 
diese  Wertbe  vou  r  die  Gloicbung  18)  über  in: 

Diese  Gleicbung  ist  die  bekannte  Formel,  welche  die  Bewegung  zweier 
ela8ti<^cbnn  Körper  vor  und  nach  dem  Stesse  für  diejenigen  Momente  an* 
giebt,  in  denen  die  Körper  sich  noch  nicht  oder  nicht  mehr  berühren,  und 
die  Gleichungen  16)  und  10)  dienen  auch  dasu,  die  Geschwindigkeiten  zu 
bestiifmen,  welche  zwei  auf  einander  stossende  elastische  Körper  durch 
den  Stoss  erhalten. 

Es  Hessen  sich  die  Analogien,  welche  das  Verhalten  von  sich  gegen* 
seitig  abstossendea  und  das  von  elastischen  Körpern  leigen,  leicht  weiter 
ausfahren.  Ich  halte  dieses  (tlr  flherflttssig  und  glaube  im  Vorstehenden 
hinlänglich  nachgewiesen  au  haben,  dass  man  berechtigt  sei,  die  Ab- 
•tossung,  die  zwei  Körper  auf  einander  ausfiben,  mit  der  Wirkung  ein^ 
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rie  omgebeDden  absolut  elastiscben  Polsters  eq  vergleicbeo,  sowie  clnss 
oSebts  im  Wege  stebe,  die  für  du  Verbalten  elastiseber  Körper  geltenden 
Gesetse  anf  die  sieb  abstosseoden  ananwenden. 

Zur  Bestimtnang  des  Elasticitätscoefficienten  e  «ines  Körpers  dient 
bekanntlich  das  Verfahren,  dass  innn  die  Ausdehnung  siiclit,  welche  der- 
selbe erlan^'t,  wenn  eine  gewisse  I^ast  an  ihn  angeliäiigf  wird,  worauf  man 
dann  diejonige  Last  heroclmot  ,  welche  notliwendig  wäre,  den  Körper  auf 
das  Doppplte  seiner  urspriingliclicii  Lange  auszudehnen  unter  der  Voraus- 
setzung, (lass  allo  sp;iteron  Ausdelinuugnn  gerade  so  erfolgen,  wie  die 
erste.  Ich  mache  hier  ganz  hesonders  auf  den  Unistand  aufmerksam,  dass 
tnau  sich  hei  diesem  Verfahren  wohl  hewusst  ist,  dass  der  so  gefundene 
Coefficient  stets  nur  eine  berechnete  Grösse  sein  kann,  da  die  nachfolgen 
den  Aasdehnmigen  eines  Körpers  unter  anderen  Bedingungen  eintreten  als 
die  ersten. 

Hat  man  einen  Körper  von  der  Litnge  /  und  dem  Querscbnitte  1,  an 
welebem  dorcb  AnbSngen  des  Gewiebtes  P  eine  Verlängerung  AI  bervor- 
gebracbt  wird,  nimmt  man  ferner  ein  Gewiebt  Q  so»  dass 

slso 

so  gieht  0  die  Grösse  des  Elasticitätscoefficienten      diesen  in  Gewiclit  für 

die  Einheit  des  Querschnittes  ausgedriifkt ,  an. 

Es  seien  nun  alienfaliri  von  einer  gasartigen  Substanz  beliebig  viele 

Tbeilcben  gegeben,  die  sieb  nacb  der  Norm      abstossen,  wenn  A  und  n 

r 

Constantc,  r  din  F^ntfernung  zweier  Tlieilchoii  bedeuten.  Die  Tlieilchen 
seien  in  eine  vcrticale  Reihe  von  der  Länge  /  gestellt,  das  letzte  derselben 
stehe  auf  einem  festen  Boden,  das  erste  sei  mit  einem  verschiebbaren 
Deckel  verbunden,  dessen  Gewicht  der  Abstossong  gleichkommt,  welcbe 
(Up  fiiigeschlossenen  Theilchen  anf  das  mit  ihm  verbundene  oberste  aus- 
&ben.  Dasjenige  Tbeilcben ,  welcbes  dem  am  Deckel  befindlicben  sonftcbst 

in  der  Entfernung  r,  von  ihm  steht,  übt  auf  dieses  eine  Abstossung  aus, 

A  A 

das  zweite  die  Abstossung  — ,  das  dritte      u.s.w.,  wenn  r,,  r,  u.s.  w.  die 

r,"  r," 

jeweiligen  Entfernungen  von  dem  obersten  am  Deokel  befindlicben  Tbeil- 
cben ergeben. 

Betraebtet  man  p  als  allgemeinen  Index,  so  Ist  die  Summe  der  Ab«' 

atossungen  aller  Tbeilcben  gleich  AZ—^^  und  dieser  Summe  von  Wirkun- 

gen  mnss  die  des»  Gewichtes  des  Deckels  gleich  sein,  wenn  Rube  statt- 
finden soll. 

Zcilhchnn  r.  Malhpni.'ttik  u. 
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Wird  nun  der  Deckel  dnrek  ein  Gegengewieht  um  die  selir  kleine 
Grösse  in  die  Höbe  gehoben,  so  werden  dedorcb  die  eingescblosseneii 
Tbeileben  eowobl  von  dem  Deckel,  alt  such  Ten  einander  entfernt  Das 
nftchste  Tbeileben  stebt  jetst  in  der  Entfernung  r,  +  ii/r| ,  seine  Wirkung 

ist  in  7^  ^  -  -  ttbergegangen  nnd  der  Unterschied  gegen  früher  ist* 
ZLld^Lü,   Ebenso  ergiebt  sieb  (üt  das  sweite  Tbeileben  ——r^^*  ^ 

das  dritte  —    .  r- ^«  nnd  fBr  alle  ausammen  wird,  wenn  wieder  0  der  all- 

gemeine  Iudex  ist,  der  Unterschied  gegen  früher 


betragen.  Dieser  Summe  nun  muss  das  am  Deckel  befindliebe  Gegen- 
gewicht gleich  sein  oder,  was  dasselbe  ist,  man  moss  mit  einer  dem  Wertbe 
dieser  Snmme  gleichkommenden  Kraft  sieben,  nm  die  Yerlängerung  AI 

der  ganzen  Reiiic  zn  erhalten.  Wir  haben  also  hier  das  P  der  Gleichung  20) 

und  können  somit  setzen : 

wobei  das  Reichen  —  wegbleibt,  weil  P  an  der  entgegeagesetstea  Seite 
siebt. 

Bei  dieser  Ausdehnung  der  Beibe  haben  sieb  die  einseinen  Tbeileben 
nicht  nur  von  dem  obersten  am  Deekel  befindlieben ,  sondern  aneb  nnter 
einander  entfernt;  sind  s.  B.  die  Zwisebenrilnme  swiscben  je  zwei  Nach- 
bartbeilcben  nrsprttnglich  gleich  gewesen,  so  sind  sie  es  jetst  wieder,  nnd 
bat  sich  das  dem  Deckeltheilcben  snnicbst  liegende  nm  Ar^  von  diesem 
entfernt ,  so  ist  aneb  das  fonüchst  unter  ihm  befindliche  um  Ar^  von  ihn 
selbst  weggegangen,  nnd  wenn  die  ursprüngliche  Entfernung  des  dritten 
Theilchens  von  dem  am  Deckel  befindlichen  2r,  war,  so  ist  es  jetzt  um 
2 -i/r,  = /^r,  weiter  weg,  das  nächste  um  3^r|  =  ^/*,,  das  m''  unterste  um 
mAr^=.  AI.    E»-  ist  darum 

^  '  rp       l  ' 

also  eine  für  alle  Theilchen  gleiche  stets  sehr  kleine  Grösse. 

Unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  22)  gebt  die  Gleichung  21) 
Uber  in : 

23)  P^nA-^£  —  . 

nnd  wenn  man  diesen  Werth  von  P  in  Gleiebung  20)  einsetst,  so  wird: 


23«)  Q^nA^^^ 
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Man  erhllt  also  den  Ansdraek  für  den  in  Oewiclit  ans- 
gedrficklen  Elastieitftts eoeff icienten       wenn  man  die  Ab- 

stossnn^sformel  mit  n  multiplicirt. 

Würde  man  das  oben  angegebene  Verfahren  umkehren  und,  8tatt  den 
Docicel  durch  angehängte«?  Gegengewicht  in  die  Ilöho  zu  heben,  ihn  durch 
aafgelegten  Gewicht  hcrabdrücken ,  so  würde  bei  detu  Auflegen  von 


die  aogenommene  Reihe  sich  um  verkürzen  und  der  ElaaticitäUcoef- 
fieieat  e  wäre  wieder  darch 

gemeiseni  obwohl  ea  BelbstverstAndlieh  nicht  möglich  ist,  die  Beihe  Ton 
Theilchen  nm  die  ganze  Länge  /,  d.  i.  anf  gar  nichts  snsammensndrttcken. 
Bei  nnToUkomroen  elastischen  Kdrpem  würde  bei  bedentendem  Wertbe 

von  ^  die  Eiasticitätsgrenze  überschritten ,  während  die  Formel  20j  bei 

grossen  Wertben  von  ^  nicht  genügen  wttrde,  weshalb  nach  in  der  Praxis 

eine  mit  der  Dichtigkeit  wechselnde  Elasticität  bei  diesen  Körpern  an- 
genommen wird. 

Hätte  man,  um  bei  dem  oben  angefühi (on  Beispiele  zu  bleiben,  zwei 
Reiben,  in  denen  sich  die  jeweiligen  Entfernungen  der  Theilchen  verbiel* 
ten  wie  r  an      so  wäre  in  der  einen  derselben 

24)  Q  =  nA2^^  in  der  anderen  Q%=^nA£-^—» 

Ans  diesem  Grunde  hat  man  aneh  bei  der  Luft  je  nach  ihrer  Dichtig- 
keit eine  verschiedene  Elasticität  angenommen.    Die  Oleichnngen  23)  er* 

geben  für  verschiedene  Dichtigkeiten  gleichartiger  Medien: 

Q  _  e  rp» 

Die  Elasticitätscoefficienten  yerhalten  sich  also  an  einander  nmgekehrt  wie 
die  Potensen  der  Entfernungen  sweier  Nachbartheilchen,  und  so  lange 
DSU  Terschiedene  Dichtigkeiten  gleichartiger  Medien  Tergleicht,  Ist 
Bau  berechtigt,  an  setaen: 

25)  <!  =  ^, 

wenn  c  eine  Constante  bedentet. 

Von  dem  Vorstehenden  soll  zunächst  eine  Anwendung  auf  die  Be- 
wegung der  Wellen  in  einer  Gasart  gemacht  werden. 

8* 
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Die  ElasticitatsverbftltDitse  der  Lnftarteii  laasen  sieh  so  betrachten, 
als  liege  dem  gansen  Bestreheo  der  leUteren,  sich  aotsadehnen,  eine  ge- 
genseitige Abstossuug  der  Theilcben  an  Gmnde,  die  dem  Abstände  um- 
gekehrt proportional  ist*,  wir  haben  also  hier  ii=:l,  nnd  die  ESIastieität 
läset  sich  nach  Gleichung  25)  bei  ihnen  ansdrUcken  durch 

26)  e=^. 

wenn  C  eine  für  alle  Gase  gleiche,  wohl  von  der  Teraperatnr,  aber  nicht 
Ton  dem  Drucke  abhängige  Grösse  bedeutet,  und  r  den  Abstand  zweier 
Nachbartheilchen  angiebt.  Die  Dichtigkeit  f  des  Gases  (hier  handelt  es 
sich  nur  nm  die  lineare  Dichtigkeit)  IMsst  sich  ansdrQcken  durch 

bm 

27)  = 

wenn  b  eine  nene  Constante,  m  das  Atomgewicht  angiebt. 

Bezeichnet  man  mit  F,  v  die  Geschwindigkeiten  des  Schalles  in  ver- 
8chie<lünou  Gasen  boi  unglciclieni  Drucke,  aber  gloiclier  TonijXMatnr,  so 
bekommt  man,  wenn  man  von  don  geringen  Verschiedenlieiteu  der  bekann- 
ten Grösse  A  absiebt,  die  Gleichung: 

28)  r:.=;/|yi, 

in  welcher  B,  e  die  Elasticitätscoefficienten ,  P,  ^  die  Dichtigkeiten  an- 
geben.  Nimmt  man  statt  dieser  GrSssen  ihre  Werthe  ans  20)  und  27) ,  so 

ergiebt  sich: 


M/    //   bm  ~  y M  •  V m 


29)  Viv 

R  r 

Die  Geschwindigkeit  ist  also  unabhängig  von  dem  Drucke  und  um- 
gekehrt proportional  der  Quadratwnrsel  des  Atomgewichtes  eines  Gases; 
,  man  kommt  also  auf  diese  Weise  auf  das  längst  bekannte  Resultat. 

Selbstverständlich  läset  sich  die  Sache  auch  umkehren  und  ans  Be- 
obachtungen oder  anderweitig  bekannten  Wellengeschwindigkeifen  das 
Abstossungsgesetz  eines  Mediums  ermitteln.  Ist  z.  B.  bekannt,  dass  in 
einem  Gase,  etwa  in  der  atmo.spli;iri.sclinn  Luft,  die  Geschwimligkeit  <les 
Schalles  von  dnr  Dichtigkeit  unabhängig  sei,  so  hat  man,  wenn  C  einen 
constauten  Factor  bedeutet, 


•  Zwei  verschiedene  Ableitungen  dieses  Snt/os  fiiulen  si,  ]i  in  K cd  t  c  n  1) a  i  Ii e  r. 
Das  DTnanidensystein ,  66.  —  \V  üiluer,  Lehrbuch  der  ExperiinenUlpbysik  1,  3U0. 
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In  dieser  Gleichung  ist  ^  so  ersetsen  dnrcb  da  6m  der  Gleich- 
nug  27)  als  in  dem  eonstanten  Fnelor  C  enthalten  betmehtet  worden  kann, 
ond'e  mnes  nach  Gleichnog  25j  anbatituirt  werden  durch 

Die  Gleichung  SO)  ändert  sich  somit  nm  in: 

«)  ''=«/^j. 

und  hier  ist  n  80  sn  nehmen ,  dasa  V  von  r  unabhängig  wird«  ISs  geschieht 
dieses,  wenn 

«=1, 

und  man  erhält  so  den  oben  erwähnten  Sats,  dass  die  Elaaticität^i Verhält- 
nisse eines  Gases  sich  ans  einer  Abstossung  ableiten  lassen,  welche  der 
Cntfernung  zweier  Gahtheilchen  umgekehrt  proportional  ist. 

Nach  Gleichung  14)  verhalten  sich  in  denjenigen  Medien,  welche  die 
Farben  nicht  zerstreuen,  die  Geschwindigkeiten  der  Lichtwellen  wie  die 
Qaadratwnrseln  der  Dichtigkeit  des  Aethers;  man  hat  also: 


Andererseits  hat  man  wieder: 


und  die  Gleichungen  32)  und  33)  ergeben  : 
oder 

n  ==  2. 

Das  Grgebniss  der  gegenseitigen  Einwirkung  zweier 
Aethertheilchon  ist  also  dasselbe,  wie  in  Gleichnng  14),  sie 
ist  eine  Abstossnng,  welche  abnimmt,  wie  das  Quadrat  der 
Entfernung  wächst. 

Steht  08  fest,  dass  die  gegenseitige  Wirkung  sweier  Aethertheilchon 

eine  Abstossung  sei,  die  durch  die  Formel  -j   ausgedrückt  werden  kann, 

80  lassen  sich  auch  die  von  mir  in  meinen  Beiträgen  anr  Molecularphysik* 
gesogenen  Schlüsse  näher  präcisiren. 

Massontheilchen  und  Aethertheileben  siehen  sich  an, 

amyi 

und  diese  Anaiehung  lässt  sich  durch  die  Formel  aus- 


*  Siehe  diese  Zeitschrift  XUI  ,3,210. 
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drfiekeo,  in  welcher  a  eine  ConBtante,  oi  nnd  fi  die  beiderseitigen  Quan- 
titäten trttger  Substans,  r  die  Entfernong  bedeuten.  Die  Wirlning  mnn 
eine  anziehende  Min,  dann  wXre  sie  eine  abstossende  nnd  die  gegenseitige 
Thätigkcit  je  zweier  Ifassentheilchen  ebenfalls,  so  wflrde  bei  diesecalt- 

gemeinon  Abstossiing  oiii  grösserer  Körper  als  Aggregat  einer  Vielheit 
von  einzelnen  Tlieilchon  unmöglich  sein;  würde  aber  zwischen  Aother- 
unrl  Massentheilchen  eine  Al)stossung,  zwischen  Masben-  nnd  Maasentlit  jU 
chen  Anziehung  stattfiiulon  ,  so  wäre  die  Porosität  der  Körper  unmög- 
lich. Aetlier-  nnd  MaNScntheilchen  müssen  sich  also  an/^ielieii.  Fiir  das 
Quadrat  der  Entfcniung  als  AenderuiiusiiKidus  der  Auzieliung  spricht  der 
Umstand,  dass  das  Liclit  im  allgemeinen  Knume  gerade  aus  geht,  was  dar- 
auf schliessen  lässt ,  dass  ein  Massentheilchen  auf  freien  von  ihm  entfern- 
ten Aether  keine  Wirkung  ausübt.  Es  sättigt  sich  allerdings  mit  Aetber, 
den  es  bis  zum  Contacte  anzieht,  und  wenn  die  Summe  der  Abstossungen, 
welche  die  so  incorporirten  Aethertbeilchen  auf  die  noch  freien  ausüben« 
eben  so  gross  ist,  als  die  von  den  Massentbeilchen  bethfttigte  Anziehung, 
so  bört  jede  weitere  Wirkung  auf.  Diese  Wirkung  mnss  aber  in  Jeder 
messbaren  Entfernung  gleich  Null  sein,  denn  sonst  mfissten  in  den  ver- 
schieden en  Entfernungen  verschiedene  Dichtigkeiten  des  Aethers  folgen 
und  das  Lieht  wttrde  jedesmal  gebrochen,  wenn  es  von  einer  Schicht  in 
die  andere  ginge,  es  wfirde  alüo  durch  den  allgemeinen  Kaum  in  einem 
krummen  Wego  gehen,  was  der  Beobachtung  widerspricht. 

Die  von  Canehy  abgeleiteten  Gesetze  gelten  nur  fttr  solche  Medien, 
welche  die  Farben  nicht  zerstreuen.  Da  nun  die  Dispersion  der  Farben 
streng  genommen  nnr  bei  dem  freien  Aetber  ausbleibt,  so  fragt  es  sich, 
wie  die  Actherdichtigkeit  bei  den  farbenzerstreuenden  Mcdion  beschatTen 
sei.  Ist  es  wahrsclu'itilich ,  dass  diojenij^en  Substanzen,  denen  eine  Far- 
bendispersion zukommt,  sich  bezüglich  der  Aetberdichtigkcit  dem  freien 
Aetlicr  etit^<'gengese(zt  vci  halten Sicherlich  nicht.  AlltM  iiings  wird  bei 
diesen  Korpern  die  ßeziehuug  zwi.>chen  der  mittleren  Aetherdichtigkeit 
und  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  eine  weniger  einfacii<>  s<'ia,  als  bei 
dem  freien  Aether,  wie  dies  schon  die  Verschiedenheit  der  Brechongs- 
coefficicnten  der  einzelnen  Farben  mit  sich  bringt;  allein  dies  berechtigt 
noch  nicht  zu  dem  Schlüsse,  der  Aether  in  dem  farbenserstrenenden  Mittel 
sei  di  eilt  er,  als  der  im  allgemeinen  Kaume. 

Ein  Massentheilchen  nimmt  von  den  in  seiner  Nfthe  befindlichen 
Aethertbeilchen  so  viel  auf,  als  es  zur  Süttigung  bedarf,  und  diese  legen 
sich  (wir  haben  es  mit  Wirkungen  zu  tbnn,  die  im  umgekehrten  Varhftlt- 
nisse  zum  Quadrate  der  Entfernungen  stehen)  unmittelbar  auf  das  Massen- 
theilchen* Sind  es  ihrer  sehr  viele,  so  bilden  sie  um  das  Massentheilchen 
herum  eine  dickere  oder  dttnnere  Rinde,  nnd  Je  dicker  diese  Rinde  ist,  um 
so  mehr  kommt  ihre  Wirkung  nach  aussen  derjenigen  gleich,  welche  sUtt- 
finden  wfirde,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  des  Massentbeilchens ,  das  ich 
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hi«r  ab  eine  Kogel  TOimniNtsen  will,  Tarsammelt  wlren.  Diese  Wirkung 
wird  eber  dnreb  die  entgegengeeetste  TbKtigkeit  dei  Maeseiitbeilcbens  anf- 
geboben  und  Air  den  loeieren  Aetber  ift  alao  da«  ganse  System  wie  gar 
niebt  Torbandea.  Es  beantwortet  sieb  also  die  oben  gestellte  Frage  dabin, 
dass  eine  Dicbtigkeit,  grösser,  als  sie  im  allgemeinen  Hamme  ist,  bei  dem 
die  Massentbeileben  in  geringer  Entfemnng  umgebenden  (niebt  im  Con- 
taete  mit  ibm  befindlicben)  Aetber  niebt  eintreten  kann,  wenn  die  Zabl 
der  aar  Sättigung  des  Hassentbeilebens  nötbigen  Aetbertbeilebea  eine  be- 
trXebtlicbe  ist.  Die  Atmosphttren  von  Aetbertbeileben,  welebe  sieb  nm  die 
Massentbeileben  lagern  und  mit  abnebmender  Entfernung  von  diesen  im- 
mer  diebter  werden,  wie  man  sie  in  so  vielen  Bflehem  beiebrieben  findet, 
sind  also  unmöglich. 

Beattglicb  der  Vertbeilung  des  Aetbers  im  allgemeinen  Räume  iXsst 
sieb  annebmen,  dass,  wenn  man  mit  der  Distanz  zweier  benachbarten 
Tbeilchen  als  Radios  am  eines  derselben  eine  Ku^^el  gezogen  denkt,  in  der 
Oberfläche  dieser  Kugel  sich  wenigstens  12  Aethertheilchen  befinden.  Es 
sei  nun  gesetzt,  die  Zahl  der  unmittelbar  mit  dem  Maijseutheilchen  ver- 
bundenen Aethertheilchen  8ei  kleiner  als  diejenige  Zahl,  welche  ein  im 
freien  Räume  betindliches  Aethertheilchen  unigiebt,  es  sei  z.  b.  gesetzt,  es 
seien  dieser  Aethertheilchen  nur  4,  so  werden  sich  diese  so  um  das  Jlabsen- 
theilchen  lagern,  dass  ihre  Mittelpunkte  den  Ecken  eines  kleinen  Te- 
traeders entsprechen.  Drei  dieser  Theilchcn  dienen  zur  Sättigung  des 
Massentheilchens,  das  vierte  vertritt  die  Stelle  desjenigen  Aethertheikhens, 
weklies  im  Mittelpunkte  wäre,  wenn  sich  nicht  das  Masseiitheikhen  dort 
befinden  würde.  In  diesem  Falle  kann  oftenbar  die  abstossende  Wirkung 
dieser  4  Aethertheilchen  nicht  derjenigen  gleich  sein,  welche  sie  ausüben 
würden,  wenn  sie  alle  im  Mittelpunkte  wären,  oder  vielmehr,  wenn  nach 
Abzug  der  /ur  Neutralisirung  des  Massentheilchens  nötbigen  3  Aethertheil- 
chen eins  im  Mittelpunkte  des  Systems  sich  befinden  würde,  sondern  es 
wird  (nahezu)  so  sein,  als  sei  ein  Aethertheilchen  in  vier  Theile  getheilt 
and  jeder  dieser  Theile  bilde  das  Eck  eines  Tetraeders ,  das  nun  statt  der 
frttberen  Aetherkugel  nach  aussen  tbätig  ist.  Die  nächste  Folge  davon 
muss  eine  tetraedriscbe  Anordnung  der  benachbarten  Aethertheilchen  sein. 
Ist  r  die  Entfernung  zweier  einander  zunäebst  stebenden  im  freien  Raame 
■  befindlichen  Aethertheilchen  und  denkt  man  sich  um  den  Mittelpunkt  eines 
derselben  Kugelflächen  mit  den  Radien  r,  2r,  3r  n.  s.  w.  gezogen,  so  wer-* 
den  in  diesen  Kugelflächen  die  Mittelpunkte  aller  übrigen  Aethertheilchen 
liegen.  Gesebiebt  das  Gleiche  um  das  oben  erwähnte  Massentbeileben, 
so  werden  wegen  der  tetraedriscben  Anordnung  in  den  näch- 
sten Kttgeloberfl leben  weniger  Theileben  sein,  als  im  freien 
Ranme,  und  bis  in  grosserer  Distans  'd|6sa  eigentbfimliebe 
Anordnung  unmerkbar  wird,  werden  jedenfalls  grössere  Ver- 
sebiedenbeiten  in  den  Entfernungen  je  sweier  benaebbarten 
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Aethertheilchen  eintreten,  als  dies  ohne  die  tetraedrische 
Anordnung  der  Fall  wird. 

Ist  in  einem  gegebenen  Banme  eine  beliebige  Ansah!  sieh  abstossender 
Pnnlcte  vorhanden ,  so  wird  die  Summe  der  gegenseitigen  Abstossungen  (so 
lange  diese  in  kleinerer  Entfernung  grösser  sind,  als  in  bedeutender)  und 
damit  auch  der  Druek,  den  sie  gegen  aussen  ausüben,  ein  Minimum,  wenn 
die  Distansen  swischen  je  swei  benachbarten  Punkten  einander  möglichst 
gleich  sind.  Sind  die  Entfernungen  ungleich,  so  wird  die  Summe  ihrer  Ab- 
stossuDgen  kein  Minimum  mehr  sein;  sie  fiben  also  einen  grösseren  Druck 
nach  aussen  ans ,  beanspruchen  daher  bei  gleicher  Einwirkung  von  aussen 
herein  ein  grösseres  Volumen,  und  insoweit  von  Aethertheilchen  die  Rede 
ist,  dio  mit  Masscntlicilchen  nicht  iti  uuinittelharem  Contacte  stehen,  ist 
l1  i (!  mittlere  Dichtigkeit  des  A c t Ii o r s  in  der  Nähe  der  Massen- 
t  h  e  11  c  h  0  u  g  0  r  i  u  g  e  r ,  a  1  s  i  in  a  11  g  e  m  e  i  n  e  ii  H  a  u  ni  e  ,  w  e  n  n  d  i  t;  iM  <i  s  - 
se  II  t  h  e  i  1  ch  e  11  zu  ihrer  N  e  utr  al  i  8  i  r  u  n  g  weniger  A  e  t  Ii  c  r  t  h  e  i  1 - 
eil  Oll  bedürfen,  als  die  Zahl  derjenigen  beträgt,  welcliesich 
als  nächste  Nachbarn  um  ein  im  a  1 1  g  e  m  e  i  n  e  n  K  a  u  m  o  l>  e  f  i  n  d  - 
1  i  c Ii  e  s  Aethertheilchen  g r  u p p  i r  c  n ,  denn  es  k  o  m  ni  c n  bei  i  h  n  p  u 
jedenfalls  grössere  Ungleichheiten  der  gegenseitigen  Ent- 
fernungen vor,  als  bei  dem  freien  Aetlicr. 

Bedarf  ein  Massentheilchen  zu  seiner  S.-iflignng  ebenso  viel  oder  inolir 
Aetliertlir  ilclien ,  als  der  nächsten  Naclibarii  eines  iin  K.uiine  befindlichen 
Theiles  sind,  so  ist  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Aof lierliiille  darum  her  der 
Dichtigkeit  im  freien  Knuine  gleich.  Eine  grössere  Dichtigkeit  von 
i 8 0 1  i  r  t  e  n  A  o  t  Ii  e  r  t  h  e  i  1  c  Ii  e  n  als  i  m  f  r  e  i  e  n  K  a  u  m  e  g  i  e  b  t  e  s  n  i  c  h  t. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  werden  also  einzelne  Aethertheilclien  von 
dem  Massenkern  bis  zum  Contacte  angezogen  und  legen  sich  dann  so  um 
diesen  herum,  dass  ihre  gegenseitige  Abstossung  einen  kleins&n  Werth  er- 
reicht. Für  die  in  der  nSchsten  Nähe  behndlichen,  nicht  incorporirten 
Theilciien  ist  es  nun  nahezu  so,  als  sei  ein  Aethertheilchen  in  mehrere 
Theile  gespalten;  es  ist  aber  nicht  gen  an  so.  Bleiben  wir  bot  dem  vorhin 
angenommenen  Beispiele,  dass  die  Zahl  der  incor])orirten  Aethertheilchen 
vier  betrage,  dass  sie  also  um  den  Massenkern  ein  Tetraeder  bilden,  so 
wird  für  ein  senkrecht  gegen  eine  Tetraederfläcbe  schwingendes  freies 
Aethertheilchen  der  Kern  nicht  wie  gar  nicht  vorhanden  au  betrachten  seioi 
wenn  auch  die  Uanptwirknng  desselben  aufgehoben  ist;  es  combinirt  sich 
seine  Aosiehung  mit  den  Abstossnngen  der' Tetraederecke  und  die  Folge 
davon  ist  eine  Gessmmtwirkung,  die  wohl  der  Hauptsache  nach  abnimmt, 
wie  das  Quadrat  der  Jeweiligen  Entfernungen  wXcbst,  die  dieses  aber  nicht 
genau  thnt.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  OleichuDg  14)  nicht  erfüllt,  und 
Farbenierstreunng  ist  die  Folg^  davon. 
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Gesetzt,  es  4>ei  ein  Massonthoilcbcn  gegeben,  dfts  sich  inmitten  eines 
Oceans  von  Aethertheildion  bofuulot,  so  zieht  es  dt  ren  so  viele  bis  zum 
voUhtäniligen  Contacto  an,  bis  die;  Anzicdunig,  die  es  fjolbst  auf  ein  weite- 
res, aber  freies  Aethertheilchen  auhübt,  durch  die  Gegenwirkung  des  be- 
reits gebundenen  Aetbers  aufgehoben  wird.  Nennt  iiimh  die  Menge  raate- 
rieller  träger  Substanz  des  Massentheilchens ,  der  Aetherhülle  und  des 
freien  Aetbertheilchens  der  Beihe  nach  m,  M  and  und  sind  a  und  b  die 
Wirknngsconstauten  von  Muse  und  Aether,  dann  Aether  und  Aether  bei 
der  Einheit  der  Entfernung  und  der  triigen  Substanz,  so  erhiUt  man  den 
Indifferentismns,  wenn 

96)  a  m  tt  s=s  6  Mu, ,  also  Jlf  =  -r-  m. 

o 

Bei  einem  andern  Systeme  bat  man 

87)  ami^  =  bM^(i  oder  Al^  —  ~m^, 

Sollen  beide  Systeme  anf  einander  wirken,  so  bat  man  die  Thtttigkeit  der 
beiden  AetberbfiUen  {bMM^)^  die  Wirkung  der  Aetberbülle  M  auf  den  Kern 
■i (a  if  Uli),  die  Wirkung  der  Uttlle  Mi  auf  den  Kern  m  (oJlfim),  und  ausser- 
dem bestebt  nocb  eine  gegenseitige  Reaction  der  Kerne  m  und  M|.  Diese 
letstere  sei  fflr  die  Einbeit  der  Entfernung  und  der  materiellen  Snbstani 
gleich  c,  In  der  Entfernung  r  dagegen  gleieb  cf{r)^  wenn  f(r)  eine  noch 
nnbestimmte  Function  der  Entfernung  beseicbnet. 

Es  Ist  nun  die  Getamrotwirkung  beider  Systeme  auf  einander  su 
suchen.  Wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  den  oben  abgeleiteten  Nor- 
men u  eine  Anziehung,  l>  eine  Abstossung  bedeuten,  welche  beide  abneh- 
men ,  wie  das  C^uadiat  der  Entfernung  wächst,  und  wenn  man,  dem  Vor- 
gange Cuuchy's  folgi'nd  ,  der  Absto&bung  das  Zeiclien  —  giebt,  so  dass 
also  (t  und  b  für  sich  ]M).sitivo  Grösseo  bedeuten,  so  hat  mau,  weuu  H' jIiq 
Gesauiuitwtrkung  augiebt, 

r  f 

Setzt  uittu  statt  AI  und  Mg  ibro  Wertbe  aus  30)  uud  37),  so  ergiebt  sieb 


Nl  Iii 


Diese  Formel  moss  nun  mit  den  Erfordernissen  des  Schweregesetzes  in 
Uebereinstimmnug  gebracbt  werden,  denn  wir  baben  bier  die  Action,  welche 
twel  von  einander  entfernte  Körper  gegenseitig  ausüben.  Das  Sebwero- 
gesets  sagt,  dass  diese  Tbfttigkeit  eine  demProducte  der  Masse  mm,  direct, 
dem  Quadrate  der  Entfernungen  umgekebrt  proportionale  Ansiebnug  sei, 

weshalb,  wenn  c  in  Gleichung  3«)  von  Null  verschieden  ist,  f{r)  gleich  -jj 

sein  muss.  Die  Gleicbung  89)  gebt  also  Uber  in 
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Gilt  das  obere  Zeichen  bei  c,  8o  haben  wir  zwei  Anziehangen  und  W 
bat  einen  positiven  Werth,  bedeutet  also  auch  eine  Ansiebnng.  So  weit 
die  Ansprficbe  des  Schweregeaetsea  reichen,  kann  man  gans  gut  das  obere 
Zeichen  gelten  lasaen;  wenn  man  aber  die  Bedflrfniaae  der  Ifoleenlaraetio- 
nen  an  Bathe  ai^t,  ao  geht  dieaea  nieht  mehr,  denn  die  beiden  Syateme 
wttrden  aieh  bia^anm  Contacte  anaieben  nnd  mit  der  PoroaiUU  der  Körper 
wSre  ea  Torbei.  Es  mnaa  daher  eine  Wirknngaweise  geaneht  werden, 
welche  anch  die  Poroaitftt  ermöglicht,  welche  nnter  UmatXnden  aneh  Ab- 
atoaanngen  eintreten  Iftaat   Unbedingt  iat  es  nöthig,  daaa  eine  der  beiden 

Grössen  c  oder  —  negativ  sei ,  and  da ,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergiebt, 

—  positiv  sein  muss,  so  folgt,  dass  man  bei  c  das  untere  Zeichen  zu  neh- 
men hat.  Das  Newton'ache  Sebweregeseta  iat  alao  reprttsentirt  durch 
die  Formel 


nnd  ich  halte  mich  daher  fttr  berechtigt ,  der  allgemein  herraehenden  An* 
nähme  entgegen  den  Sata  aufanatellen,  daaa  die  Maabentbeikhen  aich  nicht 
anaieben,  sondern  sich  abatossen. 

Die  Gleichung  41)  entspricht  der  Gleichung  4)  meiner  früheren  Ab- 

handlung:  „Entwurf  einer  Molecularphysik"  *  ,  und  es  besteht  nur  der  Un- 
terschied ,  (Ifths  dort  die  Anzieliung  das  Zeichen —  hat,  während  ich  in  mei- 
ner gegenwärtigen  Schrift  ihr  das  Zeichen  -j-  gegeben  habe,  um  iu  einer 
und  derselben  Abhandlung  für  die  gleiche  Thätigkeit  nicht  zweierlei  Zei- 
chen zu  bekommen.  Wie  Porosität ,  Cohäsion  und  Krystallisation  der  Kör- 
per sich  aus  Gleichung  41)  ableiten  latsücn,  habe  ich  bereits  in  der  citirten 
Arbeit  (S.  180 — 191)  nachgewiesen,  nnd  da  icii  mich  nicht  veranlasst  sehe, 
aucli  nur  die  geringste  Aendei  iing  daran  vorstuuehmen ,  so  möge  es  mir  ge- 
stattet sein,  darauf  zu  verweisen. 

Fasst  man  nun  die  im  Vorstehenden  erhaltenen  Beaultate  zusammen, 

so  ergiebt  sich : 

1.  Aethcrtheilchen  und  Aethertheilchen ,  aowie  anch  Maasentbeilcben 
und  Massentheilchen  stosseu  sich  abj 

2.  Aethertheilchen  und  Massentheilchen  ziehen  aich  an; 

8.  alle  Kräfte  nehmen  ab ,  wie  daa  Quadrat  der  Entfernung  wäcbat. 

Oder  auch : 


1.  Es  giebt  zweierlei  träge,  materielle  Substanzen  in 
der  Natur,  Aethertheilchen  nnd  MasaentheUohen; 


•  Siaha  diaae  Zaltsohrifl  XI,  S. 
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2.  Gletebftrtigei  atSsst  Siek  ab,  Ungleiehartigos  siebt 
■  ich  an; 

3.  beide  Arten  von  KrSften  sind  dem  Qaad^rate  der  Ent- 
fernung umgekehrt  proportional. 

Diese  Sätze  bind  die  uXmlichen,  welche  icb  in  meinen  „Entwnrf  einer 

Molecularphysik*'  a  priori  aufgestellt  habe  tind  aas  denen  ieb  dann  ▼erscbie- 

deue  Mul('cul,'irei\scheiiiung»Mi  ableitete.  Jetzt  ibt  es  wir  gelungen ,  diesel- 
ben aui>  den  vorhuudeueu  Beobacbtungeu  abzuleiten,  sie  durch  Indaction 
zu  erhalten. 

Es  giebt  also  zweierlei  Stoüe  in  der  Natur,  und  die  sogenannte  Schwere 
ist  insofern  keine  allgenieitie  Eigenschaft  der  materiellen  Sui>htanz,  als  es 
eine  Materie,  den  Aetber  im  allj,'(  nieiiieu  Kauuie  giebt,  der  ibr  nicht  unter- 
worfen ist,  valirend  die  ^lahscntheikhen  und  die  >!<•  zunächst  umgebenden 
Aetbertheilchen  Systeme  bihien,  wekiie  sieh  allerdings  in  der  von  dem 
Newton'schen  Schweregesetzc  ausgosproehcnen  Weise  anziehen.  Diese 
Systeme  oder  Verbindungen  von  Aetber-  und  M  a  s  s  e  n  t  h  c  i  l  - 
c  h  e  n  s  i  n  d  s  c  h  w  e  r ,  \v  e  u  n  ni  a  n  d  e  ni  Wo  r  t  e  ,,  s  c  h  w  e  r d  e  n  B  e  g  r  i  f  f 
beilegt,  der  in  den  Büchern  allgemein  üblich  ist;  dieAether- 
thcilchen  im  Weltenraume  dagMgon  sind  nicht  schwer. 

Die  gegenseitige  Annäherung  der  Körper,  welche  man  als  das  Ergeb- 
nfss  einer  ,,v^chwere"  genannten  Tbätiglieit  an  betrachten  gewohnt  ist ,  ist 
die  verschwindend  kleine  Differenz  von  Anziehung  und  Abstossung.  Könnte 
der  Aetber,  welcher  in  unserer  Erde  gebunden  ist,  entfernt  werden,  und 
bitte  man  andererseits  soviel  Aether  beisammen,  dass  das  Quantum  seiner 
trügen  Sabstanz  demjenigen  der  Massentheilchen  eines  Körpers  gleich- 
kommt, so  würde  eine  Anziehung  die  Folge  sein,  welche  die  der  Schwere 
des  Körpers  vielleicht  mehr  als  millionenmal  überträfe.  Die  Schwerewir- 
knng,  diese  winzig  kleine  Differens  der  wirklichen  Natnrkrttfte,  ist  für  ans 
sehr  wohl  bemerkbar,  wie  sich  leicht  darans  ergiebt,  wenn  es  sich  dämm 
handelt,  einen  grosseren  Körper,  etwa  einen  Felsbloek,  in  die  Höhe  an 
heben,  und  dieser  Umstand  dürfte  daher  geeignet  sein,  nns  ▼on  den  ans 
aar  Disposition  stehenden  Kräften  gana  liescheidene  Begriffe  beisnbringen. 
Es  ist  daher  nicht  an  Terwandern ,  wenn  wir  es  auch  alsbald  spQreai  wenn 
die  Differenaen  swiseben  Anaiehnng  nnd  Abstossung  doreh  verMnderte 
Omppimng  der  Massentheilehen  etwas  anders  werden. 

Es  kommt  hierbei  noch  eine  weitere  Thitigkeit  in's  Spiel:  der  Droek 
des  Aethers.  Die  Aetbertheilchen  sind  Aber  den  gansen  Weltenranm 
▼erbreitet  nnd  Stessen  sich  mit  nngehenrer  Kraft  ab ,  snchen  sich  daher  in 
jeden  ätberleeren  oder  ätberverdOnnten  Baum  einandr&ngen  nnd  Qben  ^inen 
badentenden  Drnck  anf  denselben  ans,  wenn  ihnen  der  Eintritt  verwehrt 
wbd.  Dieser  Aetherdmck  hat  ansserordentlioh  viel  Aehnliehkeit  mit  dem 
Lnftdmeke,  den  er  aber  an  Stirke  weitaas  übertrifft.  Wir  durch  wsndem 
die  Lnft,  olme  von  einem  Widerstande  viel  zu  spüren,  der  flbrigeus  schon 
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da  ist,  wie  er  auch  bei  'dem  Aetber  eintritt  (Enke* scher  Komet).  Der 
Lnftdrock  wird  sofort  wahrnehmbar,  wenn  wir  den  mehr  oder  weniger  eva- 
cnirten  Recipicutcii  von  dem  Toller  der  Luftpumpe  abheben  wollen.  Ebenso 
iht  CS  bei  dem  atliervcrdüniiteii  liniimc,  und  einen  solchen  haben  wir,  wie 
die  Brechung^  des  Lichtes  lehrt,  üliciall  in  den  Körpern.  Wie  diese  äther- 
verdünnten Ivännie  entstehen,  das  liabe  icli  in  meinem  ,,Kntwurf  einer  Mo- 
lecularph\ sik"  in  dem  Al)schnittc  ,,Knt.steliung  einiger  Krystallformen  des 
tesseralen  Systems"  gezeigt.  Gerade  so,  wie  durch  den  Luftdruck  die 
Magdeburger  Ilalbkugeln  zusammengepresst  werden,  ebenso  veranlasst  der 
Aetbcrdruck  die  Cohäsion  der  Körper. 

Bei  der  aQsserordeotlichen  Stärke  der  Kraft,  mit  der  sich  die  Aether* 
tbeilchen  abstosseD,  mass  wohl  der  Widerstand,  den  sie  leisten,  wenn  man 
sie  einander  nfthern  will ,  ein  sehr  bedeutender  sein.  Dieser  Umstand  ma^ 
mit  Ursache  sein',  warum  bei  dem  anf  den  Aethorschwingnngen  beruhenden 
Lichte  nur  Transversalschwingungen  beobachtet  werden.  Hau  sieht  die 
Longilndinalschwinguogen  darum  nicht,  weil  sie  nicht  existiren.  Jeden- 
falls ist  sicher,  dass  bei  Longitudinalschwingungen  grössere  Annäherungen 
der  vibrirenden  Tbeilchen  yorkommen,  als  bei  (einem  StrahlenbUndel  von) 
Transversalscbwingungen.  Auf  diesen  Umstand  hat  übrigens  schon  Fres- 
nel  hingewiesen.  Er  sagt:*  ,,En  e/fct,  la  resisUmee  ä  la  eompresHon  ^imtt 
bien  plus  grandc  que  Vmdre  force  elaslique  fjui  est  mise  en  jeu  par  Ic  simple  glisse- 
menl  des  tranches,  fände  produitc  par  la  preuiiere  s'ctendra  heaucoup  phis  luiit 
que  Celle  qui  re'sulfrra  de  la  secotide  ...  Ör,  d  esl  naturel  de  sii/>poser  que  f inten 
Site  de  la  sensulion  depend  de  rainplitude  des  vibratiuns  du  nerf  uplique ,  et 
quainsi  la  aensadon  de  lumiere  resullant  drs  vihrations  normales  atix  ondes  srrait 
sensildemenl  nulle  relalivement  ä  Celle  qui  serail  produile  par  les  vibrations  paral- 
leles ä  leur  surface,'* 


In  dem  Vorstehenden  habe  ich  verschiedene  Sätze  angenommen, 
welche  die  Lehrbücher  der  Physik  nicht  kennen,  und  unter  ihnen  ist  wie- 
der gans  besonders  das  Theorem ,  dass  die  Massentheileben  sieh  abatosaen, 
von  Allem ,  was  sieh  in  der  Physik  seit  langer  Zeit  das  Bürgerrecht  erwor- 
ben  hat,  so  abweichend,  dass  es  gar  nicht  unangemessen  sein  dürfte,  wenn 
ich  im  Nachfolgenden  eine  Rechtfertigung  meiner  Theorie  au  geben  ▼er- 
suche. 

In  jedem  Lehrbnche  der  Physik  ist  unter  den  allgemeinen  Eigenschaf- 
ten der  Materie,  also  auch  der  Körper  der  Satz  su  finden,  dass  Materie  und 

Materie  sich  anzielic,  und  es  fehlt  nicht  an  Physikern,  welche  geneigt  sind, 
diese  Anziehung  als  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Körper  zu  erkbireu. 
Wesentliche  Eigenschaften,  solche,  ohuo  welche  wir  uns  Körper  gar  nicht 


*  Müh  ä€  FAead^  de  franett  1^1  tt  Mim»  mtr  la  daubU  rifiraetlmi,  78« 
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denken  können ,  bei  deren  Fehlen  ein  Körper  flberbtnpt  m  exietiren  gw 
nicht  Termag,  kennt  die  Phjrtik  nnr  drei:  die  Ansdehnnng,  Oesütlc  und 
Undorehdringliebkeit.*  Die  Schwere  gehört  nicht  nnter  die  weientliehen 
Eigenschaften  der  Körper,  nnd  in  der  That  haben  aneh  die  Physiker  bis 
Newton  wohl  die  Körper  gekannt,  aber  nicht  gewnsst,  dass  sie  sich  an- 
sieben.  Die  Schwere  ist  aber  nicht  nnr  keine  wesentliche  Eigenschaft  der 
Körper,  sondern  es  wurde  auch  NewtoA  (meines  Wissens  tou  Leibnits) 
bei  Veröffentlichung  seines  Geseties  sogar  aum  Vorwurfe  gemacht,  dass  er 
die  glficklich  beseitigten  Qualitäten  der  Materie  wieder  einführen  wolle. 
Die  aeUo  im  tUstatu  der  Körper  ist  kein  von  selbst  verständliches  Axiom, 
man  kann  sieh  sogar  meht  einmal  erkllrMi,  wie  diese  Wirkung  auf  die 
Feme  in  Stande  kommt  Die  Schwerewirkong  ist  nur  eine  Sache  der  Be- 
obachtung Und  man  kann  eigentlich  nicht  sagen:  „Die  Körper  sieben  sieh 
an'\  «ondern  nur:  ,,Die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  se,  als  ob  sich  die 
Körper  anziehen".  Man  kann  die  betreffenden  Natnrerscheinnngen  ver- 
naittelst  der  bekannton  l'ormoi  Xowion's  ans  den  gegebenen  Voraussetzun- 
gen ableiten;  ob  aber  wirklich  Anziehung  der  Körper  die  Ursache  der  Er- 
scheinungen sei,  das  weiss  man  nicht;  mau  kennt  die  Ursache  der  An- 
Ziehung  nicht. 

Bei  den  Gasarten  ist  es,  wie  ich  oben  erwähnte,  gerade  so,  als  stiessen 
sich  die  einzelnen  rheilchcn  mit  einer  Kraft  ab,  welche  der  Entternung 
unigekehrt  })r()})()rtional  ist.  Kedtenb acher  nahm  auch  in  der  That  eine 
derartige  Alistossung  an  und  bcsfinnnte  nach  ihr  sein  CJesetz  der  Aether- 
'wirkung.  Jeder  Physiker  kennt  Krönijr's  Erklärung  der  Voluniverhält- 
nissc  der  Gase  und  weiss,  dass  man  eine  ^legenseitige  Abslossung  von  in 
dem  Gase  enthaltenen  Stollen  nicht  nothwcndig  hat,  wenn  man  die  betref- 
fenden Erscheinungen  erklaren  will.  Es  ist  aber  der  Erfolg  gerade  s(i,  als 
stossen  sich  die  Gastbeilchen  ab,  und  ich  hälfe  es  für  zulässig,  dass  man 
die  entsprechenden  mathematischen  Formeln  in  den  etwaigen  Rechnungen 
benützt.  Es  kann  ebenso  irgend  ein  Physiker  oder  Metapbysiker  die  Ur- 
sache der  der  Schwere  Wirkung  su  Grunde  liegenden  Erscheinungen  finden, 
er  kann  möglicherweise  zeigen ,  dass  es  hier  ebenso  wenig  eine  Fernewir- 
knng  gebe,  als  nach  Krönig  bei  der  Ausdehnung  der  Gase,  aber  die  Er- 
.scbeinnngen  werden  doch  sein,  als  ziehen  sich  die  Körper  an,  und  die 
betreffenden  mathematischen  Formeln  werden  nicht  weniger  anwendbar,  als 
sie  es  gegenwärtig  sind.  Der  ganse  Unterschied  wird  nur  der  sein,  dass 
man  einen  zweiten  Weg  gewinnt,  auf  dem  man  au  den  Ergebnissen  der 
Schwereerscheinnngen  gelangen  kann,  gerade  so,  wie  man  das  Mariotte- 
sche  Geseta  abzuleiten  vermag,  gleichviel,  ob  man  die  Femewirkung  oder 
die  Krönig* sehe  Hypothese  su  Grunde  legt. 

Trots  der  grossen  Anwendbarkeit  der  New  ton 'sehen  Formel  darf 


*  Et  möge  mir  bUr  gestattet  sein,  den  bekennten  Versuch,  den  Aristo- 
teles mit  einem  Kruge  voU  Asche  gemacht  bat,  so  Ignoriren. 
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aiemals  ftbenehen  werden»  dasi  die  Sobwere  keine  weienUiebeEigensehaft 
der  materiellen  Snbstani  ist,  daes  man  nur  dnrcb  Beobaebtnngen  Teranlaset 
wurde,  fie  yoranssnaetBen.  Wenn  man  nnn  dnrcb  weitere  Beobaobtimgen 
anf  Reinltate  kommt,  welebe  mit  den  Gonseqaenseo  dei  Sebweregetetses 

im  Widerspmeb  stehen,  so  folgt  DOthwendig,  dass  ihnen  etwas  Anderes  an 
Grunde  liegen  müsse. 

Erscheinungen,  welche  mit  den  Conseqnenzen  des  Schweregesetzes 
nicht  harmoniren,  bietet  uns  die  Porosität  der  Körper  und  ganz  besonders 
die  Lehre  vom  Aether,  ein  Etwas,  das,  wie  die  Lehre  vom  Lichte  zeigt, 
über  den  ganzen  Weltenraum  verbreitet  ist.  Dieser  Aether  ist  nun  offenbar 
eine  materielle  Substanz  und  wird  in  der  Kechnung  allenthalben  als  solche 
behandelt.  Fasst  man  nnn  da«;  Newton' sc  he  Gesets  80|  dass  man  sagt, 
alle  materielle  Substanz  ziehe  sich  an,  so  müsste,  wenn  diese  Anffassnng 
richtig  wäre,  der  Aetber  längst  zu  einer  kleineren  oder  grtfsaeren  Ansabl 
▼on  Hänfen  Tereinigt  sein;  allein  bisher  bat  er  keine  Miene  gemaebt,  dieeee 
an  ibun.  Han  kann  nnn  allerdings  annebmen,  die  Aetliertbeflehen  im 
Ranme  seien  in  einer  Weise  rertbeilt,  dass  die  anf  sie  von  den  versebiede* 
nen  Seiten  ausgeübten  Ansiebnngen  sieb  gegenseitig  aufbeben,  aber  diese 
Bedingung  bdrt  auf,  erfalllt  an  sein,  sobald  die  geringste  Bewegung  eintritt. 
Ist  das  Gl^cbgewidit  einmal  gestört,  so  wird  die  Anaiebung  naeb  der  einen 
Seite  grösser  als  naeb  der  andern  und  ein  Zusammenstoss  der  Aetbertbeil* 
eben  ist  die  unausbleibliche  Folge.  Man  kann  pun  weiter  annebmen,  die 
Aethertheilchen  seien  elastisch.  In  diesem  Falle  würden  sie  allerdings  nach 
dem  Zusammenstosse  solort  sich  wieder  von  einander  entfernen ,  allein  dann 
fragt  es  sich:  Sind  die  Aethertheilciien  Atome  oder  sind  sie  es  nicht?  Sind 
sie  Atome,  so  können  sie  nicht  elastisch  sein,  denn  der  Begrifl"  „elastisches 
Atom"  ist  eine  coninidiclio  in  adjrciis,  da  die  Elasticität  immer  wieder Theile 
Toraussetzt,  die  sich  einander  nähern,  die  sich  von  einander  entfernen  kön- 
nen. Sind  also  die  Aethertheilchen  Atome,  so  sind  sie  nicht  elastisch,  sind 
sie  aber  keine  Atome,  so  bestehen  sie  ans  solchen.  Wenn  nun  zwei  Aether- 
theilchen zusammenstossen,  so  bleiben  sie  als  starre  Körper  bei  einander, 
wenn  sie  Atome  sind,  und  wenn  sie  aus  Atomen  bestehen,  dann  rücken  diene 
vermöge  d^  äusseren  Stesses  bis  cum  ▼ollstftndigen  Oontaete  insammea 
und  bilden  dann  ein  yoUkoramen  starres  Aggregat. 

Man  kommt,  wie  sieb  aus  dem  Vorstebeaden  wobl  ergeben  dfirfte,  bei 
Zugrundelegung  einer  auf  die  materielle  Welt  wirkenden  Anziebangskraft 
niemals  dnrcb,  wenn  man  nicht  auch  Etwas  annimmt,  was  die  einaelnea 
Atome  wieder. von  einander  an  entfsmen  strebt:  eine  Abtossnng.  An- 
aiebung und  Abstossung  zusammen,  niebt  eine  derselben 
allein  bauen  die  Welt. 

Das  Newton 'sehe  Gesetz,  das  nur  Anziehungen  kennt,  genügt  also 
nicht,  um  die  Gesammtheit  der  physikalischen  Erscheinungen  zu  erklären, 
und  CS  ist  daher  nothwendig,  eine  Comhination  von  Anziehung  und  Abstos- 
sung zu  suchen ,  welche  den  Beobachtungen  entspricht.    Dass  da&ei  die 
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Newton 'tobe  Nonn  bis  «sf  don  Wortlaut  beibebalton  worde,  itt  niobt  or- 

forderlich;  Hauptsache  bleibt  immer,  dass  sich  die  einschlSgigen  Ersebei- 
nnngen  ilurcli  die  nouen  .Sätze  ebenso  unf^ezwungen  erklären  lassen,  als 
durch  New  ton 's  Formel,  dass  sich  aber  diesen  Sätzen  auch  die  Phänomene 
der  Molecularwelt  fügen,  bei  denen  das  Gravitationsgesets  bekanntlich 
nicht  ausreicht. 

Ich  glaube  behaupten  zu  können,  dass  die  von  mir  oben  aufgestellten 
Sätze  den  an  sie  gemachten  Forderungen  entsprechen;  wenigstens  ist  mit 
koine  Erscheinung  bekannt,  die  damit  im  Widerspruch  stünde. 

Die  Annahme  von  Abstosf^nngen  ist  nnnragängUeb,  Qod  dämm  kann 
man  so  oft  in  den  Büchern  über  Physik  finden,  data,  wenn  es  sich  um  dio 
Erklftnmg  einer  Molecolarerscbeinnng  bandelt,  snr  reckten  Zeit  als  Deu$  ex 
wmehina  eino  Abatoitong  anftritt,  dio,  so  wie  man  sie  niobl  mebr  brmebt» 
versebwindet,  nm  einer  Ansiebvng  Fiats  an  aiacben.  Von  Saiten  der  Ma- 
tbematifcer  sind  beattglaeb  der  M olecQlarertoboinnngen  tebon  die  Tersebie- 
densien  Formeln  anfgestellt  worden,  die  das  Oetels  der  Molecnlarkraft 
annodrfieken  beben,  nnd  es  ist  gani  tieber,  dasa,  wenn  man  die  Eatfer- 
nnng  r  aweier  Tbeileben  als  Exponenten  bentttst  nnd  eine  Ton  r  abblngige 
Winkel Amotion  einftibrt,  die  so  erbaltvne  Fomel  selbst  siemlicb  weit- 
gehenden Aofordemngen  entspricht,  denn  man  bekommt  sehr  raschen 
Wechsel  in  der  Intensität  bei  kleinen  Werthen  von  r,  sowie  auch  Umkehrung 
des  Sinnes  der  Wirkung.  Ich  kann  mich  bei  Betrachtung  solcher  Formeln 
nie  erwehren,  an  die  alten  Epicykeln  zu  denken.  Es  ist  eine  alte  Erfah- 
rung, dass  .sich  die  sämmtlichen  Naturgesetze  um  so  besser  bewähren,  je 
einfacher  sie  sind,  und  ist  es  nicht  viel  einfaciier  und  nalurgemässer ,  sich 
den  mannichfaltigen  Wechsel,  den  man  an  den  Molecularkräften  wahrnimmt, 
ans  Differenzen  yon  awei  Kräften  zu  erklären,  die  einem  einfachen  Gesetie 
geboreben,  als  eine  einzige  Kraft  für  die  ganzen  Aendemngen  haftbar  zu 
naeben  nnd  sie  dafür  einer  complicirten  Formel  zn  unterwerfen?  Naob 
welebem  Gesetze  mnss  diejenige  Kraft  wirken,  die  für  sich  allein  die  Tbit- 
tigkeit  aaadrttcken  soll,  welche  awei  Magnete  in  den  TersoliiedMien  Stel- 
Inngen  nnd  Entfemnngen  anf  einander  ansüben,  nnd  wie  einfach  eiklirt 
sich  der  gante  Weebsel,  wenn  man  awei  Krifite  einfahrt? 

leb  mnss  llbrigens  hier  bemerken,  dass  die  erwähnten  eomplieirten 
Formeln  annüchst  bei  den  Molecnlarerscbeinungen  ilire  Anwendung  finden, 
nnd  wie  die  Gleicbnngen  13)  nnd  24)  zeigen ,  treten  gerade  bei  den  Moleon* 
larentfemnngen,  wenigstens  bei  dem  Aetber  solebeKrIflke  nicht  anf.  Oerade 
bei  den  einander  benachbarten  Thailen  gehorcht  die  gegenseitige  Wirkung 
einem  ganz  einfachen  Gesetze. 

Die  von  mir  oben  aufgestellten  Sätze  eutiialten  an  .siel»  nichts  Ungereim- 
tes, denn  sie  haben  längst  das  Bürgerrecht  in  der  Physik,  und  es  handelt 
sich  also  eigentlich  nicht  um  die  Einführung  neuer  Theoreme,  sondern  nur 
um  die  Ausführung  der  Anwendbarkeit  längst  anerkannter  Gesetze. 

Man  kann  mir  entgegenhalten,  dass,  wenn  die  acUo  in  distcuu  an  und 
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für  Bieh  schon  nnerklftrbar  ist,  es  noeli  viel  unerklirlielier  sein  mOsse,  wen 
ich  dieser  ocfto  gewissermassen  noch  ein  Stockwerk  anfsetse  und  den  ein- 
seinen  materiellen  Onindstoffen  das  Vermögen  anschreibe,  gegen  entfernte 
Theilcben,  je  nachdem  sie  gleichartig  oder  ungleichartig  sind,  ein  verschie- 
denes Verhalten  sn  beobachten.^  £s  ist  allerdings  richtig,  dass  diese  Art  von 
Auswahl  nnerklftrlich  ist,  nnd  ich  kann  darauf  nur  antworten,  dass  hier 
immer  voraussusetsen  ist,  die  Erscheinungen  erfolgen  gerade  so,  als  ob 
Gleichartiges  sieh  abstosse  n.  s.  w.  Was  eigentlich  die  Ursache  davon  ist, 
iSsst  sich  nicht  angeben,  nnd  wenn  ich  oben  sagte:  „Gleichartiges  stSsst 
sieh  ab**  u.  s.  w. ,  so  habe  ich  mich  nur  dem  allgemeinen  Sprachgebrauche 
gefügt.  Die  Auswahl  in  die  Feme  ist  Übrigens  längst  schon  bekannt,  wenn 
auch  nicht  erklftrt,  und  ich  brauche  hier  nur  noch  an  die  Doctrinen  der 
ElectrieitXt  und  des  Hagnetismus  su  erinnern.  In  der  Chemie  wird  sogar 
gelehrt,  dass  ein  und  derselbe  Stoff  gegen  mehr  als  60  andere  Stoffe  ein 
jedesmal  verschiedenes  Verhalten  beobeehten  kann. 

,Man  kann  mir  aber  auch  den  entgogcDgesetzten  Vorwurf  machen,  dass 
die  von  mir  angenommenen  Fernewirkungen  zu  wenig  seien,  denn  mau  kann 
die  Frage  anfatcllen,  wie  es  sich  mit  der  sogenannten  Chornischen  Kraft 
verhalte,  für  die  neben  meinen  oben  nnsgesprochenen  Sätzen  eigentlich  gar 
kein  Platz  mehr  ist,  wahrend  wir  doch  ihre  Wirkungen  fortwahrend  vor 
Augen  haben.  Ich  gestehe  aufrichtig,  dass  ich  an  diese  chemische  Kraft 
ebenso  wenig  glaube,  als  ii-h  es  für  wahrscheinlich  halte,  dass  die  gegou- 
wiiitig  in  den  Lehrbüchern  der  Chemie  aufgeführten  sogenannten  Grund- 
BtoÜe  wirkliche  OrundstolVd  umi  nicht  Verbindungen  von  solchen  seien. 
Nimmt  man  an,  die.  w  ahreu  (»i  uiid.stolVo,  seien  Kugeln  von  verschiedener  (  Jrösse 
oder  sie  seien  vf  rst  liicdene  Kllipsoide,  so  lässt  sich  ganz  gut  denken,  dass 
diese  ElementnrkiiriM  i-  l  ei  sehr  kleiner  gef^enseitiger  Entfernung  eine  ver- 
schiedene Thiiiip;!-;»'!!  auf  einander  ausiihen  können,  ohne  dnss  man  darum 
in  die  Nothwendi;;keit  versetzt  w/ire.  an  dem,  was  ich  oben  nnliihrtr',  eine 
Aenderung  vorzunehnien  oder  eine  eigene  chemische  Kraft  einzuliiliren. 
Der  Reichthum  der  Natur  beruht  nicht  auf  der  iMaunichfal- 
tigkeit  der  ihr  zu  Gebote  stehenden  Mittel,  sondern  darauf, 
wie  sie  die  wenigen  vorhandenen  benützt. 

Ich  mnss  mich  jedoch  damit  begnügen,  zu  zeigen,  dass  eine  eigene 
chemische  Kraft  anzunebmen  nicht  noth wendig  sei;  ein  weiteres  Bingehea 
anf  die  Sache  verbietet  der  gegenwärtige  Stand  der  Chemie,  da  man,  weil 
dieGrondstoffe  unbekannt  sind  (ich  erinnere  hier  an  die  verschiedenen  Wi- 
dersprüche, in  die  man  bei  Bestimmung  der  Atomgewichte  geräth)  gar  nichts 
hat,  was  man  einer  Rechnung  an  Grunde  legen  kann,  während  anderer« 
seit«  auch  die  Mathematik  zn  wünschen  flbrig  ISsst,  denn  die  Dift'erential- 
nnd  IntegralrechnuDg  reichen  nicht  aus,  wenn  man  mit  endlichen  Differen* 
■en  SU  thnn  hat,  und  wenn  man  jedesmal  auf  lange  Reihen  Übergehen 
muss,  werden  die  Rechnungen  leicht  umfangreicher,  als  einem  lieb  ist. 
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Vn.  Vene  homog^ene  Plancoordinaten. 

Die  von  Plücker*  eingefülirteu  liuuiogenen  Plfiiicoortlinateü  —  tlio 
Abstünde  der  variabeln  Geraden  von  den  drei  Eckpunkten  des  rundauien- 
taldreiecks ,  resp.  die  AbstäiiJe  der  variabeln  Ebene  von  den  vier  Eck- 
punkten des  Fundaiiientaltetracflcrs  haben  den  iiDüiogenen  l'unktcoor- 
dinaten  gegeniiber  nicbt  unbed  iicbtliche  analytische  und  geometrische 
Nacbtheile:  e.s  giebt  nnzählig  viele  Gnijii)eii  von  Plancoorclinateu denen 
keine  reellen  Geraden  oder  Ebenen  entsprechen,  und  die  identische  Gleich- 
im-^  zwischen  den  Coordinaten  einer  Geraden  oder  Ebene  ist  vom  zweiten 
Grade.  Beide  Umstände  stören  den  l'arallelismns  zw  i.schen  den  Eutwicke- 
luugen  in  hcniogeuen  Punkt-  und  denen  in  homogenen  Plancoordinaten,  so 
dasü  es  mir  wünächenäwertb  schien,  andere  Plancoordinaten  zuverwendenj 
ich  habe  die  folgenden  gewählt. 

Man  denke  sieb  die  variabele  Ebene,  welche  die  sechs  Kanten  des 

Cooxdinatentetracders  schneidet;  wird  dabei 

im  Verliältnws  fi« :  ft«» 

II        i>       fii '  f*ii 

^*  »»         II       /*«  •  f*» 
geschnitten,  Arobei  äussere  Theilung  mit  dem  positiven,  innere  mit  dem 

negati?en  Zeichen  versehen  werden  möge,  so  wird  jede  andere  Kante 

Ai  Ale  im  VerhHltniss  fi|  : 
getheilt  (incl.  Voraeichen).    Zu  jeder  Ebene  gehört  nur  ein  Verhältniss 
:  fi,  :  jii, :  fi,,  nnd  su  jeder  Grnppe  fi«  Mi  f4  A)  ^'^^  gleich- 

namigen Tetraederecken  besieht,  eine  nnd  nur  eme  Ebene.  Man  kann 
daher  vier  solche  Zahlen  als  Coordinaten  recht  wohl  verwerthen;  nm  dabei 
jeder  Ebene  eine  bestimmte  Gruppe  von  ft  (nicht  blos  ein  bestimmtes  Ver- 
hftltniss  fi, :  fi| :  f4 :  fij)  anznordnen ,  kann  man  eine  beliebige  Gleichung  fest*' 
setaen,  welche  alle  Gruppen  von    erfüllen  mttssen. 


*  Plücker,  System  der  unulyiischcu  Gcumetrie  lb35.  —  Plücker,  Geo- 
metrie des  Baamet  1846. 

**  Dieser  AiMdruek  mag  fUr  Geraden-  und  EBenencoordlDaten  verwendet  werden. 
ZdtMhrift  r.  Haihenwtlk  a.  Phynk  XV,  2  9 
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Diese  Gleichung  wird  man  am  einfecbaten  linear  wählen;  da  sonst 
keine  bestimmenden  Grttnde  Torliegen ,  wird  man  sie  so  wählen ,  dass  die 
Transformationsformeln  ans  orthogonalen  in  homogene  Goordinatea  mög- 
lichst einfach  werden. 

Bezeichnen 

«0  ßo  Yoi  «I  ßt  yti  «f  A  yti  «3  /s 

die  orthogonalen  Goordinaten  der  Tetra^derecken  j4qA^j^A^\  ferner 

U»95,  3ö, 

die  Abstände  dieser  Ecken  von  der  ▼ariabela  Ebene  7,  und 

die  reciproken  Abschnitte  von  T  uui  den  orthogonalen  Axen,  so  i»t  be> 
kanntiicb 


Ilicrboi  hat  man  die  Wurzel  imriior  pnsitiv  zu  nehmen  und  erh'ilt  die 
Abstiindo  U,  5?,  ®,  91  positiv,  sobald  sin  mit  dorn  Ursprünge  auf  derselben 
Seite  der  Ebene  '/'liegen,  im  Opf;onfallc  nc;^ativ. 

Diese  Abstände  —  die  PI  iiciier'schen  Goordinaten  von  T  —  sind 
den  Zahlen  (Uq  f»,  fi,  |u,  proportional;  derjenige  Werth,  mit  welchem  U$  3B9i 
erweitert  werden  mttssen ,  nm  die  Formeln  1)  snr  wechselseitigen  Trans* 

forroation  möglichst  geeignet  an  machen,  ist  f^u^ +  +  der  reciproke 
immer  positiv  an  nehmende  Abstand  des  Ursprungs  des  orthogonalen  87* 
stems  von  T,  Bezeichnet  man  die  so  erweiterten  linken  Seiten  von  1)  mit 
tt1»tOt  nnd  bringt  die  Gleichungen  anf  Null,  so  ergiebt  sich  fttr  uotOT  die 
Identittt: 


=  0, 


oder: 


») 


(u 

-1) 

«• 

ß. 

«1 

ßi 

Yt 

(» 

«t 

ßt 

Yt 

(r 

-l) 

«3 

ß. 

Yi 

«1  ßi 

Yt 

«t 

ßt 

Yt 

«t  ßi 

Yt 

«8 

ßn 

y.i 

yi 

«0 

ßo 

«• 

ßo 

y« 

—  r 

"1 

ßi 

Yt 

«t 

ßf 

yt 

1 
1 

1 
i 


ü 
Ol 

tt. 


ßn 

ßo 
ßt 
ßo 

ß. 

ß^ 


ys 

Yo 
Yi 
Yo 

yi 

Yt 
Yt 
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BeseiebDet  F  3eB  Inhalt  des  Coordtnetentetreeders ,  f/^ ^,  den  Flä> 
ebeninhalt  der  den  gleicbbezeichneten  Ecken  gegenttberlicgenden  Tetraeder- 
seiten; rt^tf,  r/,ffj  die  Abstände  de«  Urs|iruii;;h  des  orthogonalen  Systems  von 
9o9i9t9ty  '•"•^^  rechnet  man  die  ins  Innere  des  Tetraeders  gerichtoton  Nor- 
malen der  Tetraederflnchen  positiv,  so  gestaltet  sich  2)  einfacher  zu: 
.3)  U  .  (l^,(Jo  +  y  .  (I,  Oy  +  \V  .  o^fj^  4-  r  .         =  F. 

In  den  absoluten  Werthen  .stiniin<>ii  2)  und  3)  au^ensclieiuilcli  GüjmI 
für  Glied  übercin  ;  von  der  Kichtigkeit  der  Vor/eichen  in  3)  überzeugt  man 
sich,  wenn  man  z.  B.  id  =  )p  =  t  — 0  setzt;  dann  Hillt  1  luit  zusammen 

nnd  tt  wird  (incL  Vorzeicben)  c=  — ,  wenn     die  Tetraederhöhe  auf  be- 

zeichnet,  oud  mau  erhält  die  auch  in  den  Vorzeichen  richtige  Gleichung 

K9o^  V- 

Dasselbe  erfolgt,  wenn  man  drei  andere  Plancoordinaten  annullirt. 

Da  man  homogene  Coordinatcn  nicht  zur  .An^füh^ung  von  Zalilcurech- 
uungeu,  sondern  z,ur  leichtern  Erlangung  allgemeiner  analyti.sch  -  geome- 
triücher  Satze  verwendet,  so  schmälert  es  die  Hranclil>.irkeit  unseres  Sy- 
stems nicht,  wenn  wir  einen  bestimniten  Punkt  des  TcliatMlers  als  Ursprung 
der  ortliogonalen  Coordinaten  vorausset/en  ,  um  cintat  here  Formeln  zu  er- 
halten. Wir  nehmen  daher  den  Mittel j»unkt  der  dem  'l'etracder  innerlich 
eingeschriebenen  Kugel  als  Ursprung  des  orthogonalen  Systems,  denken 
uns  also  bei  jedem  Uebergange  aus  orthogonalen  in  tetraedrischo  Coordi- 
naten erst  in  orthogonale  Coordinaten  mit  diesem  Ursprünge  und  dann  in 
tetraedrischo  transformirt.  Ist  der  iiadias  dieser  Kugel  =  |i,  so  geht  3)  in 
die  einfachere  Form  über: 

V 

Dies  znsammeiifassend  erhält  man : 

Unter  den  neuen  Plancoorditiatt  n  uoior  einer  Ebene  versteht  man 
die  Quotienten  ans  den  Abstäuden  der  Ebene  von  den  Tetraederecken  nnd 
Ton  dem  Centrum  der  eingeschriebenen  Kugel;  sie  werden  positiv  gerech- 
net für  die  Tetrsederecken,  die  mit  dem  Cenirnm  auf  derselben  Seite  der 
Ebene  liegen,  im  Gegenfalle  negativ. 

Unter  Besugnabme  anf  die  obigen  Beseicbnangen  erfüllen  sie  die 
Identität: 

+ »^1  +  to^t  +  xgt  =  F'. 
Um  die  Ebene  an  finden ,  deren  Coordinaten  u  0  )0 1  gegeben  sind, 
tbeile  man  die  Kanten  des  Tetraeders  A^A^  J^A  Verbältniss  u  :  to :  ko :  r* 
so  dasB  s.  B.  JiJf  im  Verbftltniss  i» :  r  getheilt  wird  u.  s.  v.  nnd  reebne  da- 
bei äussere  Tbeilnng  positiv,  innere  negativ,  so  liegen  die  sechs  Theilnngs- 
punkte  anf  der  gesuchten  Ebene.  —  Oder  f&r  die  Ebene: 

Unter  den  neuen  Planeoordinaten  ut»T  einer  Geraden  versteht  man  die 
Quotienten  ans  den  Abständen  der  Geraden  von  den  drei  Ecken  des  Co- 

9* 

Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilnngen« 


ordinatendreieeks  und  dem  Oentram  des  dem  Dreieck  elngescliriebenen 
Kreises ;  sie  werden  positiT  gerechnet  fttr  die  Dreiecksecken ,  welche  mit 
dem  CentrniD  anf  derselben  Seite  der  Geraden  liegpo,  im  Gegenfalle*nega- 
tiv;  wenn  g^gtOt  die  Seilenlftngen  des  Coordinatendreiecks,  V  den  Quo* 
tienten  ans  Inhalt  and  Radios  des  eingeschriebenen  Kreises  beseichnen, 
80  erfüllen  sie  die  Identität:' 

Man  findet  die  den  Ooordinnten  ul^r  7.n^p\\<\v\gG  Gerade»  wenn  man 
die  Seiten  des  Cooidinatondi  eiocks  iui  Vej  liitltnisse  u  :  t  :  r  theilt  und  dabei 
äussere  Theilung  als  positiv,  iiinoro  als  negativ  betrachtet}  die  drei  Thei« 
luugt«punkto  liegen  auf  der  ge.sncliten  Geraden." 

Es  sei  mir  erlaubt,  auf  einige  Entsvickelungen  hinzuweisen,  die  ffir 
diene  IMancoordiaaten  Giltigkcit  haben,  nicht  aber  für  PlUckor'sche 
Plaucoordinatcn. 

1.  Alle  'l'ransf(Minntioncn  aus  orthogonalen  oder  ficliiefwinkligen  Sy- 
Ktenien  in  boniogonc  Systeme  oder  homogener  Systeme  in  nichthom«>gene 
erfolgen  durch  lineare  Snh-titutionen. 

2.  Be/eiehnen  u„V,jli\,  v„,  u,  l\  U>|  Tj  ,  U?  lr,  die  (^)ordiaaton  dreier 
Kbenen  1\  7 ^  und  ist  io+  =  ^ i  Ij«*««  +  Ai  +  =  *  i  gobt  die  Ebene, 
deren  Cbordinaten 

1P  =     t>p  +  1|  Ol ,  T  ==  Ao  To  +  ^1  Ti , 

dnrcb  die  Kante  T  J\ ,  l  ez.  so  gebt  die  Ebene  mit  den  Coordinaten 

t)-- A,i\,  +  A,ü,  +At»t,        T«A,rp  +  Aiti  +  A«ti 
durch  den  Punkt  l\  T,  J,. 

3.  Transformirt  man  diese  Ebenen  in  ein  anderes  homogenes  oder 
nichthomogenes  System,  so  werden  die  Coordinaten  von  T  aus  denen  von 
TqT^T^  im  neuen  System  mit  Hilfe  derselben  Coeffioienten  A«A|At  und  anf 
dieselbe  Weise  abgeleitet,  wie  im  ursprünglichen  System.  Der  Beweis  er- 
folgt leicht  ans  1).  Diese  Ableitnngscoeffioienten  sind  demnach  fttr  die 
Ebenen  charakteristisch  und  kennseichnen  Lagenverfaältnuse  der  Ebenen 
unter  sich. 

4.  Der  ftindamentale  Sati  über  den  Zusammenhang  der  Coeffieienlen 
A,A|  mit  den  SchnittTerhttltnissen  einer  durch  7,7*1  T  geschnittenen  Oeraden 
llUst  sich  für  Plttcker*sche  Coordinaten  nur  auf  Umwegen  gewinnen, 
wKhrend  er  hier  auf  die  leichteste  Weise  hervortritt:  Um  das  Sehnittver- 
hitltniss  SU  bestimmen,  welches  die  drei  Ebenen  7*,  7,  T  unfeiner  Geraden  G 
hervorbringen,  denke  man  sich  die  Ebenen  in  ein  System  transformirt,  in 
welchem  7«  und  Tx  swei  Coordinatenebenen  sind  und  G  die  Gegenkante 
▼on  7,7,  ist.  Die  ttbrigen  holden  Ecken  wühle  man  auf  7,7,  beliebig. 

Sind  A^A^A  die  Schnittpunkte  von  7|7o7mit      ik^A,  die  Lothe  von 
und  Af  bes.  anf  7,  und  7,,  g^gifftg»  die  auf  7, 7,  und  den  beiden  wiU- 
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kürliciion  EboniMi  liegeocien  Flächen  des  Tetraeders,  so  habea  und  'J\ 
die  CoordinHtea 

u«=-,    \Jo  =  0,     it?o  =  0,    r„  =  0, 

u,=0,       =       »1=0,  ri=0. 
Also  sind  die  Goordioeten  für  J: 

,    »= — ,    h3  =  0,    r  =  0. 

Nach  der  Definition  für  die  Plancoord lösten  wird  demnach  G  geschnitten 
im  Verhlltnisfl: 

Hat  man  demnach  swei  Ebenen  T  ulA  T'  ans  Jg  abgeleitet  durch  die 
CoefBcienten     A, ,  k\  k\  und  werden  diese  yon  G  geschnitten  in  Ä  and  A'^ 

lOtBt 

Aq  A     ^    Aq  A  1  g 

A^  A    A^  A 

Dresden.  .  Dr.  üiciiaud  Ubgcu. 


VnL  fiednetion  eines  Tielfaolieii  Integrals. 
Setat  man  anr  Abkünsnng : 

1)  +  «2'  +  . .  .  +       =  ^ ,  +  V  +  . . .  +  ^n*       ^* . 

2)  0,0-1 -f'<'t^t  +  «"  + 0« ^11  =  ^«^ t    6,a:| +A,«g4-...4-''ii»'C«  =  '^^*i 
so  ist  das  an  entwickelnde  »•  fache  Integral: 

wo  die  Integration  über  alle  reellm  Werthe  von  a.'|,  a:, ,  ...  .r«  auszuilehoen 
ist,  welche  der  Bedingung  g(Miüg«'n: 

4)  •  .T,»  +  a-»'  +  ...  +  x„'.<l. 

Für  fi8  2  hat  Her  mite  den  Werth  des  Doppelintegrals  F  gegeben 
(AmaUs  scientif.  de  Tdeole  normale  superieure.  T.  U  p.  49.  Paris  1865).  • 

Statt  x, ,  d?t ...  dr«  fahre  man  ^1,  yt  •••         ^  Integrationavaria* 
belo  mittelst  äer  orthogonalen  Substitution  ein: 

=  '"m  !/\  +  !/«+•■•+  f'n.i  'Jn  , 
=  ''1,1  i/j  "h        y«  "h  •  •  •  ~h  ^'n.J  i/n  » 

+  <^«,«i/a  4-  •  • .  +  fn.«  //«• 

Zwischen  den  n*  Coofficienteu  r^.«  bestehen  die  -'^'^'^^^  Relationen: 
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{  'V.i  +  cV.2  +  ...  +  tV,=  i. 

bctzt  uiAu : 

7)  '  +«,6,  +  ...  +  ^'«''„-^,  A1t-C'^h\ 

^o  lüNst  sich  leicht  zeigen,  dass  P  von  ^,  aad  i>  abhängt.    Zn  den 

Gleichungen  ü)  nehme  man  noch  die  folgenden: 

«1**!  i  +  «J**!,«  +  •  •  •  +  ««tfi.»  =  "  • 

g»  ■  "l<^2.1  +  fljCj.2  +  ...  +  «i,Ct,«=«» 

*  <»Kr.l.+  «2<^r,l  +  ...  +  ««<yr,»"0, 

r  s=  3,  4,  . .  n. 

.  i»,      +  62^,,,  -I-  . . .  +  fe„      =  fr . 


f  r  =  3,  4,  ...  II. 


Die  Summe  <lor  (^luaJiale  (h-r  (J h'iehungen  H)  ist  nach  1)  und  rt) 
gleich  ,-/.  ]Mnlti))liciit  man  «lie  /»  Gl<'iclunig*'u  8)  mit  (U'ii  //  (J  It^ichiingon  9), 
bü  iüt  uacli  0)  und  7)  die  iSniiiiiK?  der  Producte  gleich  C.     Man  tindet  so: 

10)        +  6«  +  6'*  =  ^,        +  fih'-ab  =  D, 

Mit  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  0),  8)  nnd  0)  geben  die  Gleiehangen  5): 

27aa;  =  <ijf,  +  ay,,    i?frd;ss6yt +  6>„    ar,»  +  ...  +  a:,*  =  y,*+... + 

Die  Gleichung  i)  nimmt  durch  die  obige  Substitution  folgende  Form  an: 

JJ  "J  MN 

wo  die  Integration  über  alle  reellen  Wertho  von  ^ttfff'Un  Mssudelinen 
ist,  welche  der  Bedingung  genügen: 

Sctst  man : 

!fn—l—      01      Of  • .  j  CO« 0« — 1 9 

y«  8     0,  sin  0, . . .  s jft  0»  >  1  cos  0|, , 

80  nelHn«>n  0| »  0| .  ■ .  0«  alle  Wertlie  von  0  bis  n  an.    G«  int  dann : 


n  n 


u  U  'I 

A'  =  I  4.  ^  —  2  (6  ro«0,        Sit*  0|  COS0,) . 
Da     nnd  JV  nur  von  0,  und  0,  abtilingen ,  tto  lassen  sich  die  Integra- 
tionen in  Besiehnng  auf  0g,  04...0a  unmittolbar  ausführen.   Setsk  mau 
0j  =  if,  0^s9,  so  i»t: 


11)*  •  P=J^^Q, 


Kleinere  Hittheilnogen.  ,     'r,^  .4^9 

1-2  V/'  ■'  >• 


wo: 


n 

{sin  m)"  {sin  v)"-^ 


j|f=l  +  ^  —  2(a  cos  U'\'a  sin  u  cos  v), 
ATä  1  +  ^  —  2  {b  cos  u  •\' b'  sin  tt  cos  p). 


Setit  man: 


r  r  sinududü 
J  (\^zsinusinv)MN' 


80  ifit: 


1 .  2  . . . 


Das  Integral  A  Iftsst  sich  ToIUtftndig  entwickeln.  Eine  genauere  ün- 
tertncbttng  seigt  indessen,  dass  die  Bildung  des  (n— l)^***  Differentialquo* 
ttenten  sehr  complicirt  und  mflhsam  ist,  so  dess  es  einfacher  au  sein  scheint, 
den  Werth  Ton  Q  ftlr  ein  gegebenes  n  direet  darsustellen.    Durch  die 

Gleichnngen  10)  sind  a,  a',  b  ^  b'  nicht  vollständig  bestimmt,  diese  Un- 

bestiinmtlieit  kann  nur  durcl»  Ausführung  dos  Doppolintograls  Q  aufgoho- 
ben  werden,  indem  Q  nur  solche  Verbindungen  der  bemerkten  (Quanti- 
täten entlialten  wird,  welche  sich  in  l'olge  der  Uleieiiungen  10)  durch 
B y  C  ausdrücken  lassen.  Man  kann  auch  </,  a,  //,  h'  bestimmen  durch  eine 
neue  Bedingungsgleichuug  zwischen  den  C«)ef'ticienten  der  Substitation  5). 
Nimmt  man  2.  Ü.  a'=0,  ho  gebon  die  Gleichungen  10): 


Es  ist  dann: 


'-yi' 


U) 


0  0 

Jf=l-4-^— 2 cot M yÄ,  iV— (l+Ä) yA—iCcosu-'i D sinu cosp. 

Die  Ansahl  der  willkürlichen  Coeffieienten  c^,«  ist  in  diesem  Falle 
gleich  4     ^ 5»  +  6).  Diese  Zahl  ist  positiv  Ton  n  =  4  an,  sie  velrsch win- 
det fDr  n  8  2  und  n  ss  3.   Ffir  n  =3  2  und  fi  a  3  ist  die  Substitution  5)  voll- 
sllndig  bestimmt.   Man  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen : 
w  =  2. 
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11  =  8. 

Für  «==2  erliäU  mau  auä  11)  uud  12)  dab  vuu  lioi  uiiie  geruiulcno 
Kesultat: 

Für  /j  =  3  geben  die  benierkteu  Glöichuagen: 

1^'  p  =  (I  +  B)  A  -JX  ±A)  C       /ij-  // J  Y 

(1  +  ^)  (1  +  if)  -  4  C  -  2  /// 

wo: 

/y  ^      i?)  (1 4-  j  Z?)  —  2  c  (i  +  ^)  (1 + /»')  4-  4  c  % 

oder  auch: 

A.  £hnepbii. 


DL  ITeber  reotifieabele  Cnnren. 

Don  verschiodcncn  lii>lii'r  aiij^cgchenen  I\It  tlioilen  zur  Aufsucliuug  rec- 
tiiicabtler  Cui  von  kauQ  mau  die  lolgeude  aureihco,  welche  auf  der  iden- 
iischeu  Gleichung 

(tt + yiüiy + (/2m» + py =(11+ + »)* 

berabt  nnd  mittelst  deren  sieh  unter  Anderem  die  Fnnetiooalgleiehung 

s  —  T=  1/'    — y) 

ohne  Specialisiiini|j  der  willkürlich  gewählten  Function  ^  auflösen  lässt. 

liezeiclmon  (p{l)  und  t/^  (0  zwei  willkürliche  Functionen  dor  unaMiän- 
gigcn  Variabelou  /  uud  iüt  ferner,  wenn  A  uud  B  willkürliche  Conütauten 
bedeuten, 

1)  ap  -  ^  =  q)  (I)  +       9  (0  V  (0' .  ä( , 

2)  y-B^^ (/)  +jy27'(0  ^'{f) .  dt, 

bii  hal  luau 
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inithiu  nach  dem  anfangs  erwähnten  Satze 
nnd  durch  iDtegration 

Die  Fmictiooeii  9(0  und  ^(f)  können  leicht  so  gewShIt  werden,  da99  die 
in  den  Formeln  l) ,  2)  nnd  3)  yorkommende  Integration  bequem  ansftihrbar 
ist;  jede  eolobe  Wahl  liefert  eine  qnadrirbare  Cnrye,  bei  der  y  nnd  s 
dnrch  i  ansgedrttckt  sind.  Will  man  die  Cnrve  dnrch  eine  Gleichung  awi- 
sehen  x  und  y  charakterisireif,  so  hat  man  t  ans  Nr.  1)  und  2)  an  elimi- 
niren.  In  analoger  Weise  lassen  sich  Gleichungen  swischen  x  und  9  oder 
y  nnd  f  bilden.  Bemerkenswerth  ffir  diesen  Zweck  sind  noch  die  beiden 
Belationen 

4)  f  — «  +   — (7=t(0,    »  — y  +  Ä  — (7^<^(0. 

Nimmt  man  specielier  Ä  —  B=C  und  9)(/)  =  <,  so  geben  die  Gleich- 
ungen 4) 

und  die  zugehörige  Curve  ist  durch  die  beiden  Gleichungen  bestimmt: 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Anualime 
(,-y)»«24««(*-a?)  oder  ^(0  =  ^,- 


Giebt  man  das  positive  Zeichen,  so  hat  man 

e  f 

oder  für  c  =  a  und  durch  Eliminatiou  von  l  . 

y=(ia:-a)^?  +1», 

»=(*«+«) ^f-i* 

Der  Bogen  t  ist  hier  von  der  Stelle  ab  gerechnet,  wo  s  =  0,  mithin  x  gleich 
wird  dem  speciellcn  Werthe 

{y^f + i/i^  -  2)  o = 0..«« . . . 
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Nimmt  man  ^2^'(<)  negativen  Zeichen,  so  erhält  man  im 

Wesentlichen  dasselbe  Besaitet.  SoHLÖMiLcn. 


Z.  €toom«tfiidM  Beitiinmiing  der  Ordniuig  der  sa  einer  FUche 
beliebiger  Ordnung  gehörigen  Heise*ielien  Kemfliehe. 

Dass  die  Kerntiacho  einer  FlHche  w'*"  Grades  voui  Grade  4  («  —  2)  ist, 
beweist  die  aualy  tische  Geometrie  aus  einer  Betrachtung  der  II  esse - 
sehen  Determinante.*  Einen  anderen  Nacliweis  dieser  Zahl  ist  die  neuere 
Geometrie  schuldig,  welche  weder  Gleithungen  noch  Determinanten  kennt, 
und  welche  deshalb  die  Kerntiacho  nicht  als  D  c  te  r  m  i  u  a  n  t  e  n  fläche  auf- 
fassen kann,  sondern  als  den  Ort  der  Punkte  definiren  muss,  deren  (qua- 
dratische Polarflächen  in  Kegel  degeneriren.  Zu  einen»  solchen  Nachweis 
ersclioint  die  Chasles'sche  Methode  der  Charakteristiken**  am  meisten 
geeignet,  was  snt'ort  einleuclitet ,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  ge>uchto 
Ordnungszahl  nichts  Anderes  als  die  Anzahl  der  Kegol  ist,  welciio  in  dem 
Systeme  der  (quadratischen  Polarflächcn  vorkommen,  die  zu  den  silmmt- 
lichen  Punkten  irgend  einer  Geraden  golKiren,  dass  aber  die  Anzahl  dieser 
Kegel  aus  den  drei  Charakteristiken  jeiu  s  Systems  der  Polartiiichen  be- 
stimmbar ist.  Um  jedoch  diese  Charakteristiken  linden  zu  können,  müssen 
wir  einige  allgemeinere  BetrachtangeD  Uber  die  quadratischen  PoiarÜächen 
voranscbicken. 

Die  quadratischen  oder  (n— 2)'^"  Polarflächen  sHmmtlicher  Pnnkte  des 
Kaumes  in  Bezug  auf  eine  Fläche  u^^^  Ordnung  F„  bieten  eine  dreifach  un- 
endliche Mannichfaltigkeit  dar.  Drei  beliebig  gegebenen  Bedingnagen  ge- 
niigt  also  im  Allgemeinen  eine  endliche  Anzahl  dieser  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Z.  B.  geben  (« — 2)'  von  ihnen  durch  drei  gegebene  Punkte, 
weil  die  («  —  2)'''  oder  quadratische  Polarflächc  jedes  Panktes,  der  auf  der 
aweiten  Polarfläche  eines  Punktes  liegt,  diesen  letzteren  enthalt  und  weil 
demnach  die  (11—2)''  Punkte,  in  welchen  sich  die  zweiten  Polarflttchen  der 
drei  gegebenen  Punkte  schneiden,  («—2)'  quadratische  Polarflächen  ha* 
ben,  welche  die  einaigen  sind«  die  diese  drei  Punkte  enthalten  können. 
Da  also  die  Uinzufttgnng  dreier  Bedingungen  erforderlich  ist,  nm  von  den 
sttromtlichen  quadratischen  Polarflftehen  in  Besug  auf  eine  endliehe  An- 
sabl  ansznsondem ,  eine  Fläche  aweitei'  Ordnung  aber  durch  neun  Bedin- 
gungen endlichdeutig  bestimmt  ist,  so  bleiben  irgendwelche  sechs  Bedin- 
gungen flbrig,  denen  alle  die  dreifaeh  unendlich  yielen  quadratisehen  Flft- 
ehen  genfigen  mttssen.  Wenn  nun  eine  Fläehe  «weiter  Ordnung  Doppel- 


*  Öiuho  Sulmon'a  Aualyt.  Geometrie  dcsßauiues,  von  Fiedler  bearbeitet, 
U.  Theil  a.  25. 

**  CoH^Uu  rendta,  Baad  58, 50,  02  etc. 
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panktn  hat,  so  ist  dies  ontwedor  oiner,  oder  es  sind  einfach  unendlich  viele 
oder  endlich  doppelt  unendlich  vioh?.  In)  eiaten  Falle  ist  dio,  Fliicho  in 
einen  Kogel  «weiter  Ordnnog  degeuerirt,  dessen  Alittelponkt  der  Doppel- 
paukt  i»t,  im  zweiten  Falle  in  ein  Paar  von  Ebenen,  deren  Schnittgerade 
Ort  der  Doppelpunkte  ist,  und  endlich  im  dritten  Falle  in  eine  doppelt  za 
denkende  Ebene,  deren  sämratliche  Punkte  die  Doppelpunkte  sind.  D* 
aber  eio  Kegel  dnreh  acht,  ein  Ebenenpaar  dnreb  seehs  und  eine  Ebene 
•durch  drei  Bedingungen  endllcbdentig  bestimmt  ist,  so  kommen  anter 
jenen  sechs  gemeinsamen  Bedingongen  unterworfenen  qnadratiseheo  Polare 
flächen  von  Kegel  in  doppelt  nnendlieher  AnsabI,  Ebenen- 
paare in  endlicher  Ansaht*  und  doppelt  an  denkende  Ebenen  gar 
nicht  yor.  '  Setst  man  diese  drei  Ausartungen  cj^uadratischer  Flächen  mit 
den  drei  Grnndgebilden  erster  Stnfe,  dem  EbenenbQschel ,  dem  ebenen 
Strablbttschel  nnd  der  geraden  Punktreihe  in  unmittelbare  Beaiehung,  so 
erhHlt  man,  dass  die  beiden  Tangentialebenen,  welche  jedes  Ebenen- 
büschel mit  einer  Fliiclio  zweiter  Ordnung  gtMnein  Imt,  zusainmonfallen, 
wenn  die  Fläche  in  einen  Kegel  degenorirt  ferner,  dass  die  beiden 
TrtUf^enten,  welclie  jedes  ebene  S  t  r  a  h  1  h  ii  s  c  h  e  1  mit  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  ^'otnein  hat,  zusnmmonfallen,  wenn  die  Flache  in  ein  Ebenen- 
paar il<'ir<'Tierirt ,  und  endlich,  dass  die  lieiden  Pinikti»,  welche  jede  ge- 
rade Funktrcihe  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gemein  hat,  zu- 
sammenfallen, wenn  die  Flüche  in  eine  Doppolebene  degcuerirt.  Dem- 
geml&ss  können  wir  behufs  späterer  Anwendung  den  obigen  drei  Bemerkun- 
gen über  die  Anzahl  der  Fn  angehörenden  degenerirten  quadratischen  Po- 
larflftcbcn  die  folgende  Gestalt  geben: 

In  der  einfach  unendlichen  Schaar  der  quadratischen  Polarftäohen 
in  Besug  auf  irgend  eine  Fläche  Z*«  giebt  es 

1)  sweifach  nnendlich  viele,  welche  mit  jedem  EbenenbOsehel 

gwei  susammenfallende  Tangentialebenen  geroein  haben; 
S)  endlich  viele ,  welche  mit  jedem  ebenen  StraMbtischel  swei  tu- 

sammenfallende  Tangenten  gemein  haben ; 
S)  keine,  die  mit  jeder  geraden  Punktreihe  swei  susammenfallende 
Pnnkte  gemein  hätten. 
Um  nun  die  Ancahl  der  Punkte  an  bestimmen,  welche,  auf  irgend 
einer  Geraden  /  lieo;end,  Kc^jc**!      quadratischen  Polarflächen  haben,  sind 
zuvörderst  die  Charakteristiken  jt*,  i»,  p  der  einfach  unendlichen  Schaar 
oder  d<'8  Systems  S  der  quadratischen  Polarliiichen  zu  bestimmen,  die  zu 
den  sännntlichen  I'unkten  von  /  gehören;  d,  h.  es  ist  die  Anzahl  ^  derjeni- 
gen Flächen  des  Systems  anaugeben,  welche  durch  irgend  einen  JL'uukt  P 


*  Nämlich  10  (n — 2/,  wie  weitere  Unteraachiingen  ergeben. 
**  Man  darf  nicht  Übersehen,  dass  Tangentialebene  einer  in  einen  Kegel  ans- 
geartatea  IfUleke  jede  dnreh  seinen  Mittelpunkt  gehende  Ebene  ist. 
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gfilien,  (lio  Anzühl  v  dnror,  wolclio,  irgond  oino  Ooradc  G  bpriiliron,  und 
eudlich  die  AuzhIiI  g  derer,  welche  irgend  eine  Ebene  £  berühren. 

Die  zweite  PolaiÜHche  eines  Punktes  P  in  l^ezTip;  auf  ist  von  der 
{«—2)**'*  Ordnung,  schneidet  demnach  /  in  n — 2  Punkten,  deren  n — 2  qua- 
dratische Polarflächen  «owohl  sn  S  gehören ,  als  auch  durch  P  gehen  mils» 
sen.  Da  ferner  ersichtlich,  dass  diese  Bedingungen  Ton  keinen  anderen, 
als  von  diesen      2  Flächen  gleichseitig  erfUllt  werden,  so  resnitirt: 

4)  ;»  =  fl  — 2. 

Durch  jeden  Punkt  y  einer  Geraden  0  geiien  ftlso  ;/  —  2  Flüchen  des 
Systems  5.  Diese  schneiden  C  in  n — 2  zweiten  Schnittj)unkten  g'.  Da 
auf  diese  Weise  jedem  Punkte  7  von  G  n  —  2  Punkte  (j  zugeordnet  sind, 
und  umgekehrt  auch  zu  jedem  Punkte  (j  n  —  2  Punkte  7  ;;eii<)ren  müssen, 
60  giebt  es  nach  einem  bekannten  Satze  2  {11  —  2)  iStclleu  auf  6',  wo  der- 
artig zugeordnete  Punkte  g  und  g  zusammenfallen.  Es  fragt  sich  nun, 
wodurch  solche  Stellen  hervorgerufen  werden  können.  Entweder  dadurch, 
dass  G  dort  von  einer  FlKche  des  Systems  berührt  wird,  oder  dadurch,  dass 
G  dort  von  einer  in  eine  Doppelebeue  degenerirten  Fläche  geschnitten 
wird.    Da  letzteres  nach  Satz  d)  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  folgt  jetst: 

5)  v«2{ii-2). 

Jeder  Strahl  e  eines  ^ebenen  Strahlbüschels  E  wird  also  von  2(n  —  2) 
Flächen  des  Systems  5?  beriilirt.  An  jede  derselben  geht  noch  eine  Tan- 
gente e\  welche  auch  zu  den  Stralilcn  von  E  gehört.  Da  somit  jedem 
•  Strahle  c  von  E  2(/j  —  2)  Strahlen  c  zugeordnet  sind  und  auch  umgekehrt 
zu  jedem  Strahle  e  '2(n  —  2)  Strahlen  e  gehören,  so  giebt  es  also  in  E 
4(n  —  2)  ausgezeichnete  Strahlen,  in  denen  zwei  derartig  zugeordnete 
Strahlen  zusammenfallen.  Dieses  Zusanimenfallen  kann  herrühren  erstens 
dem  Satze  4)  gemäss  von  den  |u  =  n  —  2  Flächen,  welche  durch  den  Mittel- 
jiunkt  des  ebenen  Strahlbüschels  E  gehen,  zweitens  von  den  ^  Flächen, 
welche  die  Ebene  dieses  Strahlbüschels  berühren,  und  drittens  von  den 
etwa  im  Systeme  vorkommenden  in  Ebenenpaare  degenerirten  Flächen. 
Da  aolclie  nach  dem  Satze  2)  flberhanpt  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden 
sind,  also  bei  der  allgemeinen  Lage  der  Oeraden  /  nicht  vorkommen,  so 
folgt  nun: 

6)  ^  =  3(»— 2). 

Jede  Ebene  h  eines  EbenenbUschels  II  wird  also  von  3(n— 2)  Flächen 

des  Systems  S  berührt.  An  jede  derselben  geht  n(»ch  eine  Tangential- 
ebene //,  welche  auch  zu  den  Ebenen  von  //  g(dii>rt.  Da  auf  diese  Weise 
jeder  Ebene  h  3(«  —  2)  Ebenen  //  zugeordnet  sind,  und  auch  umgekehrt 
jeder  Ebene  //'  — 2)  Ebenen  //  entsj)rechen  müssen,  so  giebt  es  in  dem 
Ebenenl»ühchel  //  (3  (/<  —  2)  Ebrueu,  in  welche  derartig  zugeordnete  Ebenen 
h  und  h  zusammenfallen.  Dies  sind  erstens  nach  Satz  5)  die  v=:2(«  — 2} 
doppelt  zu  denkenden  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Axe  des  Ebenen* 
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büschels  nn  ilio  sip  berüliromlpn  Fläclu'n  J^olpgt  worden  könnon,  und  zwei- 
tens die  doppelt  zu  denkenden  ]/l>enen,  weiclie  durch  die  Axe  gehen  und 
die  etwa  vorkoinnjenden  in  Ivc^cd  de^enci irten  1 'lachen  des  Systems  be- 
rühren, d.  h  die  Ehenen,  welclie  durch  die  Axe  und  die  MittL'l]mukte  die- 
ser Kegel  gehen.  Bezeichnen  wir  also  die  Anzahl  der  in  dem  äj'steme  S 
Torkomnienden  Kegel     so  erhalten  wir: 

7)  it  =  4(«— 2). 

Es  könnte  sieh  nun  vielleieht  noeh  fVagen ,  ob  nicht  jeder  dieser  Kegel 
qQtdratitiehe  Polarflftehe  mehrerer  Pnnkte  der  Geraden  /  sein  könnte.  Dies 
so  erörtern ,  wollen  wir  annehmen ,  die  Ansaht  der  «af  /  liegenden  Punkte 
.V,  welche  ein  und  dieselbe  quadratische  PolarflSche  in  Bezug  anf  /*„  ha- 
ben, sei  X.  Dnnn  entspret  lien  jedem  Pnnkte  .\'  auf  /  zwei  Punkte  f  als  die 
Scliuittpunkte  der  zu  A  gehörigen  P(darHaclie  niit  /.  Durcli  jedon  Punkt  f 
gehen  nach  Satz  4)  ^i  —  n  —  2  quadratisclie  Pohuiliidien.  .lede  derselhen 
ist  Polarflache  zu  x  Punkten  auf  /.  Demnach  entsprechen  jedem  l'unkte  f 
X  {n  —  2)  Punkte  .V.  Es  giebt  al.so  auf  /  2 -|- (« —  2)  Stellen,  wo  derartig 
zugeordnete  Punkte  /"und  A  zusammenfallen.  An  solchen  Stellen  liegt  ein 
Punkt  nnf  seiner  eigenen  Polarfläche,  mu»s  also  auch  auf  üegen.  Jene 
Stelleu  können  also  nichts  anderes,  als  die  n  Punkte  sein,  in  welchen  / 
schneidet.  Wir  haben  also  2-^  x  {n—2)  ^  u  ,  woraus  folgt  x  =  {,  Da 
nun  die  Anzahl  der  im  Systeme  vorkommendenfLegel  ifhch  Satz  7)  4(n— 2) 
ist,  so  gieht  es,  weila;  =  l  sich  ergah,  auch  anf  der  beliebigen  Geraden 
14 (n— 2)  Funkte,  welche  Kegel  sn  quadratischen  Polarflilchen  haben. 
Dcmnaeh  ist  der  Ort  aller  solcher  Paukte  oder  die  Hesse* sehe  Kemflftche 
▼on  der  Ordnung  4(ii— 2}« 

H.  Schubert,  cand«  math. 


XL  Einige  Sätse  Aber  die  Epicycloide  und  Hypooycloide. 

1.  Wenn  sieh  swei  Pnnkte  auf  einem  und  demselben  Kreise 
gleichförmig,  aber  mit  versohiedener  Geschwindigkeit  fort> 
bewegen  und  wenn  die  gleichseitigen  Lagen  beider  Punkte 
durch  gerade  Linien  verbunden  werden,  so  umhüllen  diese 
Linien  eine  Epicycloide,  wenn  die  Bewe gungsriehtung  der 
beiden  Punkte  eine  gleiche,  und  eine  11^  p ucycloid e,  wenn 
sie  eine  entgen^enfjesetzte  ist. 

Üui  diesen  Satü  zu  beweisen,  le^n*  uian  durch  das  Ccutrum  des  Kreises 
ein  Axenkreuz  und  /war  der  Einfachheit  iialher  so,  dass  die  .V-Axe  durch 
einen  der  Punkte  geht,  in  welchen  sich  die  bewegten  Punkte  begegnen. 
Aisdaun  sind,  wenn  man  das  Vei  hä!tiii"»s  der  ( iesehwiiMÜ^ki  itcn  durch  n 
bezeichnet,  wobei  w  stets  <rr<isser  ahs  I  aii;:eiiHUi inen  wcnleu  kann,  die 
gleichzeitigen  Lagen  der  zwei  Punkte  ausdrUckbar  durch  die  Gleichungen: 
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ijijtfj'y^i— — »^^^^^  "        -  « 

a*,  =  «  cos  w  (p ,      //,  =  rt  sin  n  tp. 

Indem  man  nun  aas  der  Gloiclaing  der  Verbindunghiinie 

s  (ßin  nip  —  Sit»  19) -—y  {co9  ntp  —  co«  ^)  » a  sin  (n  —  1)  9 

and  der  aas  derselben  dnrcb  Differeoziren  nach  9  erhaltenen  Gleiclinng  x 
ond  y  bestimmt,  erh&lt  man  schliesslich: 

«+ 1  ' 
y  =   '!  ,  C«     V + *•«  «9). 

w  -f- 1 

Diese  boifl(Mi  Gleichungen  stellen  aber  eine  gerneine  Epicjcloide  dar, 
bei  welcher  die  A  *  Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  vom  Centrnm 
am  weitesten  abstehen.   Der  Halbmesser  des  Wälsungskreises  ist 

a 

and  derjenige  des  Grandkreises: 

-«TT- 

Hierbei  war  die  Bewegnngsrichtang  der  beiden  Pankte  als  gleich  angenom- 
men; im  entgegei^gesetztcn  Falle  wQrde  n  mit  sn  vertaaschen  gewesen 
sein  and  man  würde  die  Gleichnngen  der  gemeinen  Ilypoc^^cloide  erhalten 
haben. 

2.  Aus  den  obigen  Gloicbuugen  für  a;  nnd  ?/  ersieht  man  sofort,  dass 
die  Sclmc  des  Kreises  durch  dm  Berührungsjjunkt  in  dem  constauten  Ver- 
hältnisse n:  \  getheilt  wird,  so  dass  sich  der  Satz  ergiebt: 

Jeder  Punkt  einer  gern  einen  F^picjcloido  t heilt  die  in- 
nerhalb des  nmscbriebeucn  Kreises  liegende  Strecke  seiner 
Tangente  in  constantein  Verhältniss. 

Gleiches  gilt  für  die  Hypoeycloide,  nar  dass  hier  der  umschriebene 
Kreis  mit  dem  eingeschriebenen  an  vertanschen  ist  nnd  der  B^rtthrnngs- 
pankt  die  Tangente  stets  ▼on  nassen  theilt. 

Wenn  man  die  Verbindnngslinie  der  swei  sich  bewegenden  Punkte  in 
einem  andern  Yerhältniss  theilt,  so  erhtlt  man  aneh  noch  eine  Epicjcloide, 
aber  eine  ▼erlängerte  oder  eine  TerkQrste;  denn  durch 

x=^~  — —  im  cos  cp  4-  cosn  w) , 
m  + 1         ^  ^' 

y  =         (w  sinq,  +  sinnip) 

wird  eine  solche  dargestellt,  bei  welcher  der  Halbmesser  des  Gmndkreises 

am  [n  —  l) 

uud  der  des  Wälzungtikreises 
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am 

ist,  wlhMiid  der  besehreibenile  Pankt  vom  Centram  des  Wäliongakreises 
nn  die  Strecke 

abstellt.  Je  nachdem  m^n,  ist  diese  Cycloide  eine  verkürzte  oder  eine 
verlängortp. 

W«'iiii  insbesondere  w»  =  l  ist,  wenn  also  die  (Jiirve  zu  unter- 

snchon  ist,  w o I c ii e  Tom  Mittelpunkte  derbebne  besebrieben 

w  i  r  d ,  80  erhält  uiao : 

a                        '                 +  1    \        /«  — 1  \ 
««=  —  {cos(p  4-  cosnq>)=:a,eot  l        <pj.  cos  I   <p  u 

y  =  _  {sincp-^-  Sinn  (fj^a,m\^  y-  (pj.cos  (         9  h 
Fttbit  man  Polarcoordinateu  ein,  so  erhält  man  den  £adias  vector 


Qod  die  Anomalie 


w— 1 

r  =  «  eo8  q> 

2  ^ 


n  +  l 


«o  d«N  die  Polargleicbiing  der  Corve  wird: 

»—1 

r=:aeo$ — r-  ». 
n-j-l 

£s  ist  dies  die  Carve,  welche  s.  B.  von  Doröge  im  9;  Bande  dieaer  Zeit- 
schrift nateraacbt  worden  ist. 

3.  Theilt  man  die  Sehne  nicht  von  innen,  sondern  von  aussen  in  dem 
Constanten  Verbältnifls  m :  1,  so  werden  die  Coordinaten  des  Tbeilpanktes 

X  =  — (m  cos  CD  —  eosnw) , 

a 

ff  SB          {m  sin  q>  —  sin  n  gj). 

in  —  1 

Audi  diese  Gleichungen  stellen  noch  eine  Epicycloide  dar,  bei  welcher 
aber  die  positive  X-Axe  durch  einen  der  Punkte  geht,  welche  dem  Cen- 
tram am  nicbsten  liegen.   Der  Halbmesser  des  Grandkreises  ist  dabei : 
.  am  (« — 1) 

n(m— I)' 

deijenige  des  WälBongskreises: 

am 

fi(m— 1)' 

and  der  Abstand  des  beschreibenden  Pnnktes  vom  Gentram  des  Wftlsnngs- 
kreises: 
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m— 1 

Unter  dieeen  dnreli  Mnesere  Theilong  der  Sebnen  erbftlteneii  Cnnren 

ist  ancb  eino  gcmoinc  Epicycloide  entliftlten;  aie  entspricht  dem  »peciellen 

Wcitlic  Die  rnnkto  derselben  würden  sonach  erhalten,  wenn  man 

auf  jeder  Sehne,  dcnrunkt  sucht,  welcher  dieselbe  von  nnüsen  in  deni.sellien 
Verhältnisse  theilt,  als  der  I3erülirungsj>unkt  innen.  Diese  Epicycloide  iät 
der  inneren  iiliulich  und  hat  ihre  Spitzen  in  den  Scheiteln  derselben. 

4.  Bestimmt  man  den  Winkel  z,  welchen  eine  Sehne  mit  der  Tangente 
en  die  durch  TUeilung  im  Verhttltniss  m:l  erhaltenen  Epieydoide  bildet« 
60  ergiebt  sich 

m  — «       «  —  1 
laiuj  z  =  — —  fang     -  <p. 
«IT"»  Z 

Dieser  Werth  wird  0  fOr  ms=it,  wie  bereits  oben  erörtert  ist.  Er  wird  aber 
für  m=s— n nnendlicb,  also  «aaOo^  Die  zweite  von  ans  erhaltene  ge- 
meine Epicyeloide  sebneidet  daher  alle  Tangenten  der  er- 
sten rechtwinklig^  und  ist  somit  eine  Evolvente  derselben  und 
Bwar  diejenigCf  welche  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Abwieke- 
lung  am  Scheitel  beginnt. 

Man  erhält  daher  z.  13.  die  Bogenlünge  einer  -eineineuEpicycloide  vom 
Scheitel  bis  z,u  einem  beliebigen  Punkte,  iinlem  man  in  diesem  eine  Tan- 
gente an  dii^selbo  legt  und  zu  dem  Heriilu ui)g>j»unkte  derselben  und  den 
beiden  Schnittpunkten  ujit  dem  umschriebenen  Ivreise  tleu  vierten  harmoni- 
schen 'l^iukt  sucht.  Die  Entfernung  desselben  vom  ßerührungspuukte 
giebt  die  Bogenlänge  an. 

5.  Ancb  die  oben  erwttbnte  Cnrve 

«  —  1 
r=aco8  — —  « 
«+1 

hat  mit  der  ersten  Epicycloide  einen  einfachen  Znsnmmenbang.  Sie  iat 
nXmlich,  wie  eine  sehr  einfache  Betrachtung  «rgiebt,  die  Fnsspnnkts- 
linie  derselben  für  einen  im  Oentrnm  gelegenen  Pol.  lieber- 
baupt  ist  jede  Cnrve  von  der  Polargleichnng 

r  =  fl  t'os  m  tu 

die  Eusspunktsliuic  einer  Epicycloide  oder  ilypocycloide,  je  nachdem 

»1  <  l 

ist. 

6.  Von  dem  au  Anfang  bewiesenen  Lehrsatse  kann  man  Anwendung 
machen  snr  Bestimmung  der  Catacaustica  eines.  Kreises,  wenn 
der  Leucbtpnnkt  entweder  in  der  Peripherie  oder  unendlich 
fern  liegt. 

Nimmt  man  im  ersten  Falle  an,  die  JT*  Aze  gehe  durch  den  Leocht- 
punkt  und  es  treffe  irgend  ein  Lichtstrahl  im  Kreise  so  auf,  dass  der  Win- 
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kel  Ewiscben  dem  Radios  des  Einfallspunktcs  und  der  Abscisscnaxe  a  ist, 
80  bildet  der  Radius  des  Punktes,  in  welchem  der  reflectirto  Strahl  den 
Kreis  wTcder  trifft,  uiit  doraelben  den  Winkel  2a.  Für  den  Endpunkt  dos 
•weiroal  reflectirten  Strahles  ist  jener  Winkel  3a  n.  s.  w. ;  für  don  des 
A-mel  reflectirten  Straliles  (n  +  i)««  £2»  i«t  daher,  wenn  der  eine  Endpunkt 
dee  letsteren  gegeben  ist  darch  die  Coordinaten 

der  andere  Endpunkt  bestimmt  dnrcW 

«  +  l  «  +  l 

fl  n 
und  die  fi^  Brennlinie  ist  als  Umbilllende  der  Verbindungslinie  dieser 
Punkte  eine  gemeine  Epicycloide ,  welche  lu  den  Halbmessern  des  Gmnd* 
imd  Wftlsungskreises 

a  .  an 

und 


2/1+1  2;i-fl 
hat. 

Wenn  hingegen  die  Straljlen  parallel  auffallen,  so  nehme  man  ihre 
lUcbtnng  zur  F-Axo  und  bezeichne  den  Winkel,  welchen  der  Radius  eines 
einfallenden  Strahles  mit  der  A'- Axe  bildet,  mit  a.  Alsdann  ist  derselbe 
Winkel  für  den  zweiten  Endpunkt  des  einmal  reflectirten  Strahles  3a,  des 
Bweimal  reflectirten  Strahles  5a  u.  s.w.,  des  n-raal  reflectirten  Strahles 
(2  n+l)  o.  Es  ist  daher,  wenn  die  Coordinaten  des  einen  Endpunktes  des 
letaleren  durch 

x  —  a  cos  (f^    y  =  a  sinq) 
gegeben  sind,  der  andere  Endpunkt  bestimmt  durch 

2n+l  .  2«+i 

2w  — 1^'    ^  2w  — 1^' 

ao  dass  aueh  Ar  parallel  einfallende  Strahlen  die     Brennlinie  eine  £pi- 
ejeloide  ist  mit  den  Halbmessern 

a        ,  (2n— l)a 

—  und  — 

2n  4n 

7.  Wenn  man  in  zwei  parallele  Ebenen  zwei  gleicbgrosse  Kreise  so 
legt,  dass  ihre  Mittelpunkte  senkrecht  über  einander  liegen,  und  wenn  man 
ferner  in  denselben  sich  zwei  Punkte  mit  verscliicdcneu  Geschwindigkeiten 
gleichförmig  und  in  gleicher  Riclitung  fortbewegen  liisht  und  die  gleichzei- 
tigen Lagen  dieser  Punkte  mit  einander  verbindet,  so  entsteht  eine  Regel- 
fiäche.  iMcsc  liefert,  wenn  man  sie  durch  Parnllelcbenen  zu  den  Kreisebe- 
nen schneidet,  stets  Epicycloiden  als  Durchschnittslinien.  Unter  diesen  ist 
zunächst  eine  gemeine  Epicycloido  enthalten,  welche  zugleich  für  ein  in 
Richtung  der  Axe  unendlich  fern  liegendes  Auge  die  sichtbare  Grenze  der 
ITläche  bildet.  Zwischen  der  Schnittfläche,  in  welcher  diese  Linie  liegt, 
nnd  der  Kreisebene,  in  welcher  sich  der  langsamer  gehende  Pnnkt  bewegt, 
sind  die  Schnittlinien  der  Fläche  Terkttrate,  auf  der  andern  Seite  dagegen 

CdtMlnifl  1  MAfhMMlIk  «.  Vbj«nc  XV,  2.  10 
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verl&ngerte  Epicycloiden.   Die  Ebene,  welohe  ron  beiden  Krelsflieben 

gleich  weit  absteht,  schneidet  die  Oberfläche  in  der  oben  in  5)  besproche- 
nen Sclilcifcnlinio. 

Unter  den  Schnittlinien ,  welche  durch  Parallelebenen  entstehen,  die 
nicht  zwischen  den  beiden  Kreisebenen  liegen,  ist  wieder  eine  gemeine 
Epicycloide  vorhanden,  nämlich  jenseits  dea  Kreises,  in  welchem  sich  der 
langsamer  gehende  Punkt  bewegt ;  die  Schnittlinien  zwischen  dieser  Schnitt 
fläche  und  dieser  Kreisebene  sind  verkürzte ,  die  Übrigen  yerläogerte  £pi« 
cjfcloiden. 

Zu  je  einer  insseren  giebt  es  eine  ähnliche  innere  Schnittlinie ;  legt 
man  irgend  eine  gerade  Linie,  so  wird  das  Stück  derselben,  welches  zwi- 
schen den  beiden  Kreisebenen  liegt,  durch  die  Ebene  jener  zwei  Schnitt- 
linien harmonisch  getheilt.  Wenn  sich  die  Punkte  in  den  beiden  Kreisen 
nach  entgegengesetzter  Kichtung  bewegen,  ao  werden  die  Schnittlinien  der 
entstehenden  Fläche  Hypoeydoiden. 

8.  Wenn  die  beiden  Kreise  verschiedene  Halbmesser  haben,  so  ändert 
sich  das  Besultat  nicht  wesentlich,  denn  auch  durch 

af«-4-:  {amcos(p  +  beosn<p), 

y  =  ^^^^  {amtin(p-\-b  sintKp), 
werden  Epiejcloiden  dargestellt,  unter  denen  sieh  auch ,  wenn  m  Tariirt, 

zwei  gemeine  Epicycloiden  vorfinden  ^für    =      Q^d  m  =  —  Nur 

ist  die  sichtbare  Orense  der  Fläche  keine  Epicycloide  mehr,  sondont 
susammengesetztere  Cnnre« 

Reichenbach  i.  V.  F.  £.  Eokarot. 


ZU.  Ueb«r  dtt  Birislilet'MlM  Pandoioft  M  mnXlUbm.MIbmm 

Unter  dem  vorstellenden  Titel  giebt  llorr  Unferdinger  im  October- 
hefte  ISfiO  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  eine  Verallgemeine- 
rung des  Satzes,  den  ich  im  14.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  250  mittelst  be- 
stimmter Integrale  abgeleitet  habe.  Der  letztere  betraf  die  Aenderung, 
welche  die  Summe  der  Keihe 

s  +  l    z  +  2^z+8    s  + 

in  dem  Falle  erleidet,  wo  die  Keihenglieder  so  unigestellt  werden,  dass  p 
positive  und  q  negative  Glieder  auf  einander  folgen;  die  Difl'erens  der  bei- 


Digitized  by  Google 


Kleinere  MittLeiinngeo.  135 


^^^^^^^^ 


deneitigen  Sumioen  beträgt  nSmlich  I /^^^*.    In  dem  Unferdinger* 

•eben  Aufsatze  wird  eine  allgemeinere  Reibe,  in  welcher  m  positive  ood 
n  negative  Glieder  mit  einander  abweehseln,  sum  Aasgangspmikte  gewühlt, 
Bimlieb: 


 i  I  I_   1 

«  +  m+l    2  +    +  3    «  +  m  +  8  x  +  ei  +  <i 

 1  1^  1 

s-j-3m  +  ii  +  l    £  +  »M  +  n  +  2  t  +  2«  +  2n 

+  

und  es  bandelt  sich  dann  nm  die  Bestimmung  der  Aendemng,  welche  die 
Snmme  erleidet,  wenn  die  Terme  so  omgestellt  werden,  dass  auf  mm,  po- 
sitive Gllieder  a»i  negative  Glieder  folgen.  Der  Verfasser  findet  als  Dif- 
ferenz der  beiderseitigen  Reihensnmmen  den  Ausdruck 

OT /»/»,— n/ii, 
ffi  -f«  • 

welcher  für  m  =  n  =  1  f  m,  =p,  n^—q  in  den  früher  erwähnten  Übergeht. 
Für  den  Fall  mlm^ss^nln^  verschwindet  die  obige  Difierens. 

SOHLdMILCH. 


XIlI.  Veber  die  elektrische  Entladung. 

In  den  Sitznngsberichten  der  Königl.  Bayerischen  Akademie  der  Wis- 
senschaften (1870,1,2  vom  5.  Februar  d.  J.)  theilt  Professor  Beetz  die 
ßesnitate  einer  von  Professor  von  Bezold  ausgeführten  Untersuchung 
Uber  die  elektrische  Entladung  mit.  Dabei  worden  folgende  bemerkena- 
werthe  Resultate  gewonnen : 

!•  Bietet  man  einer  elektrischen  Entladung  ««eil  Darchbreehnng 
einer  Fnnkenstrecke  swei'  Wege  snr  Erde  dar,  einen  kursen  / 


*  Herr  Unferdinger  sagt  am  Ende  von  §3  seiner  Abhandlung,  dass  ich 
Bu  der  genaaoten  üstcrsuehuBg  dnrdi  eine  brieflidi«  Mitthcilnng  von  seiner  Seit« 
angeregt  worden  sei.  In  der  That  hat  mir  Herr  Unferdinger  eine  Notis  liier- 
über  ankommen  lassen,  aber  aueh  umgehend  die  Antwort  erhalten,  dass  mir  die 
Sache  nicht  neu  sei ,  denn  sie  war  längst  für  den  zweiten  Band  meines  in  wenigen 
Wochen  erscheinenden  Uebungsbuch«  der  höheren  Aiialysis  rcdig'irt.  Uobrip;cn8 
gehört  der  Qegeostand  au  den  Kleinigkeiten,  die  Jeder  fiudet,  der  »ie  finden  wiU. 
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und  einen  lUngcren,  durch  eine  Prnbpplatte  unterbrochenen, 
so  findet  hei  kleinen  Schlagweiten  eine  Tlieilung  des  Ent- 
laduDgHstromes  statt.  Bei  grösseren  Funkenstrecken  hingegen 
»chlttgt  die  Klektricitftt  nur  den  kurzen  Weg  ein  und  reisst  so- 
gar aus  dem  anderen  Zweige  gleicUnamige  Elektricit&t  mit  sich 
fort. 

2.  Sendet  man  einen  elektrischeu  Wellen^ug  in  einen  am  Ende 
isolirten  Draht,  so  wird  derselbe  am  Ende  reflectirt.  Die  Er- 
scheinungen ,  welche  diesen  Vorgang  bei  alternireuden  Eni- 
ladnngen  begleiten,  scheinen  ibrt'n  Ursprung  der  Interferens 
der  ankoniinendon  nnd  reiiuctirten  Wellen  zu  verdanken. 

3.  Eine  elektrische  Entladung  pflanzt  sich  in  gleich  laugen  Dräh- 
ten gleich  rasch  fort  ohne  Kücksicht  auf  das  Material,  aas  wel- 
chem diese  Drllhte  bestehen. 


XIV.  Zar  OaM^ehte  der  Telegrapkie  und  dei  Magnetisimis. 

In  der  kleinen  Mittheilnng  auf  Seite  60  dieses  Jahrganges  hat  sieh  ein 
Irrthnm  eingeschlichen,  aufweichen  mich  brieflich  aufmerksam  so  machen 
Fürst  Balthasar  Bon frompagni  in  Rom  die  Gkwogenheit  hatte.  Ueber 
die  auf  Seite  06  erwfthnte  Mittheilnng  des  Barnabiters  Berte IH  in  Neapel 
berichtete  Chasles  der  Pariser  Akademie  (CSompl.  rentLZXVII^  P*785), 
fahrte  aber  nach  J.  B.  Porta,  1558,  irrthamlich  „£.  Barbieri,  tecriUtire 
de  la  biblioihigue  palatine  de  Parme,  1600**  nnter  Denen  auf,  in  deren  Wer- 
ken sich  früher,  als  1680  (Seite  66  steht  fftlschlich  „als  1830**  und  „S.  B. 
Porta**)  die  Idee  eines  magnetischen  Telegraphen  finde.  Jene  brief- 
liche Mittheilnng  Bertelli'sanBoncompagniistin  dem  von  Letiterem 
redigirten  Balietino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delte  Seienxe  maiematiche  e 
fisiche  {Giugno  1888)  enthalten,  und  die  hier  In  Frage  kommende  Stelle  lautet: 

„ . . . .  irovo  in  im  aJiro  ffoOMiento,  comunicalomi  dal  Sig.  Abaie  Luigi  Bar- 
biert^ Segretario  deUa  Bibliotheea  Pahlina  di  Parma,  Quesio  documento  ä 

un  passo  (f  un  opera  di  Anselmo  de  Boodl  di  Bruyes  iutUoUita  „  Gemmarum  ei 
lapidum  hisioria^\  e  Ftnmpaia  per  la  prima  voUa  in  Unnau  nel  |{>09." 

Barbieri  ist  also  zur  Zeit  Bibliothekar  in  Tarma  und  Solle  (»0  linttc 
der  Leibarzt  Kaiser  Ivudolpii  Ii.,  Au  sei  in  de  Boodt  in  Brügge,  go- 
nanut  werden  müssen. 

Ans  der  erwähnten,  von  Fürst  Boncompagni  mir  giiti^'st  übersandten 
Juni  -  Nuiiuuer  des  /»iillclimi  hrii^e  icli  aber  ersehen,  d-tss  die  auf  Seite  üü 
angoführten  (^)u('lleu  dem  Wesen  nach  sehr  verschieden,  auch  wenigstens 
zuui  Theil  nicht  ohne  iuneni  Zuhuiniiit'iibaiig  sind,  und  deshalb  sei  es  ver- 
gönnt, etwas  aubfuhrlicUor  aui'  die  botroÜ'oado  Sachlage  uiuzugcheu. 
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1.  Am  Sehlnss  dra  21.  Kapitels  d«»  iweifcen  Boches  in:  „  Jf«^e  fialv- 
mKf ,  iiM  de  miraadis  rerum  naiuratüm  UM  III,  Jo*  BaptUlm  PoHa  NeapoU- 
Um  auelore  NeapoU  MDLVUt*  heisst  es: 

„2Vb«  mm  ü^uamdum  catu  üweiikmu  experimeiUiim^  vi  arenam  aUtam  m 
nign  separet^  vel  «/io  diMcrimme  neleMfem,  ei  forlatu  expenmentam  hoc  anU- 
qmrum  fuerU^  quod  magnetf  el  ferrum ,  arenam  oUum ,  et  omne  irakerei,  Tandem 
«jut  eommoääale  per  longingua  itUerpoHa  älloeimiur  eimia,  el  timvt  mmUanL** 

Porta  berichtet  also  Uber  diese  Anwendong  des  Magnetes  nicht  wie 
ftber  eine  eigene  Sache ,  sondern  wie  ttber  ein  Experiment  eines  Andern. 
Nach  einer  Andeutung  in  der  Vorrede  su  der  1580  erschienenen  sweiten 
Auflage  der  Mogia  naitiraiie  ddrfte  die  Herausgabe  der  ersten  Auflage  ins 
Jahr  16S8  fallen.  Der  obige  Vorschlag  an  einem  magnetischen  Telegraphen 
attttat  sich  auf  die  VtHranssetinng  yon  sympathetischen  synchronen 
BchwinguDgen  sweier  von  einander  entfernten  Magnetnadeln.  Da  nun  in 
der  20  Bücher  enthaltenden  sweiten  Anf  lago  der  JUagia  naturalis  dio  eben 
angezogene  Stelle  nicht  mehr  vorkommt,  so  scheint  Porta,  der  sich  in 
der  Vorrede  zu  dieser  zweiten  Auflage  als  eiuen  sorgsamen  Forscherin 
den  Geheimnissen  der  Natur'*  bezeichnet,  sich  iuz\vi^^LllL'!l  cntt.'iusclit  und 
von  der  Lnuu.sfiihrbarkcit  jenes  Vorschlags  überzeugt  yai  haben.  Üies  dürfte 
Wold  um  80  mehr  anzunehmen  sein,  als  Porta  im  ganzen  10.  Buche  (das 
die  Uebersclirift  führt:  de  invisibihhus  hlcrarum  miis)  von  der  ,, Geheim-  und 
Fern -Schreiberei"  handelt.  Im  12.  Kapitel  (dessen  Titel :  quomudu  lunge 
loqui  possit)  desselben  Hu( -hes  spriclit  er  auch  von  der  Keflexiou  des  Schalles, 
und  in  demselben  Kapitel  schreibt  er: 

y^Scd  (ulius  et  dar  ins  }>sr  tubum  omicis  omnia  significare  polerimtts ,  Sit 
iuhns  ficlilis,  sed  mi^lius  pliirribeus,  vel  rx  nliqua  materia  optime  clausus,  ne  vox 
longiludine  eu  irutriiatur ,  nam  quicquid  loqueris  ex  una  parle,  vox  incorrupta  in- 
tegru  ,  ul  ex  ure  luquenlis  prodiit ,  ita  ad  aller  ius  nur  es  provenil,  quod  etiam  per 
aliquot  miliaria  ficri  possc  uon  dubilo  ....  Nos  per  bhcentum  pussus  rxperti 
sumus ,  quum  alia  cummuditus  non  daretur^  et  verba  ita  aperta  et  clara  ex  audie' 
baniur^  ul  per  os  loquenlis  prolala  erant.'* 

An  diesen  Vorschlag  zu  einem  akustischen  Telegrajdien  (welchen 
ich  1863  und  später  nach  „Poppe,  die  Telegraphie,  Frankfurt  1848,  S.2ö" 
als  ins  Jahr  1579  fallend  angeführt  habe)  knüpft  Berteiii  einen  eigenthUm- 
lichen  Vorschlag  zur  Verbindung  der  akustischen  und  elektrischen  TclO' 
graphie  für  die  Zwecke  der  unterseeischen  Telegraphie:  „es  sollen  um  eine 
metallene  Aöhre  isolirte  Dräthe  spiralförmig  gewickelt  und  mit  der  Röhre 
versenkt  werden,  wobei  man  ein  leichtes  und  festes  Kabel  erhielte,  das  als 
akustischer  und  elektrischer  Telegraph  zugleich  dienen  könne". 

2.  Im  254.  Kapitel  des  aweiten  Büches  von  ^,Anselmi  Boetn  de  Boodt 
Brugensis  Belgae . . .  G€iiiiiMrrtim  el  Lapidum  Eieiona  • . .  Hanbviae  . . .  MDCIX^*' 
wird  bestimmt  ausgesprochen,  daaa  der  Magnet  nur  anf  kleine  Entfernungen 
wirken  könne: 
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„  Putant  aliqtä  magnelem  aui  acum  magneticam  usui  esse  ad  animi  tecrela 
palefaeienda  amico  «  noüs  cenlum  aut  ducenüs  miliaribui  dUkMU,  ted  9eke» 
menier  erranU  Cau$mn  errori  praehuit  virlus  magnetis ,  quae  nrum  ferreom  eUam 
per  fabulatum  wut9et,  ae  deinde  facultas  poU  «rctici., .  •  gui  ad  mulla  centena 
nuUaria  in  acum  magnelicttm  ut  Uli  aHritrmUitr  agere  potesL  £xiilimant  enim 
nuignelem,  qm  teUffH  aeum  ae  äU  virMem  tuam  eommumieaviif  itmUem  habere^ 
ei  taUrn  eumWa  eofuentum :  ut  Jt  moifeatur,  exmptt  graHa  deeem  gradibui  orim- 
Um  9€rm»t  etiam  tot  ffradSnu  aeum  moMn*,  dKomfi*  eetdwn.  mißaribMi  ab  ilh 
dittet,  Sed  ut  disei  ftUhmtur:  firfa  eerlMnnmi  «fl  nuignetem  gui  ferreum  ueum 
ieUgU,  taiUum  iutra  urtum  ipaeium  et  exiguum,  forte  Irium  uut  putuer  pedum 
iOud  mmtere.** 

In  d«r  Le^rdeiMT  AnagAbe  (beiorgt  tob  Adrian  Toll,  lOM)  des  Wer* 
kei  von  Anselm  de  Boodt  lautet  diese  Stelle  geaan  ebenso;  desgleieben 
In  der  dritten,  aneb  von  Toll  besorgten  Anflage,  Lejden  1647.  Dieselbe 
Stelle  findet  sich  in  franidsiscber  Uebersetsong  in  dem  1644  in  Lyon  er- 
schienenen Werk:  „£0  parfaU  JeaüUer  ou  hittoire  det pierreriee  • . . eampoeä 
par  Anselme  Beeee  de  Boet .  • .  enriehi  pur  Amdri  Toü^  Jhet.  Med,  de  Leide,** 
8.  Trotsdem  besingt  der  Jesnit  Famiano  S trade  in  seinen  iVo- 
iueienee  Jeodemieae  (Rom  1617;  Ueb.  II,  probuio  VI,  Jead,  II)  den  magna- 
tisohen  Telegraphen  nnd  das  Telegraphiren  mit  einem  Zeigertelegrapben 
mit  folgenden  Versen; 

„Magnesi  geuue  ett  Utpi»  nUrMef  eut*  ei 

Corpora  ferri  plura ,  siylotoe  admooeries  inde 

Non  nwdo  tim,  motumque  IrohetU,  guo  eemper  ad  UremUf 

Quae  lueei  vid/ia  polo  ss  oerlere  teuteut: 

Verum  etiam  udra  inier  te  raHone  modoque 

Quolguol  cum  lapidem  teügere  styli,  fimul  omuee 

Conspirare  Htum  motumgue  videbit  iu  uuuau 

Ut  si  forte  ex  his  aliquis  Romae  moveatur 

Alter  ad  hunc  moium ,  quamvis  sit  ditsUut  longo 

Arcano  se  naturac  focdere  vertat. 

Ei'ijo  (igt' ,  si  quid  scivc  voh'S,  qui  distal  amicü  ^ 

Ad  (jucm  nulla  acccderc  possil  Epislola ;  sume 

Planum,  Orbem  patulamque ,  notas  elementaque  prima, 

Ordine ,  quo  discutit  pucri,  desct  ihe  per  oras 

Extrcmas  orhis :  mcdioquc  rcponc  jacenlem, 

Qui  tetigit  magncta,  stylum  :  ut  versaiilis  indc 

Littrrulam  quamcunque  velis^  coniingcre  possil. 

Uujus  ad  cxcmplum ,  sivxili  fahrico  vcris  orbem 

Maryine  dcscriptum.  muniluinquc  indicr  ferri^ 

Fern  quod  motutn  magnete  acccpil  ab  illo. 

Ilanc  Orbem  discessurus  sibi  portct  Amicus , 

Conveniaigue  priui,  gm  tempore  gueisoe  diebtu 
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Exploret,  Stylus  an  (repidet^  quidpeiHäke  HgneL 

His  ita  compositis ,  si  dam  cupis  alloqui  Amicum 

Quem  procul  a  tele  tcrrai  distinet  ora; 

Orbi  adjunge  manum ,  ferrum  tersaiile  fracia. 

Hie  disposta  vides  elementa  in  mnrginc  tolo: 

Queis  opus  est  ad  vcrba  notis ,  huc  dirige  ferrum  y 

Litterulasque  modo  hnvc,  modo  et  illam  cuspide  iange, 

Dum  ferrum  per  eas  ilerumque  ilerumque  rolando , 

Componas  sigiUatim  sensa  omnia  menlis, 

Mira  fides  :  lange  qui  distal  ceniit  amieut 

Nullius  impulsu  trepidare  »ohibiU  ferrum 

Ihme  Ave,  Aiinc muß  diteurrtre:  eoneeiue  haeret^ 

OUervalque  efyU  dudum,  seguilurque  legeni» 

Bine  tdque  Mnc  eUmenlar  quSlnu  in  verbä  coucHt 

Quid  eit  oput  tenltt,  ferroque  üUerprele  diteU, 

Quin  efAmi  «im  ttare  ttjftum  videt,  ipte  piciseim 

Si  quae  respondenda  puM^  Hmüi  raUone 

LUterM  varie  UieHe,  reseriM  tmieo,** 
Diese  Stelle  wvrcle  yoo  Joseph  Addieon  in  seinem  Jonrnal  „The 
Spectator",  Nr.  241,  vom  6.  Deeember  1721  englisch  wiedergegeben,  und 
daraos,  glaubt  Berteiii,  hat  Abb^  Fr.  Moigno  die  in  der  1852  in  Paris 
erschienenen  zweiten  Auflage  seines  ^^Traite  de  tclcgraphie  elcctrique^^  (S.  58 
a.  59)  enthaltene  Notiz  geschöpft,  welche  anhebt:  ^^Strada,  dans  ses  Prolu- 
tions,  parle  (furie  correspondance  faniaslique'-\  und  mit  den  Worten  schliosst: 
yyChorwanf  reve  ou  Operation  neerotnancienne !  Ce  passage  eurieux  a  ele  cite  par  * 
Addison  rn  17ir*.  Vor  Moigno  spricht  von  jenem  magnetischen  Tele- 
graphen Georg  Bidone  in  einer  die  Verse  Strada's  wiedergebenden 
geschichtlichen  Notiz ,  welche  zuerst  Prof.  Baruffi  in  dem  Werke:  „L'An- 
nodalore  Piemonlese . . . ,  per  Mich.  Ponza,  vol,  VlI^  p.  115 — 116.  Torino^\ 
und  dann  Kam  bei  Ii  in  seinen  „LeUere  mtemo  iiwentioni  e  tcoperte  Oalianef 
Modena  1844,  leit.  83"  mittheilt. 

4.  Nun  folgt  die  schon  anf  S*  66  dieses  Jahrgangs  in  ihrbm  lateini« 
sehen  Wortlante  gegebene  Stelle  ans  dem  1682  in  Florens  snerst  gedmckten 
tJ^iähgo  iniomo  ai  due  manimi  syiiemi  dd  mondo  Tolemaieo  e  Copermcano**, 
Galilei  begann  lesii — 102S  seine  Dialoge  an  schreiben. 

5.  Vor  1627.  Nieht  minder  denüieh  beschreibt  (nnter  Beigabe  efaier  Ab- 
hildnng)  Nicoiao  0 ab eo  ans  Ferrara  in  seiner  erst  1620  in  Ferrara  ge- 
dmckten, aber  firtther  verfassten  nPhÜosophia  magneHea^  (lib.  IV  Cap.  X 
p,  301—906),  wie  der  von  Anderen  erwähnte  nfagnetische  Telegraph  einsn- 
richten  sei,  leitet  aber  dann  mit  den  Worten:  ^^Sie  isN somnianif  ne  dieom, 
menfiunlur  . . .  Bunc  igitur  non  effectum  probo ,  sed  improbo  errorem ,  ne  quis  spe 
iKim  delusus,  nos  severns  leges  suheal  nuUo  evenlu'^  die  Aufführung  einer 
Reibe  von  gewichtigen  Gegengründen  ein.    Den  vierten  derselben  führt 
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B erteil!  mit  den  Worten  auf:  „4.  ükt  la  forxa  daUa  quak  dirigesi  natural- 
menle  Tago  terso  i  poU,  nette  due  bmtole  i  egwUe  per  eiiirambi  gli  oghi^  menire 
U  forxa  detta  iMfio,  la  quaie  ad  arte  ritira  wto  degtt  aghi,  per  Iratportario  tuüe 
»ingole  lettere  del  guadrante^  ^  una  forza  aeveiUitia,  eke  Irovaei  eettoHto  in  una 
hutsetOf  e  non  neUC  aiira,  quindi  Teffäto  dynamieo  deUe  forte  non  puö  euere 
tdenUeo  nette  due  buttoh^,  Zorn  Bobloes  ibeilt  Oabeo  (der  Entdeeker  der 
magnetiaohen  Bipolaritlit)  mit,  dasi  Andere  t^pienter,  ui  delerreant  ab  ex- 
perimeato**  umgekehrt  riethen,  das  Veraoriom  ane  Eisen,  die  im  Kreise 
stehenden  Buchstaben  aus  demselben  Hagnet  henustellen. 

6.  Der  in  den  eu  Ronen  1828  anonym  erschienenen  ^^Reerialiont  malOli' 
matigues**  erwttbnte  Versuch  stiromt  der  Sache  nach  mit  dem  Ton  Cabeo 

bescliriebenen  Qberein ,  wnrde  1636  mit  sehr  geringen  Ablndernngcn  von 
Wynant  van  Westen  übersetzt,  und  von  ihm  war  in  der  französischen 
Akaclcrnie  {Compt.  rend.  LXVJ,  1109;  vergl.  auch  S.  351  -352  im  XIV.  Jahr- 
gang (lioscr  Zoitschrift)  die  Rede  in  Folge  einer  Notiz  in  B  on  c  o  ni  p  n  n  i '  s 
„liullt'linu  (Ii  BihHografia''.  Die  im  Kiii;;ango  zu  moinev  houtigon  Bcrichligung 
nnd  auf  S.  6<)  erwälnite  hriefliche  Mitthoilnng  Bertelli'san  Honcoiu- 
pagni  war  veranlasst  durch  eine  von  Vo  r  s  t  e  rm  a  n  u  vjin  Oijen  aus- 
gehende, auf  S.  100  der  Miirzuuuimer  des  genannten  „Bullctinu  di  JUbliogrnfia^* 
abgedruckte  üinweisung  auf  denselben  Artikel  der  „Rccreatiuns  malhemu- 
iiquet**.  Ed.  Zetzschs. 
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Ueber  die  Anwendung  der  BaMertdien  Functionen  in  der 

Theorie  der  Beugung. 

Vdii 

Dr.  E.  LoMMEL, 

Profefsor  aa  der  UnitrevsitSt  Erlangen. 

IKb  Bengangsersebeimingeo  l%t$m  sieb,  je  naeb  der  Art  pod 
Weise  ibrer  Entstebnng  nnd  Beobaebtang,  in  swei  grotee  Abtbetlangen 
bringen.  Bei  der  ersten  Oroppe  ist  das  am  bangenden  Scbirn  ankommende 
Iriobtwellensystero  im  Allgemeinen  kngelffirmig;  die  dnrebgelassenen 
WellentbeUe  entsenden  dem  Hnygbens'seben'Princip  gemäss  naeb  allen 
Riebtnngen  Elementarstrablen,  welche  interferirend  anf  einem  AnfTang- 
sebirm  das  Bengungsbild  objeetir  ersengen.  In  jedem  Punkte  dieses 
Bildes  wirken  alle  jene  Elementarstrahlen  snsammen,  welche  von  sSmmt- 
lieben  dnrebgelassenen  Wellentbeilen  ans  in  diesem  Punkte  eonvergi- 
rend  siisammentreffen.  Wir  wollen  die  so  cbarakterisirte  Gruppe  von 
Phänomenen  nach  dem  berühmten  Physiker ,  der  uns  ihre  Oesetie  kennen 
lebrte,  die  Fresnerseben  Beugungserscheinnngen  nennen. 

Bei  der  sweiten  Gruppe  von  Ersckeinnngen  wird  das  ankommende 
Licbtwellensystem  stets  eben  oder  als  von  einem  nnendlicb  entfernten 
Lichtpunkte  ausgehend  gedacht.  Unmittelbar  hinter  der  beugenden  Oeff* 
nung  befindet  sich  eine  achromatische  Sammellinse,  welche  in  ihrer  Brenn- 
flJIche  das  neugungsbild  entwirft.  Dasselbe  eignet  sich  vorzugsweise  zui 
Bubjectiven  Hoobacbtnng,  sei  es  dass  man  es  mittelst  eines  Fernrohrs 
oder  anch  nur  mit  bioseni  Auge  betraciitet;  im  crstoren  Falle  versiebt  dng 
übjectiv,  im  letzteren  die  brechenden  Medien  des  Auges  die  Kelle  der 
Sammellinse.  Das  Charakterisfiscbe  bei  dieser  Erzeu^'ung  eines  Beugungs- 
bildes  bestellt  nun  darin,  dass  sämmtlicbe  in  einem  J'urikte  desselben  inter- 
ferirenden  Elementarstrablen  bei  ihrem  Durcbgang  durcb  die  beugende 
Oeffnung,  wo  sie  ihre  Gangnnterscbiede  erbielten,  unter  sich  parallel  waren; 
die  Linse  bewirkt  nur  ihre  Vereinigung  in  eiuem  Punkte,  ohne  an  den  be- 

ZtiUchtin  f.  Malhemalik  u.  Pbyatk,  XV,  3.  11 
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reits  erlangten  Gangnnterschieden  etwas  an  Indern.  Diese  zweite  Qrappe 
▼onBeagQngserseheinnngen,  welche  durch  Interferens  paralleler  Strah- 
len entstehen,  beseichnen  wir  als  Frannhofer*sche  Bengnngserschei- 
nnngen,  da  Fraunhofer  snerst  die  beschriebene  Beobachtnngsmethode 
anwandte. 

Der  Unterschied  awisehen  diesen  beiden  Arten  von  Diffractionsphlliio- 
menen  spricht  sieh  besonders  auch  ans  in  der  verschiedenen  Schwierigkeit 

ihrer  theoretischen  Behandlung:.  Bei  den  Fresnel*schen  Bengnngserschei- 
nnngen  begegnet  derCalcul  fast  unübcrsteiglichen  Schwierigkeiten  und  ist  bis 
jetzt  auch  nur  für  einige  ganz  einfache  Fälle  mühsam  durchgeführt  worden. 
Die  F ra u  n h  0  f  e r 'scljpn  Beugungserscheinungon  dagegen  unterwerfen 
sich  uiit  vorh.'iltnis.sniässiger  Leichtigkeit  der  Analyse,  und  für  eine  grosse 
Manniclilalf igkeit  von  EinzolFüllen  gelingt  die  Ilerstellnng  einer  geschlos- 
senen Formel,  welche  Gestalt  und  Lichtstärke  des  Beugungsbildes  in  ele- 
gantester Weise  «nsdräckt.  Die  Aufgabe,  die  wir  uns  hier  stellen,  besteht 
nnn  darin,  zu  zeigen,  dass  in  den  für  Theorie  und  Praxis  wichtigsten  Fäl- 
len die  Intensitätsaasdrücke  für  die  Fraunhofer'schcn  Bcngongserscbei- 
nnngen  durch  Bessersche  Fanetionen  darstellbar  sind.  Darch  Anwen- 
dung dieser  neuen  Hilfsmittel  werden  wir  namentlich  in  den  Stand  geaetst 
sein,  die  Fälle  des  Kreises,  des  Kreisrings  und  Kreisgitters  erschöpfender, 
als  dies  bisher  möglich  war,  sn  behandeln. 

Die  Intensititsformelti  für  die  Frannhofer*schen  Bengnngserschet* 
nnngen  sind  bekanntlich  in  hinreichender  Ansflihrlichkeit  TonSehwerd 
dnreh  Snmmation  von  Reihen,  von  Littrow  und  Anderen  dnrch  Integra- 
tionen  entwickelt  worden.  Es  sei  jedoch,  snm  bessern  Verstündnisi  des 
Folgenden  nnd  snr  grössem  Bequemlichkeit  des  Lesers,  gestattet,  die  Ent- 
wickelung  des  allgemeinen  Intensitätsausdmcks  hier  in  möglichster  Kürze 
vorzuführen,  wobei  ich  mir  erlaube,  den  in  einer  früheren  Publication* 
verfolgten  Ideengang  beizubehalten. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  das  durch  schief  einfallende  Strahlen  her- 
vorgerufene Beugungsbild  mit  dem  der  senkrechten  Incidenz  entsprechen- 
den auf  einfach  gesetzmässige  Weise  zusammenhängt,  nnd  daher  ans  diesem 
ohne  Weiteres  abgeleitet  werden  kann.  Es  genügt  daher,  unsere  Betrach- 
tung auf  senkrecht  einfallende  Strahlen  zu  beschränken. 

Wir  wählen  zu  dem  Ende  die  Ebene  des  beugenden  Schirms  zur  xy^ 
Ebene  eines  Systems  räumlicher  Coordinaten,  dessen  r- Axe,  mit  der  opti- 
schen Axe  des  Fernrohrs  susainmenfallend,  gegen  den  Beobachter  gerichtet 
ist;  der  optische  Mittelpunkt  des  Objectivs  liege  im  CoordinatcnanlTang, 
Der  Ort  des  Beugnngsbildes  ist  alsdann  eine  mit  der  Brennweite  des  Ob- 
jectivs  als  Radius  von  dessen  optischem  Mittelpunkte  ans  beschriebene  Halb- 


*  Beiträge  sar  Thoorie  der  Beugung  des  Lichta.  Grunert'f  Archiv  XXXVI, 
0.  38». 
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kngd,  welefie  die  SebirmebeDe  telbtt  iqt  BiiiieflXeb«  bat.  Es  bändelt  tieb 
nna  darum,  den  Bewegnngssastand  irgend  einei  Pnnklei  der  Bildfllebe  an 
ermitteln.  Die  Bewegung  desjenigen  Punktet  der  Halbkugel,  dessen  ange- 
bUriger  Radius  mit  den  drei  Azen  der  «,  ff  nnd  z  Winkel  bildet«  deren  Co- 
sinus der  Beibe  nacb  dureb  e,  b  und  e  vorgestellt  sind,  ist  aber  die  Resnl-* 
tante  aus  allen* Elementarbewegungen  derjenigen  Wellenebene,  welcbe  die 
Halbkugel  im  Punkte  (a,  5,e)  berttbrt.  Denn  das  su  der  genannten  Wel- 
lenebene gebörige,  in  die  Riebtung  (a,  6,  e)  gebengte  Strablenbflndel  wird 
ja  dureb  die  Wirkung  des  Objectivs  in  dem  Bildpunkte  (a,  b,  e)  susammen* 
gefasst,  obne  dass  dureb  die  erlittene  Brecbnngneue  Oanganterscbiede  ent- 
ateben.  Beseiebnen  wir  nun  mit  p  die  Fortpflaniungsgescb windigkeit,  mit 
1  die  Wellenlinge  des  einfallenden  bomogenen  Liebte,  und  iXblen  wir  die 
ZeitI  von  jenem  Momente  an,  in  welebem  der  im  Coordinatenanfang  liegende 
Aetberpnnkt  seine  Sebwingungen  begann,  so  besitst  derselbe  sur  Zeit  I  die 
Pbase 

T'" 

die  nämlicbe  Pbase  ist  allen  Aethertbeilcben  gemein,  welche  in  der  ben- 
genden  OefTnung.  d.  h.  in  der  Ebene  der  einfallenden  directen  Welle  liogen. 
Jeder  Pnnkt  (x,  ;/)  der  bangenden  Oeffnnng  mnss  nun,  nach  dem  Huyg- 

hens 'seilen  Princip,  als  leuchtender  Pnnkt  angesehen  werden,  der  nach 
allen  Soiton  Elementarstrahlon  aussendet.  Derjenige  Strahl,  welcher  die 
Richtung  (a,  b,  c)  verfolgt,  hat  nun  bis  zur  oben  erwähnten  'J'anp;entinl- 
ebene  (wenn  die  Brennweite  des  Objectivs  mit  /"bezeichnet  wirdj  den  Weg 
f  —  (aar     l^y}  zurückzulegen,  und  wird  daher  mit  der  Phase 

daselbst  anlangen.  Die  Excursion,  welche  der  von  (a*,  v)  ausgehende,  nach 
(a,  i,  c)  gebeugte  Strahl  auf  jener  die  Bildlläche  berührenden  W<dlenebene 
erzengt,  erhält  man,  wenn  man  den  Sinns  dieser  Phase  iniiltiplicirf  mit  der 
Amplitude  des  Strahls  l'm  für  letztere  einen  Ausdruck  zu  gewinnen,  den- 
ken wir  uns  aus  dem  oinfallenden  Uchte  ein  ^strahlenbündel  herausg«  hnben, 
dessen  senkrechter  (Querschnitt  der  Flacheneinheit  gleich  ist  und  alle  Ele- 
nientarstrahlen  desselben  zu  einen»  einzigen  Strahle  vereinigt;  die  Ampli- 
tude dieses  Strahls  wird  der  Summe  der  An)piituden  aller  Elementarstrahlen 
gleich  sein;  bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  so  wird  das  nneudlich 
dünne  Strahlenbünd«*!,  welches  dem  Elemente  dxdy  des  Schirmes  entspricbt, 
die  Amplitude  Adxdy  besitzen. 

Die  Exenrsion  also,  welche  der  vom  Punkte  («,  y)  der  beugenden 
Oe£fnung  ausgebende  Strahl  auf  der  Bertthrungsebene  der  Bildfl&ciie  er* 
aengt,  wird  vorgestellt  sein  dureb 


2n 

Adxdy  sin  —  {yt  —  f     ux  by) 
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  _  _  j-.-j-J-J-.-  ^J-U-j-.-.r.  --,-j-..-j-u-------.-.-  -.nj-,-,-   ^^^^  S. 

Zufolge  dem  Princip  der  Uebereinanderlagernng  kleiner  Bewrgnngen  er- 
hält man  die  Excursion  des  Bildpnnktps  {n^b^c),  wenn  man  alle  Ezenrsio- 
nen  addirt,  welche  in  der  sogehörigen  Tangentialebene  ttattinden,  d.  h. 
wenn  man  da«  Doppelintegral 

A  J*J* sin  ~{vt  —  f  -{-ax  '^by)4y*dx 

ftber  alle  j^ne  Ponkte  de«  Schirme«  anidebnt,  welche  dem  Lichte  den  Durch- 
gang Terstatten.  Mit  Hilfe  dieses  Integral«  Urnen  «ich  dann  alle  Um«tinde 
angeben,  welche  die  Oacillation  de«  Punkte«  (a,  A,  e)  begleiten,  also  na- 
mentlich auch  die  Lichtstärke ,  welche  er  auf  der  Bildfläche  herrorbringt. 
Da  nnn  das  Integral  nur  von  den  Ooordinaten  fa^  fb  der  Projection  des 
Bildpnnkte«  auf  die  Sehirmebene  abhängig  ist,  «o  kennen  wir  uns  die  im 
Punkte  (a,  6,  c)  der  hslbkngeligen  Bildfläche  sUttfindende  Lichtstärke  anf 
der  Schirmebene  selbst  im  Punkte  (/'a,  /A),  oder,  da  es  nicht  auf  die  abse- 
inte Grösse,  sondern 'nur  auf  die  Gestalt  des  Bildes  ankommt,  in  irgend 
einem  Punkte  des  Schirmes  aufgetrsgen  denken ,  dessen  Coordinaten  den 
Grössen  (^i ,  b)  proportional  sind.  Wir  brauchen  aledann  «tatt  de«  halbkn- 
goligen  Bilde«  selbst  nur  diese  seine  Projection  oder  den  Grundriss  de« 
Bildes  weiter  an  nntersnchen. 

Fähren  wir  nun  der  Kflrse  wegen  die  Beseiehnungen 

ein  und  setsen  den  Factor  A  der  Einheit  gleich,  weil  ja  doch  nur  die  In- 
tensittttsverbältnisse  dos  Bildes  in  Betracht  kommen,  so  können  in  dem  so 

abgeänderten  Doppelintegral 

J f  sin  (;J  +      +  ^y)  (iydx 
die  Grössen  9  und  r,  welche  den  Cosinussen  a  und  b  dircct,  der  Wellen- 
länge k  aber  nrni^ekehrt  proportional  sind,  selbst  als  Coordinaten  des  Grund- 
risses angesehen  wfM«lf'n. 

Um  das  Ipt/.tere  Integral  in  der  bequemen  Form  eines  Productes  ans 
Amplitude  und  Phasensinus  zu  erhalten,  lösen  wir  zunächst  den  Sinus  auf,  in- 
dem wir  den  Tlieil  p  der  Phase,  welcher  die  Zeit  in  sieb  schliesst,  von  dem 
ttbrigen  Theile,  der  die  Coordinaten  W  und  ?/  enthält,  trennen,  und  erhalten: 

sinp  J*J co8(^qx^ry)dffä9  +  eospJJ* sin(qx  +  ry)  äyäx 

=  Csmp'^Sco8pi 

wo  abkürzend 

JJ cos  {q.r -\-ry)  dydx=a  C 

und 

J j* sin  (srd*^-f  ry)  dydx  =  S 
gesetzt  wurde.  Macht  man  alsdann 

C=s  ff  cos  <p  und  SoMtin<p^ 
so  nimmt  jenes  Doppelintegral  die  Form 
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ir#ipi(p  +  9) 

«Q,  wabreud  die  Gleichungen 
ud 

rar  BestimmiiDg  von  ^  und  B  dienen« 

Der  Ansdrock  giebt  die  LlohtsUrke  des  Punktes  (y,  /  )  im  Beugungs- 
bilde  an. 

Wenden  wir  diese  Formeln  sofort  anf  die  Berechnung  der  Beugungs- 
erscheinung  an,  welche  von  einer  kreistoiniigeu  Oetrnnnf^  lien'orgebracht 
wird;  hier  müssen  (itVeubar  alle  durch  den  Mittelpunkt  des  <  Inimli  isses ,  als 
den  Sammelpunkt  der  directen  Strahlen,  gezogenen  Geraih'u  die  uiiinliehe 
Reihenfolge  von  Intensitäten  zeigen;  es  genügt  daher,  blos  eine  dieser 
Gerailen,  z.  B.  die  Abscissenaxe  selbst,  zu  untersuchen.  Setzt  uinn  zu  dem 
Ende  in  den  Integralen  C  und  S  die  Ordinate  r  =  0,  so  bemerkt  man  leicht, 
dass  das  Integral  ß  verschwindet;  dau  Integral  C  dagegen  wird,  wenn  R 
den  Rediae  der  kreisförmigen  Oeffnnng  beseichnet: 

0  « ^       eos  qx .  dydx 
oder,  wenn  man  x^Ru  aetst: 

+  1 

C=2Ä»  JcosRgu.yi  —  u^.du. 
—  1 

Knn  ist  in  dem  nnten  eitirten  Sehriftchen*,  auf  welehes  wir  noch  öfter 

(mit  1.  e.)  binsttweisen  in  der  Lage  sein  werden,  die  Bessersebe  Fnne- 

tion          definirt  durch  die  Gleichung  , 

+  1 

—  1 

woraas  fttr  v  s=  4  benrorgebt 


cot  zu 


./l  — du. 


1 

Setzt  man  daher  in  obigem  für  C  geftindenen  Ausdruck  Rqs=ztf  so  bat 

man  C  in  folgender  Form 

*  Lommel,  Stödten  über  die  Bessel'scheo Fuociiooeiu   Leipaig  1808. 
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2/»(») 


n 


z 

durch  die'Bessertcbe  Fanetion  «nsgedrlickt.    Die  Theorie  der 

Besserschen  Functionen  wflrde  nns  nun  sofort  nur  namerisehen  Bereeh- 
nnofc  von  C  die  nnendlichen  Reihen 


2.4     8.4.4.d  2.4.0.4.0.8 
und 

,1^  ^     7/^  1  V    8.6.7.9.1.8.6/1  l 

-^'W-f  ^''^^^'^"^i^-^TTloiTj^   8.10.24.82  (7j+-( 

.7/2       /       ix)3     1      3. 5. 7.1. 3/1  \» 

3.  5  .  7  .  0  .  11  .  I  -  3  .  5  .  7  /  1  1^ 

8  .  lö  .  21  .  3J  T  -10  vT  /  •  *  ( 
nii  die  Hand  geben,  von  denen  die  erstere,  für  jeden  Werth  von  z  conver- 
girend  ,  besonders  für  kleinere  Werthe  von  2  hieb  eignet,  die  letztere  ball»- 
conver<;ente  dagej;en  für  grÖ5.sere  Wertho  von  z  bequem  ist.  In  der  That 
hat  auch  schon  Air)  die  erstere  Heibe  benutzt,  um  eine  Tabelle  i'Ur 
die  Werthe  des  Integrals 

+  1 


—  /  cos  Jtii.li^l— u* .  du 


—  I 

tu  entwerfen  I  velohe  die  Fnnotionswerthe  ffir  nlle  um  0,2  von  einender  ver- 
sehiedene  Werthe  des  Arguments  Ton  s  sO  bis  s  es  12  enthüt  Sehwerdf , 
hei  aaf  einem  gans  anderen  Wege,  indem  er  den  Kreis  als  ein  180- Eck  be- 
rechnete, eine  Tabelle  hergestellt,  welche  mit  einem  Incremente  von 
Vb^  =  0,2618  bis  t  =•  1125«  10,035  reicht.  Die  Bemerkung  aber,  dass  C 
durch  die  Besserticbe  Function  ausgedrückt  wird,  führt  uns  mit  Leich- 
tigkeit zu  einer  noch  nmfassenderen  und  genaueren  Tabelle  der  Werthe 
von  C.  Schon  Bosse  Iff  hat  Tabellen  der  Functionen  J*^  und  7*  gegeben, 
welche  jetloch  nur  bis  c  —  3,2  gehen  und  deshalb  i  ür  das  vorliegeude  Problem 
nicht  ausreichen.  Hajiscn-j-ff  berechnete  später  für  die  Bessel 'sehen 
Functionen  Tafeln  von  grösserem  Umfange,  welche  meinem  oben  citirten 
Schriftclieu  aU  Anhang  beigegeben  sind.   Aus  diesen  ergiebt  sich  mühelos 


•  ).  c.  §  6.      *•    I.  c.  §  17. 

***  Airy,  über  ilic  J>itVraction  eiiies  Objectivs  mit  kreisrunder  Apertur.  Pog- 
geadorff's  Annaleu  lid.  -iö.  1838. 

f  Schwerd,  die  Beugaogserscheinungen.  Mannheim  1835. 

tf  B e 8 B el,  üntersnchang  des  Tbeils  der  plenetariscben  Störungen,  welcher  ans 
der  Bewegung  der  Sonne  entsteht.  Abb.  der  Berl.  Akad.  der  Wiss.  1824. 

ttt  Hansen,  Ermittelung  der  absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger 
Exceatricitftt  ond Neigung!  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg.  Gotha  1840. 
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eiue  Tabelle  der  Werthe  von  C  = — (der  Factor  Ä*»,  welcher  den 

Sllelieiiinbalt  der  Kreitöffonng  Toratellt,  ist  der  Einfachheit  wegen  =  l  ge- 
■etat  worden^;  man  brancht  Ja  nur  die  Terdoppelten  Werthe  Ten  J^(z)  durch 
dai  zugehörige  Argument  an  dividiren.   Die  so  berechnete  Tafel  folgt  am 

Schlnsse  dieser  Abhandlung  (Tab.  I);  sie  reicht  mit  einem  Increniente 
=  0,1  bis  2  =  20.  In  der  zweiton  Columne  finden  sich  die  Wcrtlio  von  C, 
d.  h.  die  Liclitinteusitäten  selbst,  auf  diejenige  der  Bildmitte  als  Einheit 
bezogen,  angegeben.  Für  den  Gebrauch  der  Tabelle  in  speciellen  Fällen 

ermnem  wir  nna,  dasa  zssRqss^^^—^  ist;  beieiehnen  wir  nun  den  Ben* 

guDgswtnkel  mit  ^,  80  itt «  es  «o«  (90  —  tf» )  a  «n«     demnach  t «  ^JL^lUt^ 

Um  einen  Zwischenwerth  von  C,  der  in  der  Tabelle  nicht  vorkommt  zu  er- 
mitteln, geht  man  auf  die  Hanaen'ache  Tabelle  von  J*  anrttck,  nnd  be- 
rechnet nach  der  Formel 

den  entapreehenden  Werth  toq  J',  nm  dann  aofort  aneh  den  geforderten 
Werth  von  C  sn  haben.  —  In  praktischer  Hinsieht,  behufs  der  Verification 
der  Theorie  durch  das  Experiment,  konnten  allerdings  die  Tabellen  ron 
Aitj  und  Beb  wer  d  als  ausreichend  betrachtet  werden.  Im  Hinblick  aber 
wai  den  geringen  Anfwand  an  Mühe,  der  snr  Herstellung  der  hier  vor- 
liegenden genaueren  Tabelle  nöthig  war,  muss  die  hierdurch  erreichte  Ver- 
Tollkommnung  der  Theorie  immerhin  willkommen  erscheinen,  zumal  da- 
durch auch  eiue  genauere  Bestimmung  der  lutensitätsmaxima  und  der  Null- 
werthe  ermöglicht  wurde. 

Um  die  Nnllwerthe  zu  ermitteln  ,  wurde  die  obige  Formel  für  7'  (r  -\- 1) 
benutzt;  nachdem  man  diejenigen  Werthe  von  J'(r),  a,  b  und  c  der  Han- 
se n*scben  Tabelle  entnommen  hatte,  welche  einem  Nnllwerthe  von  7*  am 
aAchaten  liegen,  musste  man  die  cubische  Gleichung 

,(,)+._'+,Qy+c(i)'=o 

nnch-r  auflösen ,  wo  i  die  zu  dem  tabellarischen  Werthe  von  z  hinzuzufü- 
A 

gende  GrOase,  h  das  Inerement  der  Tafel  bedeutet  Bine  nSberungsweise 
Anflösong  (etwa  nach  der  Horner*schen  Methode)  führt  rasch  tum  Ziele, 
lo  Tab.  I  a  sind  die  so  erhaltenen  Werthe  von  s,  fHr  welche  und  darum 
auch  C  verschwindet,  susammengestellt. 

Um  die  Maxima  und  Minima  der  Function — ^  au  bestimmen,  wurde 


*  1.  e«  Anhang» 


Digitized  by  Google 


148        Ueber  die  Anwendang  der  BeBierschen  Functionen  ete. 


der  nach  <  genomtnene  Differentialqaotieot  von  ^  ^*    ^  gleich  Null  gesetzt. 

Ken  gelangt  so,  ontei  VemaeUiatignng  der  dritten  Fotens  von  ^-^^i  s^' 
qnadratisehen  Gleiehung 

in  welcher  der  dem  Mazimam  oder  Minimam  nächstliegende  Werth  von  t 
anderer  Tabelle  I,  dio  zugehörigen  Werthe  von  J'(r),  a,  6  und  c  aber  der 
H ans e  n'scljon  Tabelle  entnommen  winden.  Eine  Eigenschaft  der  Bes- 
sersclicn  i'uuctionen  gewahrte  die  Möglichkeit,  die  so  gefundenen  Werthe 
einer  Coutrole  xu  unterwerfen.    Eä  ist  nämlich  allgemein* 

QZ 

oder  speciell  für  v  =  1 : 

ö  z 

Ibt  nun  z~  *  7'(r)  für  irgend  einen  Werth  von  z  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum ,  80  verschwindet  der  DitTereDtialquotient  zur  Linken,  und  es  moss 
für  denselben  Werth  von  z  auch 

J«(«)  =  0 

seio.    Nun  ist  aber**^ 

also  mass  im  Falle  des  Mazimums  oder  Minimama 

z 

sein.  Indem  man  daher  die  Haxhnal-  and  Hlnimalwerthe  von  C=  ^ 

z 

mit  den  ans  der  Hansen 'sehen  Tabelle  berechneten  zugehörigen  Werthen 
von  J^(z)  verglich,  hatte  man  eine  Probe  für  die  Richtigkeit  der  oben  an- 
gedeuteten Rechnung.  —  Dio  gefundenen  Resultate  sind  in  Tab.  I  b  zu- 
sammengestellt; die  Rubrik  C  enthält  demnach  die  relativen  Lichtstärken 
der  hellsten  Stellen  der  Ringe,  von  welchen  das  mittlere  Liehtaeheibehen 
umgeben  erscheint,  bis  zum  fünften  Ringe. 

In  den  Tabellen  la  nnd  Ib  findet  sieh  noeh  eine  Oolnmne  mit  der 

tiefte  lir 

Ueberschrift  „Vielfache  von       dieselbe  enthält  die  Werthe  von  j — • 

oder  — ,  d.  i.  die  Gangnnterschiede  der  beiden  äussersten  Randstrahlen  in 
WellenlXngen  anegedrftckt  Man  ersieht  daraus,  daaa  dunkle  Binge  auf- 

*l.e.fS.  ••Le.fl. 
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treten^  wenn  der  Gauguutersclnod  der  Rand  strahlen  bei- 
läaf ig  1  .2,  2.2,  3.2,  4.2,  5.2,  8.2  Wellenlängen  beträgt;  helle 
Ringe  dagegen,  so  oft  dieser  G an gnnter schied  1.6,  2.7,3.7, 
4.7,5.7  W  e  11  e nl ?iti g e n  aiisniaclit.   Dieses  Gesetz  wird  um  so  genauer, 

• 

je  grösser  2  oder  je  grösser  der  Beugungswiukel  wird.  Denn,  was  zuerst 
die  Nullwertho  anlangt,  so  nKhert  sich  der  Unterschied  zweier  aufeinander« 
folgenden  Wurzeln  der  Gleichung  -^^{s)  =  0  um  so  mehr  der  Grenze  n,  je 
nebr  wächst*,  oder,  was  dasselbe  heissen  will,  das  Verhältniss  aas  dieser 
DÜFerenz  und  der  Zahl  »  nAbert  aicb  der  Einheit«  Wae  ferner  die  Wertbe 

2  (z) 

betrifft,  welche  C  =    zu  einem  Maxiuntm  oder  Minimum  und  da- 

•  z 

mm  C*  tn  einem  Maximum  maeben,  so  aind  sie,  wie  wir  wissen,  sngleieb 
die  Wnrselwerthe  der  Gleichung^  j*  («)  es  0,  und  unterliegen  daher  dem- 
selben Gesetse. 

Mao  bemerkt  femer,  dass  das  Intervall  ven  einem  Nullwerth 
bis  snm  nScbsten  Maximum  beiläufig  einer  Differeni  der 
Gangunterschiede  von  einer  halben  Wellenlänge  entspricht. 

Auch  dieses  Gesetz  wird  bei  wachseiiclein  Beugungswinkel  immer  genauer 
und  ist  ebenfalls  in  dem  Wesen  der  BesseTschen  Functionen  begründet. 
Die  Nullwerthe  entsprechen  uinnlicli  den  Wurzein  der  Gleichung  J^{z)  =  0^ 
die  Maxima  den  Wurzeln  der  Gleichung  J'  (z)  =0.  Nun  gilt  aber  der  Satz, 
dass  die  Differenz  der  gleichvielten  Wurzeln  zweier  Bessel'schen  Func- 
tionen, deren  Indices  um  1  verschieden  sind,  sich  bei  wachsendem  z  der 
Grenze  ^  n  nähert  *. 

Fitr  grosse  Wertbe  von  z  bat  man  nahesn* : 

folglich 

\     z     /      n  '  «• 
Ist  nun  z  einer  derWerthe,  welcher    zu  einem.Maximum  macht,  so  liegt  bei 
binreicbend  grossem  z  das  nächste  Maximum  bei  i-^-ity  und  hat  den  Werth 

8    i/;r(z  — |a) 

Es  verhält  sich  demnach 

d.  h.  d ie  Intensitätsmazima  verhalten  sich  nahezu  umgekehrt 

wie  die  dritten  Potensen  der  ingebörigen  Gangunterschiede, 

,.11111^ 
also  wie  — 1  :  — ;  :  —i  :  — etc. 
15»  37*     «7»  W*. 


nz 


*i.e.fl7. 
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Aneb  dieses  Gesets  kommt  der  Wahrheit  vm  so  DXher,  je  gtsßsser  der 
fieagnngswinkel  oder  je  grösser  der  QsDgttDtorschied  wird.  Wie  befriedi- 
gend dasselbe  schon  vom  tweiten  Ringe  an  eintrifft,  erkennt  man,  wenn 
man  jedes  Intensitätsmazimnm  mit  der  dritten  Potens  des  sngebörigen 
Gangnntersehiedes  mnltiplicirt;  man  erhält  die  nahesa  gleichen  Prodocto 
0,0600;  0,0810  j  0,0814;  0,0816.  Whr  sind  also  jetzt  im  Stande,  nicht  blos  die 
Lage,  sondern  auch  die  Grösse  der  Intensitätsmaxiuia  selbst  jenseits  der 
Grenze  unserer  Tabelle  anzugeben,  soweit  es  immer  verlangt  wird. 

An  der  Hand  der  Tbeoiie  der  Bcsserscben  Functionen  baben  wir 
sonacb  zwar  nur  genäbert  giltige,  aber  einfache  und  darum  den  Ueberblick 
über  die  Erscheinung  erleichternde  Gesetze  gefunden,  welche,  wie  es  scheint 
bisher  übersehen  worden  sind.  Umgekehrt  ist  aber  das  vorliegende  l^ro- 
blem  auch  im  Stande,  uns  eine  Eigenschaft  der  Besserscben  Function  J' 
zu  entbülien ,  was  ich  hier  im  Vorbeigehen  zeigen  will.  Da  das  von  einer 
kreisförmigen  Oeffnung  hervorgebrachte  Beugnngsbild  rings  um  die  Bild- 
mitte nach  allen  Richtungen  gleicii  boftcbaffen  sein  mass,  haben  wir  nnsere 
üntersnchung  anf  eine  dieser  Richtungen,  nftmlieh  anf  die  Abscissenaxe 
des  Grundrisses,  beschränkt.  Fassen  wir  jetzt  eine  gans  beliebige  dnreh 
die  Bildmitte  gesogene  Gerade  ins  Ange,  so  mttssen  wir  Uings  derselben 
dieselbe  Beihe  von  Intensitttswerthen  oder  dieselbe  Function  C  finden,  wie 
längs  der  Abscissenaie.  Es  Ist  aber  gans  allgemein,  da  auch  in  dieaem 
Falle  das  Integral  S  ▼erschwindet 


7  J[sin{qx 


.t 


—  Ä 

=  ^  J cos  qx  sin  (r^^JP  — «•) .  dm 

-  Ä 

oder,  wenn  x=MUf  Bq^i  und  Brssfi  gesetzt  wird. 

+  1 

Cas          /  cos  Itf.Stfl  (17 /T--t^  du. 


Nun  baben  wir  aber  bereits  für  den  Bildpnnkt,  der  um  s=^4'-|-i|* 
Ton  der  Bildmitte  absteht 

gefunden.   Es  muss  demnaeh. 
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•ein ;  hierin  dflrfen  angenaebeialieh  |  und  i}  mit  einander  vertauscht  werden. 
8etat  man  darin  0  nnd  i| =<i  was  einem  Znrflckgehen  aof  die  Ordinaten* 
axe  gleiehkommt,  so  erhält  man 

+  1 

J\z)  =        iin  (z/I         .  du  . 

Diese  beiden  Oleicluuigen  siiul  in  doni  schon  öfter  citirten  Werkeben  (§  &) 
auf  ganz  anderem  Wege  abgeleitet  worden. 

Stellen  wir  ans  jetzt  weiter  die  Aufgabe,  Gestalt  and  Lichtstärke  des 
Bengnngsbildes  za  bestimmen,  welches  durch  eine  ringförmige  Oeffonng 
berrorgebracht  wird.  Der  äussere  Radios  des  fiinges  sei  der  innere  ffR, 
wo  Q  einen  echten  Bruch  bedeutet;  dann  ist 

Cs=  y     feoiqx  .dy  dx  ^  J*       j eotqx  .dtfds 

s=2 y COS  qx  ,yB^-^9^ »dx^t  J  C09  qx  .y^* H* dx^ 

•dar,  wenn  man  im  ersten  Integral s Ru^  im  zweiten  s s ^iSu  einführt 
+  1  ^1 

C^tFf  f  eot  (ßqu)  ,yr^^,du^2^*JI^  f  eos (q Bqu}.yi  —  tf' » . 

Setst  man  Jetst  i2f  »  «  «nd  bedenkt,  dass 

+  1 

cus  zu  .  yi  —     .  d M  =  » .  — ^ • 
'  s 

^1 


ist ,  so  hat  man 


Nimmt  man  die  Amplitude  und  demnach  auch  die  LiehtstlUke  des  gesammten 
durch  die  Oeffunng  driugenden  directen  Lichts  wie  in  der  Torigen  Aufgabe 
«1  an,  ao  hat  man  diesen  Ausdruck  noch  durch  den  Fiftcheninhalt  der 
ringfSrmigen  Oeifnung  d.  i.  durch  B^n  (1  '-^*)  an  dividiren;  dadurch  er- 
giebt  sich 

Die  Tab.  I  setzt  uns  in  den  Staud,  in  jedem  einzelnen  Falle,  d.  h.  für  jeden 
specielieo  Werth  von  ^,  die  Zableawerthe  dieses  Aufdrucks  au  bestimmen. 
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Um  ein  Beispiel  davon  sn  geben,  sind  in  Tab.  II  die  Werthe  tod  C'  fiHr 
^Bs^,  also  fttr  eine  ringförmige  Oeffnnag,  deren  lusserer  Badins  doppelt 
so  gross  ist  als  der  innere,  niedergelegt. 

Diese  Tabelle  seigt  uns,  dass  dunkle  Ringe  auftreten  fttr  folgende 
Werthe  von  t : 


t 

Diff. 

Vielfache  von 
l 

8.15 

1.0 

7.18 

4.08 

8.8 

10.97 

8.70 

8.5 

12.05 

1.88 

4.1 

15.87 

2.01 

5.0 

10.81 

8.04 

8.8 

Für  eine  volle  kreinförmige  Oefinnng  von  rrlcichcm  Hatiius  fanden  wir  den 
ersten  KuUwertb  erst  bei  ^  =  3.83  oder  bei  einem  Qangnnterschied  von 
1.2  Wellenlängen.  Wir  sehen  also,  dass  der  Durchmesser  des  centralen 
Licbthcheibchens  im  beugungsbilde  geringer  wird,  wenn  man  die  Mitte 
derOeffnang  mit  einer  donlieln  Scheibe  von  halb  so  grossem  Radius  bedeckt, 
nnd  dadurch  die  Oeffnung  zu  einer  ringförmigen  macht.  Daftir  ist  aber  der 
erste  helle  Ring  bedeutend  breiter  als  bei  voller  Oeffnung;  auch  der  folgende 
Ring  seigt  eine  betrHebtliehe ,  wenn  aueh  geringere,  Breite  ab  der  erste; 
dann  folgt  ein  sehr  schmaler,  dann  wieder  ein  etwas  breiterer  Ring;  der 
fünfte  Ring  endlieh  kommt  dem  ersten  an  Breite  naheem  gleich. 

üeberblickt  man  die  m  der  Rubrik  „Vielfaehe  von  i**  aui|;eftlhiten 
Werthe,  so  bemerkt  man,  dass  der  Ganguntersehied  der  RandstraUen  beim 
5.  und  6.  dunklen  Ring  deigenigen  beim  ersten  und  sweiten  je  um  4  Wellen« 
iMngen  fibertrifft,  und  wird  dadurch  auf  die  Vermuthung  geleitet,  dass  die 
Gruppe  der  vier  ersten  Ringe  sich  periodisch  wiederholt.  Man  ttberseugt 
sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Vermuthung,  indem  man  den  Ausdmek  ffir 
C*  auf  die  fttr  grössere  Werthe  tou  z  giltige  Form 

C  =  .  \  /  -'^  [.m  (t  -  J  «)  -  /i".  siii    «  -  J «)] 

bringt;  wird  nftmlich  dieser  Ausdruck  fttr  irgend  einen  Werth  Ton  t  Null, 
so  muss  er  auch,  wenn  wie  in  unserem  speciellen  Falle  0*"  4  i*^>  fttr 
s  +  4ii  )■  yersch  winden. 

Die  Lage  und  Lichtstärke  der  11  axima  ist  in  der  folgenden  kleinen 
Tabelle  angegeben : 
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Vielfache  von 
1 

4.82 

0.00688» 

_i_ 

10 

1.5 

MI 

0.01847» 

X. 
•  o 

8.8 

11.87 

0.00088  = 

 J_ 

S  ««0 

8.8 

14.46 

0.00088  = 

1 

1  !•» 

4.6 

17.80 

0.00218  = 

1 

4ftt 

5.7 

Bei  ToUer  Kreisöffnang  betrXgt  die  Intensität  des  ersten  hellen  Riuges  ,V  > 
die  des  sweiten  von  derjenigen  in  der  Mitte.  Wir  erkennen  nlso ,  dnss 
bei  unserer  ringförmigen  Oeffnung  die  beiden  ersten  Ringe  bedeutend  lieller 
sind  ,  nls  bei  der  Kreisöffnung;  der  dritte  sebmalste  Ring  ist  ausserordent- 
lich lichtschwai  h ,  der  vierte  wieder  etwas  heller;  der  fünfte  e'ndlich,  dem 
ersten  enthprecbnnd ,  zoigt  wieder  eine  ziemlich  grosse  Helligkoit.  Auch 
hier  wiederholt  sich  nach  je  vier  Ringen  die  Reihenfolge  der  IJolligkeiten, 
indem  für  die  gleichvielteu  Ringe  jeder  Gruppe  das  Gesetz  der  umgekehr- 
ten dritten  Potenzen  gilt.  Die  Wortho  von  z  nämlich,  welche  C'  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  machen,  werden  gefaoden,  indem  man  den  Dif* 
ferentialqnotienten  von  C  Null  setst;  da  nun 

oz 

ist.  so  lautet  die  antknlSsende  Gleichung 

y*(«)-^«./«(^^)=o 

und  nlhert  sich  bei  waehseadem  «,  weil  dann 

wird,  immer  mehr  der  Form 

cos  (r  — ^tt)  —  p5.  cos  —  i«)=:0. 
Genfigt  also  irgend  ein  Werth  von  z  dieser  Gleichung,  somuss  ihr,  wenn(»=^ 
ist,  anch  z  +  ^n«  genfigea,  and  die  ICaxima  mttssen  dasselbe  Geseta  der 
Periodieitllt  befolgen ,  wie  die  Nnllwerthe«  Dann  folgt  aber  Ton  selbst  aus 
dem  oben  fUr  (f  angegebenen  gen&herten  Ansdmek,  dass  die  Intensitäten 
der  gleiehvielten  Ringe  jeder  Gruppe  den  dritten  Potensen  yon  z  nmge- 
kehrt  proportional  sind. 

Wir  kommen  also  an  folgendem  Resultat:  In  dem  Bengungsbild  einer 
riogflirmigen  Oeffnung,  deren  äusserer  Radios  doppelt  so  gross  ist  als  der 
innere,  wiederholt  sich  eine  Gruppe  von  Tier  Ringen  Je  nach 
einem  Ganguntersehiede  yon  4  Wellenlängen;  die  Intensitä- 
ten der  gleich vielten  Ringe  jeder  Gruppe  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Gang- 
unterschiede.    Diese  Gesetze,  für  kleinere  Gangunterschiede  nur  an- 
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genftheit  richtig,  werden  um  so  genauer»  je  mehr  der  GaogunterMhied 
wftehst. 

WXre  der  innere  Radins  der  ringförmigen  Oeffnnng  der  ff*  Theü  des 

äussern,  also  unter  n  eine  ganze  Zabl  gedacht,  so  erkennt  man  aus 

den  gegebenen  Ansdrücken  leicht,  dass  alsdann  Gruppen  von  je  2»  Bingen 
nach  je  2ii  Wellenlängen  Gangnnterscbied  wiederkehren  wQrden. 

Nehmen  wir  jetst  an,  daas  die  ringförmige  Oeffnnng  sehr  schmal  d.  h. 
9  nahesn  =  1  sei.  Wir  setsen  dann  ^  b  i  —  wo  •  klein  genug  sei,  um 
seine  sweite  und  höhere  Potensen  vernachlässigen  an  können.  Alsdann  ist 
sunächst 

«(2— e)L  «  «  — JT«  J 

man  hat  aber,  wenn  t  hinlänglich  klein  ist: 


folglich 


2— f  \ 


'  J'  (0  +  2. 


dz 


dz      )'~   z  ' 

Nun  ist  aber  gans  allgemein* 
also  speeieU 



Demnach  erhalten  wir 

C  =  (l  +  4f).7«(:) 
oder,  wenn  wie  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  (d.  h.  för  ssaO)  wie 
bisher  immer  snr  £inheit  wählen ,  ganz  einfach 

Die  Werthe  von  C  können  unmittelbar  der  Hansen^schen  Tabelle  ent- 
nommen werden.  Die  dunkeln  Hinge  treten  jetat  ein  bei  folgenden  Wer- 
tben von  a: 


Vielfache  tod 
% 

2.405 

0.7fl6 

5.520 

1.757 

8.654 

2.756 

11.792 

3.754 

14.081 

4.753 

18.071 

5.752 

*  1.0.18. 
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Wir  haben  hier  den  Grenifall  ror  uns ,  welehem  sieb  die  Beogongter- 
icheioting  fOr  eine  ringRlrmige  OefPnnng  nfthert,  wenn  diese  bei  gleiehblei- 
bendem  Radini  immer  schmaler  wird.  Wie  man  sieht,  ist  das  miftlere 
Lieblseheibehen  Ton  noeh  geringerem  Dnrehmesser  als  im  vorigen  Fall;  die 
hellen  Ringe,  welche  es  eoncentrisch  umgeben,  sind  nabesn  gleich  breit; 
die  dunkeln  Ringe  treten  nämlich  anf  bei  angefihr  },  l|,  S},  3|  etc.  Wel- 
lenlängen Ganguntersebied.  Um  die  Maxima  an  finden,  erinnern  wir  uns 
ans  der  Theorie  der  Bessel*schen  Functionen  der  Oleiohung*: 

welche  fttr  y  =  0  in 

tibergeht,  nnd  erkennen  dniaus,  dass  bei  einer  schmalen  ringförnjigen  Oeff- 
nong  die  Intensitätsmaxim a  genau  an  den  Stellen  auftreten, 
wo  bei  einer  vollen  Krei« Öffnung  die  dunkeln  Ringe  er- 
scheinen. Demnach  ent'^precbeu  die  Mlixima  den  öanganterschieden 
1,8;  2,2;  3,2  etc.  Wellenlängen. 

Die  genaueren  Zahloms  ortlio  enthält  die  fnl^rende  kleine  Tabelle: 


X 

3.832 

—  0.402759 

0.102215 

7.016 

-h  0.300115 

0.090069 

10.173 

—  0.249705 

0.062353 

13.324 

+  0.218359 

0.047681 

16^71 

—  0.106406 

0.088500 

10.016 

+  0.180004 

0.032428 

Da  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von  s** 

J»(«)-^ij«»(,-  in) 

ist,  80  erkennt  man,  dnss  die  Intensitätsmaxima  den  Gang  un- 
terschieden selbst  umgekehrt  proportional  sind,  und  zwar  um 
80  genauer,  je  weiter  man  sich  von  der  Bildmitte  entfernt.  In  der  That 
geben  die  vorstohonden  Werthe  von  (J°)*  mit  den  zugehörigen  Argumenten 
mnltiplicirt  Producte,  welche  sich  mit  wacijsendem  z  der  Gleichheit  nähern. 

Durch  das  Vorhergehende  sind  wir  auch  in  drn  Stand  gesetzt,  die 
Beugnngserscheinung  eines  aus  schmalen  concentrischen  Ringen  zusammen- 
gesetzten Kreisgitters  zu  bestimmen.  Das  Integral  C  erscheint  jetzt  als 


•l.e.|8l        •I.e.  §17. 
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eine  Summe  von  ebenso  vielen  Gliedern,  als  das  Gitter  Ringe  enthXlt, 
deren  jedes  die  Form  3  « «TCz)  beutst ,  worin  aber  i,  M  nnd  damit  aneb 
z  je  naeb  den  Dimene Ionen  der  entsprecbenden  Hinge  ron  Glied  an  Glied 
andere  Wertbe  beben. 

Nebmen  wir  a.  B.  an,  das»  alle  Ringe  die  gleicbe  Breite  ß  beben,  se 
igt  R$^ß  nnd  wir  erhalten  die  Snmme 

worin  t'^-^z^  2"=:-^zetc.i8t,andwelcbenochmit29c|3(/{-|-  /i'+ii"-i-**0 

clividirt  worden  mOsste,  uin  die  Intensität  in  der  Bildmitte  auf  1  zurück- 
zuführen. Spccialisircn"  wir  nocli  melir  und  setzen  R'=2RyR"—  ZR 
u.  8.  f.,  80  erhalten  wir,  die  Lichtstärke  in  der  Mitte  des  Bildes  gleich  1  ge- 
setst,  für  ein  Gitter  von  n  Ringen  folgenden  Ausdruck: 

_ J"(z)-t-2J"(2 ;)  +  3J"(3>)+.-»  +  /<J"(«*)  . 

~  1  -f  2  +  3  +  V/  * 

derselbe  kann  für  hinll&Qglich  grosse  Wertbe  von^  dnreh  den  folgenden  an* 
gen&bert  ersetat  werden : 

4*       .  ro*  (3  s  —  ]  n;)  +  .  .  •  + 1/"  .  ros  («  ?  —  J  ^r)  ] . 

Fttr  3  Ringe  (/i=3)  linden  >ich  die  Wertho  des  ersteren  Ausdrucks  von 
T=:0 bis 2  =  7,4  in  Tab.  III  beieclinet.  Das  tnittlere  Lichtscheibeben  von  ge- 
ringem Durclimesser  zeigt  sich  von  abwecliselud  dunkeln  und  hellen  Ringen 
nmgeben;  die  dunkeln  Ringe  treten  auf  bei  r=l,0Ö;2,0Öj  2,8&} 3,03;  4,61 ;  5,<)3; 
7,33.  Die  von  ihnen  begrenzten  bellen  Ringe  sind  von  sehr  verscbiedeoer 
Breite  and  Liebtst&rko,  doch  bilden  die  fünf  ersten  eine  Gruppe  von  unver* 
kennbarer  Symmetrie.  Der  dritte  Riog  (also  der  mittlere  der  Groppe)  ist 
von  awei  sebmaleren  nnd  Bobtschwieheren  Bingen  (dem  aweiten  nnd  vier- 
ten) eingefasst;  der  erste  nnd  fttnfte,  ond  awar  namentlleb  der  letatere, 
sind  wieder  breiter  nnd  licbtstftrker.  Die  Intensität  aller  fünf  Binge  ist 
▼erhiltnissmXssig  nnbedeatend;  wir  wollen  sie  daber  kleine  Mazima 
nennen.  Der  secbste  helle  Ring  dagegen  aeigt  nicbt  nnr  eine  grössere 
Breite ,  sondern  aoeb  eine  weit  betrSebtliebere  Liehtstärke  als  seine  Vor- 
gänger; wir  wollen  ibn  als  grosses  Mazinnm  beseichnen.  Der  siebente 
dunkle  Ring,  der  ibn  nmschliesst.  entspricht  einem  Wertbe  von  z,  der  den- 
jenigen des  ersten  dunkeln  Ringes  nahezu  um  'In  übertrifft.  Ein  Blick  auf 
die  zweite  (genäherte)  Formel  lehrt  nun,  dass  von  hier  an  und  zwar  jedes- 
mal, wenn  z  um  27r  gewachsen  ist,  di<  f<ellie  Gruppe  von  fünf  kleinen  und 
einem  darauffolgenden  grossen  Maximnin  sieh  wiederholen  muss.  i)ie  spä- 
teren Gruppen  werden  zwar  natürlich  immer  licht.schwächer,  aber  jede  wird 
in  der  Aufeinanderfolge  ihrer  Ringe,  sowohl  was  deren  Breite  als  lotensi- 
tftt  betrifft,  den  Typus  der  ersten  Gruppe  nachahmen. 
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Werden  die  Ringe  des  Gittert  sahlreicher,  so  Ködert  sich  dämm  die  An- 
sabl  der  grossen  Maiima keineswegs;  aoeli  behalten  sie  ihren  gegenseitigen 
Abstand  {2n)  unverftndert  bei,  nihem  sieh  aber  der  Bildmitte  bis  sn  einer  ge- 
wissen Grenze,  welche  jedoch  erst  für  ein  Kreisgitter  von  nnendlieh  vielen 
Ringen  erreicht  wird.  Die  kleinen  Maxime  dagegen  werden  immer  zablreicher, 
schmaler,  licbtscbwftcher,  indem  sich  zwischen  der  Bildmitte  und  dem  ersten 
grossen  Maximum  oder  überhaupt  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  grossen 
Maximis  immer  mehr  dunkleRinge  einschieben;  bei  eiuoni Gilter  aus«  Krt  i- 
sen  ergiobt  sicli  für  jede  Grup])C  die  AnzuliI  der  dunkeln  Ringe  gleich  2« 
Das  mittlere  LichtsclieilK-hcn  und  die  den  ;;ros.sen  Maximis  eutsprccheuden 
hellen  Hinge  werden  dabei  ininier  melir  eingeengt. 

Bei  einem  Kreisgitter  von  svhr  vi<  icn  Ringen  verschwinden  die  kleinen 
Maxima  gegenüber  (b^n  grosMMi  völlig'  nnd  diese  bleiben  allein  noch  beste- 
hen; das  Beugungsbil  l  rcducirt  sich  sonach  auf  einen  mittleren  Lichtj)unkt, 
welcher  in  gleiclicn  Abstanden  von  schmalen  hellen  Ringen,  deren  Liclit- 
starke  nach  aussen  bin  immer  mehr  abnimmt,  umgeben  ist. 

Die  Lage  der  Maxima,  der  kleinen  sowohl  wie  der  grossen,  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung 

J '(«)  + 2«  J » (2  «)+ 3' J  •  (3  *)  +  •••+«' *(«*)=*  0  1 
oder  (tr  hinlänglich  grosse  s,  weil  fOr  solche 


gesetst  werden  kann,  ans  der  Gleichung: 

sin  («  —  i»)  +  22  sin  {iz  —  j-»)  +  3*  «in  (3«  —  ^n)  -h  , . . 

+  si«  (««  — J»)=sO. 
Für  ein  Kreisgitter  ans  sehr  vielen  Bingen  wfirde  die  Auflösung  selbst  die- 
ser genftherten  Gleichung,  da  die  Summation  der  Sinusreihe  wohl  schwer* 
lieh  gelingen  dttrite,  weitUufig  und  beschwerlich  sein.  Um  aber  dennoch 
die  beilXttfige  Lage  der  grossen  Maxima ,  die  uns  Yorsugsweise  interessiren, 
au  ermitteln,  genügt  folgende  einfache  Betrachtung. 

Wenn  in  dem  genäherten  Ausdruck  ftlr  ^,  nimlieh  in 

„1^) /r.  t""        J"*- - 

4-  j/3  .ros{Zz  —  in)  +  ...  +  j/ri.  cos  (n  t  —  i  «)] 
die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  theils  jinHitiv,  theils  negativ  sind 
und  sich  daher  gegenseitig  ganz  oder  tbeilweise  aufheben,  so  kann  ein 
grosses  Maximum  nicht  eintreten.  Wir  worden  uns  aber  einem  s(dcljen 
nähern,  wei^n  alle  Glieder  ])().sitiv  weiden.  Dies  tritt  au^'cn.-cheinlich  immer 
oin,  wenn  z  =  2mn  (unter  m  eine  ganze  Zahl  verstanden)  gesetzt  wird;  als- 
dann sind  sämmtliche Cosinus  einander  gleich,  n8mlich=co«(— i n)  =  ^/'i- 
Jedenfalls  kommen  wir  dem  gröasten  Werth,  dessen  jene  Coainusreihe 
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fähig  ist,  noch  näher;  wenn  wir  Z  etwas  grösser  als  2m7r,  etwa  2  s=2m7c  J 
wftblen  und  h  so  bestimmen,  dass  das  Argument  des  mieteten  mit  dem 

grdssten  Factor  (^n  )  mnltiplieirten  Cosinns  einem  geraden  Vielfachen  ▼on 

n  gleich  wird.  Hierzu  genügt,  iid=  folglich  zs=2m»4';^2U  nehmen. 
Dieser  Werth  ist  aber  immer  noeh  an  klein;  in  die  Gleichung 

3  3 

«III  (-2  —  i     +  2«  &m  (2  2  —  ^»)  -f  3«  m  (3 «  —  \n)  + . . . 

+  Rtft!R  (n2->^9E)  s=  0 

gesetzt,  bewirkt  er  nur,  dass  die  lotsten  mit  grossen  Faetoren  multiplicirten 
Sinns  sehr  klein  und  der  lotste  sogar  Null  wird;  alle  übrigen  Glieder  und 
daher  auch  der  Werth  der  ganzen  Reihe  sind  negativ.  Setsen  wir  dagegen 

2=:2m«-l  ,  so  verschwindet  das  mittlere  Glied  der  Beibe  (wenn,  bei  un- 

In 

gojadem  w,  ein  solches  vorhanden  ist),  und  je  swei Sinus,  welche  gleichweit 
von  (1cm  vftrdcren  und  hinteren  Ende  der  Reihe  ahstchen,  werden  einander 
gleicli,  al)or  ontgegrngesetzt ,  und  zwar  negativ  in  der  cr.slon,  positiv  in  der 
zwoitoii  1  r.'ilfto  der  Kciho.  Der  Werth  derReilie  inu.ss  daher,  da  in  ilii  er  zweiten 
If.Hlfto  die  Faetoren  grosser  sind,  positiv  ausfallen,  ^\'ir  koniK^i  demnach 
behaupten,  dass  die  \V  urzelwerthe  der  obigen  Gleichung,  welche  den  grossen 

Maiimis  entsprechen,  swisehen  sssaamn  H  z^TtmitA — -  liegen. 

Beide  Werthe  nähern  sich  mit  wachsendem  n  der  gemeinschaftlichen  Grenze 

Smir ;  da  2  =  jgt^  unter  il  den  Abstand  sweier  aufeinanderfolgen- 

den  Ringe  und  unter  ^  den  Bengungswinkel  yetstanden,  so  kennen  wir 
folgenden  Sats  aussprechen : 

Im  Beugungsbilde  eines  Gitters  aus  sehr  vielen  gleich- 
weit  abstehenden  concentrischen  Kreisen  treten  helle  Ringe 
auf,  wenn  nahesu 

d.  h.  wenn  der  Gangunterschied  der  entsprechenden  Strah- 
len zweier  aufeinanderfolgender  Gitterringe  nahezu  (etwas 
mehr  als)  eine  ganze  Anzahl  von  WellenUngen  beträgt. 

Aus  dem  genäherten  Ausdruck  fllr  C  ergiebt  sich  femer  noch,  dass  die 
Intensitäten  der  bellen  Ringe  sieh  umgekehrt  verhalten  wie 
die  zugehörigen  Werthe  von  r,  also  nahezu  umgekehrt  wie 
die  geraden  Zahlen  2,  4,  G,  8  etc. 

Wir  ersehen  daraus,  dass  die  farbigen,  innen  violetten,  aussen  rothen 
Ilöfe,  welche  ein  weisser  Liclitpunkt  dnrch  ein  Kreisgitter  betrachtet  zeigt, 
wesentlich  verschieden  sind  von  den  Hofen,  welche  durch  zahlreiche  im 
Gesichtsfeld  unregelmassig  vcrtlieiltc  kreisrunde  Korpcrchen  (Lycojjodiuuj- 
sporen,  Nebel blaschpn)  erzeugt  werden.    Diese  letzteren  entsprechen  den 
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hdlen  BiqgeD,  weleba  im  Bengnngsbflde  einer  einsigen  lureisrnnden  Oeff> 
nuDg  erscheinen*  nnd  sind  daher,  wm  ihre  Lage  nnd  InteneitSt  anlangt, 
den  oben  flSr  diesen  Fall  entwickelten  Gesetaen  nnterworfen.*  Bie  Höfe 
des  Kreisgitters  dagegen  sind  sehr  nahe  Terwandi  mit  den  dnreb  Stabgitter 
ersengten  Beagnngsspectren. 

.  Ist  die  Anzalil  der  Gitterringe  eine  beschränkte,  so  lassen  sich  die 
grossen  Maxima  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  und  ohne  grosse  Mühe  aus  der 

oUgen  Sinnsgleiebnng  finden,  indem  man  TOn  z  n  2  m»  +  ~  als  einer  ersten 

Annäherung  ausgelit  nnd  die  noch  hinzuzufügende  Correctur  s  etwa  durch 
die  Newton  'sehe  Näherungsmethode  berechnet.  Danach  wäre 

#m  (r— ■  J«)  +  i^sin  (2 1—  in)  +  8^«»« (8«— J«)  4"  •  • .  H-n^*in  {»  z  —  J«) 

*=   -  -  . 

CO«    — i»)  4-  2» CO*  (2 1 — ^m)  +  3«co«  (3 z—^ts)  -J-  . . . + n« co*  (»  s —^n) 

Bei  dem  dreiringigen  Gitter  s.B.  findet  man  f&r  das  erste  grosselCazimnm  m- 

n 

nächst  z  =  2»  4-  T-  =        die  vorsteheode  Formel  liefert  alsdann  c  =  0,05, 

12 

folglich  hat  man  t  =  0,50,  denselben  Werth ,  welchen  man  aveh  durch  Anf- 
lösnog  der  Gleichung 

J'(3)-h2' J'(22)  +  3«  J'(3c)  =  0  • 

findet. 

Diese  für  ein  Kreisgitter  mit  äquidistanten  Ringen  abgeleiteten  BesnU 
täte  ergaben  sich  durch  Speciali>iruug  des  allgemeineren  Ausdrucks 

welcher  in  Jedem  Falle  noch  durch 

2»/J(ä  +  ä'  +  ä"  +  ..  .) 

dlyidirt  werden  mnss.  Dieser  allgemeinere  Ansdmck  gilt  aber  fKr  jedes 
System  concentrischer,  gleichbreiter,  dabei  jedoch  sehr  schmaler  Kreis- 
ringe, nach  welchem  Gesetae  dieselben  auch  anter  sich  gmppirtsein  mögen, 
also  namentlich  auch,  wenn  die  einseinen  schmalen  Ringe  ohne  dunkle 
Zwischenräume  unmittelbar  an  einander  Stessen.  Dies  ist  der  Fall  bei 
einer  jeden  beliebigen  ringförmigen  Oeffnung,  wenn  wir  uns  dieselbe  durch 
concentrische  Kreise  in  schmale  Ringe  von  der  Breite  ß^dR  lerlegt  den* 
ken.  Wir  können  also  unsere  Formel  ancb  auf  den  schon  behandelten  Fall 
der  ringförmigen  Oeffnung  anwenden,  und  erhalten  für  sie,  wenn  sieh  auf 
diesem  Wege  das  oben  schon  gefundene  Resultat  ergiebt,  eine  erwünschte 
Probe. 

Ist  ^  dor  innere,  R^  der  äussere  Radius  dfr  riii^'förmij^en  Oeffnung, 
so  bat  man  in  obigem  Ausdruck  ß=s  Ji,  B>  =  R  +  dlif  Ii"  =  Ji     2d . . . 


*  Vergl.  die  Fraunhofer' sehen  BengongserachelnaDg«!!  in  elementarer 
Darstellang  f  24.  8ehl»mileh*8  Zeitoehrift  Jahrg.  XIV. 

12* 
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i?^*)sll  +  ittfA==J?t*  ferner  «'=«  +  if«,  2''sz-f-2<f2, . . .  zHe^^-iiift 
s  2|  tn  Selsen.   Derselbe  lautet  alsdann 

+  (/?4-«rfÄ)  + 
oder,  wenn  mau  lailtcbt  lior  Kelatiou 

'  

R  and  tfJl  durch  s  und  ifs  ansdrttekt,  d.  h.  J?  — - —  .  s  und  dR 

A  • 

=   : — ,dz  setst: 

2  ;j       ^    ^""^'^  +  rf»)  +  (l  +  2  rfs)      (t  +  2tf  s)  +  . . . 

wo  die  eingeklatiimerte  und  nocli  mit  dz  moltiplicirte  Summe  nichts  Anderes 
ist,  als  das  bestimmte  Integral 


oder  auch 


.P{z).dt—  fzJ*(x).dt. 
% 

Nun  ist  aber  allgemein* 

X 


0 

dtiiliuacL  für  v  =  1 

z 


J  zJ\z)dz  =  zJ'{z), 


0 

Der  Züliler  des  gesuchten  Ausdrucks  ergiebt  sich  also  iu  folgender  Gestalt 

2jcm*^  ^  '  ^  ' 

der  Nenner  dagegen  heii^st 

2Är//.'(Ä-|.y^  +  <iÄ4-Ä+2iiÄH-...  +  Ä+«dÄ) 

2«sifi*^ 


X»       r'  r,«-s« 

s=  I  Z  dzs:s  —  , 

2  w  AI/r  1^ »/  2 «  ii/r  1^  2 


•  I.  c.  0  8. 
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Wir  habea  demnaeh  ftlr  die  ringförmige  Oeffhuug 

Ist  nun,  wie  früher  angenommen  wurde,  itapi},,  so  bat  man  aueh  sspt^, 
und  der  voratebende  Ausdruck  wird ,  wenn  der  jetafc  Überflüssig  gewordene 
Index  von  ti  wegbleibt: 

also  grnan  so,  wie  oben  direct  gefbnden  wurde.   Es  bedarf  kaum  der  Er« 
wlhnnng,  dass  auch  der  specielle  Fall  einer  Teilen  Kreisöffnung  für 
bierin  entbalten  ist. 

Untor  (Ion  durch  krummlinig  begrenzte  Ooft'nungen  hervorgebracliton 
Beugungserscheinungen  hieton  die  bislier  behandelten  Falle  (Kreis,  Kreis- 
ring, Kreisf^itter),  weil  sie  experimentell  leicht  rf'alisirbar  sind,  das  hervor- 
ragendste Interesse  dar.  Die  elliptische  Oeffnung,  welche  in  experimen- 
teller Hinsicht  zunächst  in  Betracht  käme,  läüst  sich  leicht  und  in  bekannter 
Weise  auf  die  Kreisöffuung  sujriickführen.  Ausserdem  lassen  sich  i'ür  an- 
dere Begrenznngscnrven  noch  manche  Kebultate  gewinnen,  welchen  aber 
nor  tlieoretischcs  Interesse  beigemessen  werden  kann.  Da  es  jedoch  unsere 
Absieht  ist,  auf  die  ausgedehnte  Kolle  hinzuweisen,  welche  den  Bossel'- 
sehen  Fnnetionen  in  der  Theorie  der  Beugung  ankommt,  sei  es  gestattet, 
noch  eine  Gruppe  von  FftUen  knrs  au  berühren,  welehe  durch  Bossel*- 
sehe  Functionen  wenigstens  eine  tbeilweise  Lösung  finden. 

Nehmen  wir  an,  die  beugende  Oeffbung  werde  sowohl  durch  die  Ab- 
scissen-  als  Ordinatenaxe  s^'rametrisch  halbirt,  so  verschwindet  das  Doppel- 
integral  S\  beschränken  wir  ferner  ansere  Betrachtung  auf  die  Ab- 
scissenaxe  des  Beuguogbildes,  d.  b.  setzen  wir  r=:0,  so  wird  das  Doppel- 
integral  C 

—  «  —  y  —  « 

Ut  nun  y  =s  (a'  —  j;')    ^,  wo  v  reell  and  ^  —  |  gedacht  wird,  so  hat  man 

—  a 

oderj  wenn  Xssaou  substituirt  und  aq^z  gesetsi  wird 

+  1 

-  l 
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Nun  ist  aber 
-I 

folglieb 


Nimmt  man  die  Licbtstftrke  ip  der  Mitte  dea-Beuguugsbildes  (s^so) 
Einbeit,  m  mnss  dieser  Ansdraek  nocb  durcb  den  Flftebeninbalt  der  Oeff- 
onng ,  niUnlieb  doreb 

+«  +1  • 

—  a  —  l 

diWdirt  werden.  '  Man  bat  alsdann 

2»  •  r(v4-4)  •  f  ' 

Setzt  mau  z.  B.  v  =  |,  so  ist 

y  =    —  x' 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  in  die  ürdinatcuaxc  fallt,  und 
deren  Sclicnkol  die  Absiisscnaxe  in  den  Punkton  —  a  und  -|-  a  schneiden; 
ihr  Scheitel  ist  um  dioüclbc  Grös.so  a  vom  Anfangspunkte  entfernt.  Zwei 
solcho  Pnrabolbtücke,  welche  die  Coordinatenaxen  in  der  Entfernung  a  vom 
Anfangspunkte  durchschneiden,  begreuseo,  symmetrisch  aar  Abscisseuaxe, 
die  beugende  Oeffnnng.   Da  nun* 


t/  'i  fsinz  \ 


ferner 

r(4)  =  l.2.8, 
r(2)  =  l 

so  wird  die  Intensitllt  anf  der  Abscissenaxe  des  Beugungsbildes  jener  para- 
boliseb  begrensten  OelFnung  gegeben  dareh  das  Quadrat  des  Ausdmelca 

z*\  z  )         X  dz 

Wie  man  sieht,  verschwindet  C'  gerade  für  diejenigen  Werthe  von  z, 

welebe       au  eincim  Maximum  oder  Minimum  maeben.   Das  Quadrat  von 

z 

griobt  aber  bekanntlich  die  LiebtstXrke  an  auf  der  Abscissenaxe  des 


•  cl.§ltt. 
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Bengungsbildes  einer  rechteekigeii  Oefibnng  Ton  der  Breite  2a;  wir  er- 
kennen ilio,  dnas  jene  peraboliaoh  be^enste  Oefliinng  gerade  an  jenen 
Stellen  Dnnkelbeit  bervorbringt,  an  weleben  bei  einer  gleicbbreiten  reebt> 
eckigen  Oe£Ennng  die  IntengitKtsmaxima  eriebeinen. 

Der  Fall  des  Reebteeks  ist  ttbrigens  aneb  in  unserer  allgemeinen  For- 
mel fftr  C'  entbalten.  Setaen  wir  nftmlieb  y  r=  |,  ao  ist  y  =  1  nnd  wir'baben 
es  mit  einer  recbteekigen  Oeffnung  von  der  Höbe  2  nnd  der  Breite  2  a  an 
tbnn.   Dann  bat  man 

oder,  weil  i 


ist:  ,  Sinz 

z 

Bedenken  wir  endlicb,  dass  sftmmtliebe  Intensitätsausdrttcke  für  gerad- 
linig begrenste  BeQgungsdflnnngen  ans  sAtut  nnd  cojAni«  snsammengesetst 
sind,  und  dass 

«öits=^y  und  eost==j/'^.J~\z) 

ist,  so  erkennen  wir,  dass  aneb  alle  Aufgaben  Uber  die  Ben- 
gnngserscbeinuDgen  geradlinig  begrenater  Oeffnnngen 
dnreb  BesseTVebe  Functionen  aufgelöst  werden  können. 
Für  eine  dreieckige  Oeffnung  a.  B.  findet  man  folgenden  Intensit&tsausdruck : 

-=p1("")'+(t)'-<^)(7-0-'1- 

Darin  ist,  wenn  mit  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  beseicbnet  werden, 
welcbe  der  gebeugte  Strabl  resp.  mit  den  drei  Seiten  tf,  v,  w  der  dreieckigen 
Oeffiiung  bildet, 

SS  JS  IS 

— /3  =  — »m,  y  =  — »II 

d.  b.  die  Argumente  er,  /},  y  sind  die  mit  -j  mnltiplicirten  Projectionea  der 

Dreieeksseiten  anf  die  Bicbtuug  der  gebeugten  Strablen.  In  Boss  ersehe 
Functionen  umgesebrieben,  lautet  nun  der  obige  Ausdruck  nicbt  minder 

symmetrisch  wie  folgt: 

7?  I  ■(':;;')<'';f*)0')i 

Ans  der  gegenwärtigen  Untersuchung  ei^ebt  sich  also,  dass  die  Bes» 
se  rächen  Functionen  in  der  Theorie  der  F  r  a  u  n  h  o  f  er'schon  Bengungser- 
scbeinnngen  eine  überans  umfangreiche  Hollo  spielen ,  dnss  sie  so  zu  sagen 
der  natnrgemässe  analytische  Ausdlruck  fttr  diese  Art  matbematisch-pbjrsir 
kalisober  Probleme  sind. 
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•  • 

z 

m 

C 

X 

C 

0,0 
0.1 

0.2 
0.3 
0.4 

+  1.000000 

0,90S750 
0.995008 

0,dä0133 

1,000000 
0,997501 
0,99004! 
0,97 1  /09 
0.9006<H) 

3.0 
3.1 
3.2 
3.3 
3.4 

-f  0.226039 
0.194143 
0.ir)3339 
0,133735 
0,105427 

0,051003 
0.n37»i'.U  [ 
0.020(579 
0,017885 
0,011114 

0.5 
0,6 
0,7 
0» 
0,0 

0,069074 
0.955670 
0.939988 
0^022105 
0.002100 

0.".)39104 
0.913305 
0,883577 
0,8&0277 
0313800 

3.5 
3.6 
8.7 
83 
83 

0,078502 
0.053037 
0.039099 
+  0306748 
—0.013971 

0.006162 
0.002812 
0300846 
0.000045 
0,0ü0195 

1.0 
1.1 

1.« 
1.8 
1.4 

0380101 
0,856186 
0.880482 
0.8031 lo 
0.774211 

0.774577 
0.788054 
0.689700 
0.044990 
0309402 

43 
4,1 
4.2 
4.8 
4.4 

0.088022 
0360877 
0.066022 
O,0709b2 
0.092171 

O.001000 
0.002587 
0.004366 
0.006892 

O.Oo8405  1 

1.5 
1.6 

1.8 

i.u 

.  0.748016 
0.712370 

0,679723 
0,t!4ültjO 
0.611743 

0,553411 

0.507471 

ü,4ti2Ü23 
(),  117  184 
0.374229 

4.5 
4.6 
4.7 
4.8 
4.9 

0,102694 
0.111545 
0.118758 
0,124375 
0,128447 

0.010546 
0,012442 
0.014103 
0,015169 
0.016498 

2.Ü 
2,1 
2,2 
2.3 
2,4 

0.576725 
0.5412:il 
0,505421 

f\  IAO 

0,438480 

0,332611 
Ü.292U31 
0.255450 

0.1879U 

5.0 
5.1 
5.2 
5.3 
5.4 

0.131032 
0.132195 
0.132009 

A   *  HAK  m  • 

0,190551 
0,127906 

0,017169 
0317475 
0317426 
0317043 
0,016359 

2.5 
2.0 
2.7 
23 
2.0 

0307675 
0362160 
0327112 
0.202649 
0,258915 

0.108141 
0.181166 
0.107002 
0385648 
0.067087 

5.5 

53 
5,7 

«3 
«.9 

0.124150 
0.119405 
0.118736 
0.107251 
0,100048 

0315415 
0,015257 
0.012085 
03UöOt 
<^010009 
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Tab.I.  C=-.J«(*). 


0.0 

6.2 

Ü.3 
Ü.4 

e,5 

ü.« 

0.7 

Ü.9 

7.U 
7.1 
7.2 
7.3 
7,4 

7,5 
7.Ö 
7.7 
7.8 
7.U 

8.0 
H.l 
8.2 
8.3 
M 

8.5 
8.6 
8.7 
83 
8.9 


—  0.002228 
0.083800 
0.07M35 
0.066059 

0,056702 

0,047335 
0.037873 
0.028400 
0.ol«Jl»2 
0.010117 

—  0.001338 
+  0,007085 

O.OlöU'JO 
0.022622 
0.029628 

0,03000(> 
0,041808 
O.O470OI 
0.05 1Ü30 
0,055488 

0.058659 
0.001138 
0.062920 
0.064033 
0,064473 

0.064264 
0,003481 
0.069004 
0,000017 
0,067500 


0.066506 

0,007037 

().<  105045 
O.OOI3rt3 
0,003221 

0.002240 
0.001434 
0.fKM)HI() 
(*.'Min;5(i>i 
0,000102 

(i.OOOOOl 
( ),( lUOUäO 

0.(HM)öll 
0.000877 

0.001300 
0.001755 
0,002217 
0,002005 
0.003078 

0.003440 
0.008787 
0,003950 
0,004100 
0.004150 

0,004129 
0,004023 
0,008844 
0.003602 
0.008306 


9,0 
9.1 
9.2 
9.3 
9,4 

<>,5 
9.« 
9.7 
9,8 
9,9 

10.0 
10,1 
10,2 
10.3 
10.4 

10.5 
lO.O 
10,7 
10,8 
10.U 

11.0 

11.1 
Ii. 2 
U.3 

n.4 

lU 
11.6 
11.7 
11,8 
tl,9 


+  0.054514 
0.051084 
0.047203 
0,043100 
0,03i>0-i5 

0,033950 
(»,02<>0tiH 
0,0240  |U 
0,01M>47 
0,013812 

0,0OS095 
-f-  0,003043 
—  0.001-^07 

O.O^MIO.SI 

0.010008 

0,015019 
0,019100 
0.022878 
0.02' .327 
0.029422 

0,032143 
0,034474 
0,030402 
0.037921 
0.038020 

0,039718 
0.040000 
0.039880 
0,010810 
0,088486 


et 


0,002971 

0.002009 
O.0U2233 
0,(KI1H57 
0,001493 

0.001152 
0,000844 
0.0(K)578 
(».(HX)359 
0.000190 

o.mw'o 

0.(HK)013 
(),(H)0001 
0.0(10037 
0.000113 

0.000225 
O.(KX)304 
0,(KX)523 
0,(MX)093 
0,000865 

0,001033 
0,001188 
0.001325 
0.001438 
0,001523 

0,001077 
OiOOlOOO 
0.001590 
0,001649 
0,00ml 
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2 


Tab.  1.  C=-:../»(s), 
z 


12.0 
12.1 
12.2 
12.8 
12,4 

12,5 
12,6 
12,7 

123 
12.9 

13.0 
13.1 
13.2 
13.3 
13,4 

13,5 
13.6 
13.7 
13.8 
13,9 

14,0 
14.1 
14.2 

143 
14,4 

14,5 
14.6 
14.7 

H.B 
14.0 


—  0.(n7241 
0.085601 
0,038706 
0.031587 
0.029147 

0,026477 
0.028610 
0.0S0577 
0.017411 
0.014147 

0.010818 

0,007458 
0.004101 

—  0.000778 
i-  0,002477 

0.005637 
0.008671 
0.011554 
0.014260 
0316766 

0,010054 
0,021104 
0,022908 
0,024488 
0.025099 

0.026680 
0327877 
0.027780 

0,027918 
0.027769 


0.001386 
0.001271 
0.001140 
0.000997 
0.000649 

0300701 
0.000557 
0300423 

0.000303 
0.( 


IIIII)mI 


o,(NK)n7 

o.()ouor)5 
ü.mjOOK} 
o.ooooni 

0.000006 


0.000863 
0.000445 
0.000523 
0.000597 
0.000060 


0,000711 

0.000740 
0.000772 

0,O(tU770 
0,000771 


15.0 
15.1 
15.2 

153 
15.4 

153 
15.6 

15.7 

15.8 
15,9 

16.0 
16.1 
J6.2 
16.3 
10.4 

16.5 
16.0 
16.7 
16^8 
16^9 

173 
17.1 
17.2 

173 
17,4 

17.5 
17,6 
17.7 
17.8 
17.0 


+  0.027847 
0326664 
0.025780 
0.024550 
0.028160 

0.021576 
0319600 
0,017802 

0315784 

0,013588 

0.011300 
0.008941 
o,(Hm530 
0.004115 
+  0.001695 

—  0,<X)060U 
0.003042 
0.005313 
0,007491 
0,009556 

0.011490 
0^018277 
0314901 
0,016840 
0317611 

0.018677 
0.010530 
0,020198 

0.0i0686 
0,020868 


0^000747 
0,000710 
0.000662 
0,000608 
0,000580 

0,000465 
0.000399 
0,000319 
0,000140 

0.000184 

0,000127 

0.000079 
0.000041 
0.000016 
0,000102 

O.OODIMK  I 
0,1NX)000 
0.000028 
0,000056 
0300091 


0,000182 
0,000176 
0,000222 
0,000267 
0.000810 

0.000848 
0.000881 
0.000407 
0.000425 

0,000435 
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t 

> 

\  0* 

t 

18.0 

—  0.020888 

0,000436 

19.0 

18,1 

0,09070t 

0^000418 

19.1 

18.8 

j 

O/NXMU 

19.2 

''SU''  - 

fl^Ol^TSO 

0.000880 

193 

o^oitow 

0.000880 

10j4 

18.5 

0.01^14 

0.000824 

10.» 

0016008 

0^00088» 

10,0 

01,019848 

aO0OS4« 

lOl» 

(Mn4254 

0.000208 

UlB 

*16|9  ' 

0^01^41 

0,000188 

19^0 

t 

80,0 

C 

—  O.Ol  1127 

0.000123 

0.009426 

0.000088 

0.007860 

0.000058 

i 

04NXi844 

0.000084 

0y008888 

0,0000» 

0.008141 
—  OjBOoiot 

0^000004 

+  0001^ 

4).oooeot 

8408^16 

OiOOOOlO 

O^OOS^ 

0.000088 

01000044 

Tab.  Ia.  Nnllwerthe. 


Yielfaelia  Ton 

X 

3.831706 

1.219670 

7.015587 

2.233130 

10,173467 

3.238315 

13,32369<3 

4,241062 

16,470031 

5,242765 

19.615861 

6.243923 

Tab.  Ib.  Maximft. 


1  . 

0 

Vielfache  von 
l 

+  1,000000 
—  0.132270 

1.000000 
0,017498  = 

0 

5.135630 

» 

a  T 

1.084722 

8.417236 

+  0.ÜÖ4482 

0.004158  = 

j_ 

«4  1 

2.679300 

11,619857 

—  0,040008 

0.001001  ^ 

«  9  » 

3.698715 

14.795938 

+  0.027919 

0.0O0779  = 

1 

1  S  «4 

4,709693 

17.900880 

—  0»080005 

0.000487  = 

1 

tt«a 

5^718788 
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Z\Z         4       iz  J 


X 

t 

C 

z 

C 

z 

0' 

0,0 

+  I.OIKKMW 

5.0 

1 

—  0.307208 

10,0 

-f-  0.05527 1 

\:>.o 

+  0.(121441 

0,2 

5.2 

0.200735 

10.2 

0,012330 

\i>,2 

O.OJII34I 

o.i 

0.075175 

5.4 

0.279577 

10.4 

0.020779 

15,4 

0,013105 

0.«5 

0.041020 

5,0 

0.25()75G 

Itl.O 

0,018051 

15.6 

0,000104 

o.ä 

0.U02703 

5.8 

0.220307 

10,b 

4-  0,007532 

15,8 

+  0.002549 

1.0 

0.H504N 

0.0 

0.|0;)0;)l 

1 1 .0 

—  0,(M)l47l 

10,0 

—  0,004487 

1.2 

0.7H87Ö3 

(i.2 

0.104805 

11.2 

0.O0S73ä 

10,2 

0.011000 

1.4 

0.7180r)0 

0.4 

0.130120 

M.4 

O.Ol  4 123 

16.4 

0,018715 

1.0 

Ü.Ü42455 

e.6 

0,09.5070 

11.6 

0.017583 

16.6 

0.02.>400 

1.S 

0,500604 

0,060710 

11.S 

0,010144 

10,)i 

0.031479 

2.0 

0.475(»00 

70 

—  0,027051 

12.0 

0.018012 

17  0 

0.03674 1 

2.2 

0.388500 

7.2 

+  0,002441 

12,2 

0,017001 

17.2 

0.041012 

2.4 

0,301157 

7.4 

0.029804 

12.4 

0318817 

17.4 

0.044149 

2.0 

0.215188 

7.0 

0.053015 

12.6 

0,000460 

173 

0,046067 

2.8 

0,182128 

7ä8 

0,078407 

123 

•»0,004205 

17,8 

0,046688 

8.0 

+  0,058413 

8.0 

0.060210 

18.0 

+  0|001865 

18.0 

0.046021 

8.2 

—  0.0t0071 

8,2 

O»100608 

18.2 

0307186 

18,2 

0,044112 

8.4 

O.O6Q005 

8,4 

0,107071 

18,4 

0.012780 

18,4 

0341085 

0,144000 

8,6 

All 

18,0 

4  A  A 

18,6 

8.8 

0,104917 

83 

0,110747 

183 

0,022385 

183 

0,081887 

4.0 

0,286871 

0,0 

0,106017 

143 

0^025851 

10,0 

0326152 

4.« 

0.268440 

0,2 

0,100100 

143 

0328176 

103 

aOlOBOl 

4»4 

0,201808 

0,4 

0,001112 

14.4 

0.020286 

10,4 

0318847 

4,6 

0,306212 

IM» 

0.060216 

143 

0,028068 

193 

0^006705 

43 

0,810820 

03 

0,008070 

143 

0,087848 

193 

—0,000184 

203 

+  0,000012 
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T*b.  III.  c«-i  y  "»(O+s^HaO  +  a-^^««)] 


z 

c 

X 

• 

c 

0,0 

+  1,000000 

4,0 

+  0.014870 

0,« 

0.041139 

4.2 

0.041597 

04 

\ßf  t  t  t  i  60 

0.6 

0.51570Ö 

4.0 

+  0.002220 

0.8 

0.204102 

4.8 

—  0,056488 

1,0 

+  0,072137 

5.0 

0.118600 

1.2 

2  *> 

0.162169 

1  4 

R  4 

,         V  ,  4      «J  V7 

1.6 

0.151041 

5.6 

0,132822 

1.8 

0.004da0 

53 

+  0.059006 

2.0 

—  0310746 

63 

+0384680 

2.2 

+  0,041820 

0.2 

0.128407 

2^ 

0307012 

0.4 

0.185756 

23 

0364800 

0.6 

0.206417 

23 

+  0312780 

63 

0^180042 

2,0 

—  0.088204 

73 

0.124822 

8,2 

0.070780 

7,2 

+  0.051851 

8.4 

a087820 

7.4 

—  0.027870 

3.6 

0.068539 

Grosses  Maximum 

3.8 

—  0.028211 

0,59    1  +0.206468 
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VI. 

Die  Theorie  der  oamitisehen  Luden  und  Flädien  In 
ihrer  geschichtlichen  Entwickelang. 

Von 

Dr.  Ferdinand  Bösseb, 

Lthrer  der  Uathematik  und  Physik  am  QjmnMiniii  sn  Eutin. 

(Uierzu  Taf.  III,  Fig; 

Die  canstischen  Linien  and  Flächen  bieten  ein  interessantes  Beispiel 
tut  die  ansserordentlicb  langsame  Ausbildung  einer  wissenschaftlichen 
Theorie.  Durch  die  Arbeiten  von  Gergonno,  Malus,  Qneteletn.  A. 
hat  die  Lehre  yon  Jenen  Linien  und  FUchen  eine  solche  Allgemeinheit  und 
Klarheit  gewonnen,  dass  in  dieser  Hinsicht  nichts  mehr  an  wfinschen  flbrig 
bleibt.  Die  Endresultate  sind  aber  so  äusserst  einfach ,  dass  sich  ihre  Ent- 
decker selbst  darüber  wunderten,  dass  dieselben  so  lange  verborgen  geblie- 
ben waren,  Dass  die  Ursache  dieser  langsamen  Entwiokelung  nicht  in 
einem  Mangel  an  Interesse  fttr  den  Gegenstand  au  suchen  ist,  dafttr  aeugen 
die  aahlreieben,  snm  Theil  ttberans  mtthsamen  Arbeiten  der  Terschiedensten 
Mathematiker  von  Oartesius  an  bis  auf  die  neuere  Zeit.  Der  Grund 
könnte  vielleicht  eher  darin  gesncht  werden,  dass  man  die  einfache  physi- 
kalische Ursache  jener  (Jcbilde  zu  sehr  aus  den  Augen  verlor  und  diese 
einer  Betrachtungbwoise  unterwarf,  welche  so  zu  sagen  zu  abstract  tnatlie- 
matisch  war.  Es  wird  sich  im  Folgenden  zeigen,  dass  die  allgemeinen 
Sätze,  welche  so  spät  und  zum  l'heil  durch  sehr  schwierige  analytische 
Untersuchungen  gefunden  wurden,  sich  ganz  einfach  aus  den  Principien  der 
Undulationstheorie  ableiten  lassen. 

Die  Hauptaufgabe,  die  wir  uns  hier  gestellt  haben,  ist  jedoch  nicht 
die  Znrückführung  jener  Sätze  auf  ihre  physikalische  Grundlage,  sondern 
es  soll  hier  der  Weg  nachgewiesen  werden,  den  die  fragliche  Lehre  wirk- 
lich genommen  bat,  um  zu  jenen  Endresultaten  zn  gelangen.  Dass  dieser 
Weg  durch  grössere  Berücksichtigung  der  physikalischen  Verbältnisse  hätte 
abgekürzt  werden  können,  mag  dann  nur  anhangsweise  dargethan  werden. 
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* 

Die  Entwicklung  der  caustischen  Theorie  bietet  zwei  von  einander 
scharf  abgegrenzte  Perioden  dar:  in  der  ersten  derselben  waren  die  Uiiter- 
snchnngen  fast  ausschliesslich  auf  die  Beschaffenheit  der  einzelnen 
Brcnnlinien  gerichtet,  während  die  Bemühungen  der  zweiten  vorwiegend 
die  Ausbildung  der  allgemeinen  Theorie  jener  Linien  bezweckten. 

Sucht  man  die  ersten  Anfänge  der  Theorie  anf,  so  dürften  zunächst 
zwei  Mathematiker  zn  nennen  fein,  die  zwar  jene  Lehre  noch  nicht  selbst 
behandelt,  aber  doch  Principien  aufgestellt  haben ,  welche  sich  für  die  Be- 
bandlang  derselben  als  änssertt  fruchtbar  erweisen:  wb  meinen  Hajrghens 
und  Cartesius. 

Das  von  Huyghens  herrührende  Princip  ist  eine  einfache  Conse- 
qnenz  seiner  Undulationstheorie :  Nach  dieser  wird  bekanntlich  jedes  durch 
eine  Lichtwelle  getroffene  und  in  Bewegung  gesetste  Aethertheilchen  der 
Mittelpunkt  neuer,  kugelförmiger  Wellen.  Es  möge  nun  (Fig.  1)  A  einen 
leuchtenden  Punkt  bedeuten ;  dann  wird  wenn  wir  hier  der  Einfachheit 
des  Ausdrucks  wegen  nur  die  Ebene  berfleksiehtigen  —  ein  jeder  um  A  ge- 
sogener Kreis  die  Form  der  von  diesem  Punkte  aasgehenden  Lichtwellen 
so  lange  vorstellen  können,  als  das  Lieht  nach  allen  Seiten  mitgleieher 
Geschwindigkeit  fortschreiten  kann.  Bedeutet  dagegen  eine  beliebige  Onnre 
MN  die  Grense  des  Mittels,  in  welchem  sich  A  befindet,  gegen  ein  iweites 
▼on  Terschiedener,  s.  B.  geringerer  Brechnngskraft,  dann  wird  die  Form 
jener  Licbtwelle  sich  Xndern.  Zieht  man  nKmIich  nun  einen  Kreis  um 
der  jene  Gurre  MN  in  swei  Punkten  P  und  S  sehneidet,  dann  kann  dieser 
die  Welle  vorstellen ,  welche  in  einer  gewissen  Zeit  um  A  entstanden  sein 
würde,  wenn  jene  Verschiedenheit  der  beiden  Medien  nicht  vorhanden 
wSre.  Ohne  dieselbe  wttrde  also  das  Licht,  wfthrend  es  sich  von  A  bis  P 
oder  S  foffpflanst,  auch  s.  B.  in  der  Richtung  AOQ  ebenso  weit  fortschrei- 
ten. Um  den  Punkt  0,  in  welchem  diese  Richtung  die  Trennungscurve  MN 
trifft,  entsteht  jedoch  eine  neue  Welle,  deren  Radius  OR  sn  OQ  in  dem 
Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  ersten  und  in  dem 
sweiten  Medium  steht,  so  dass  der  Strahl  AO  nur  bis  aar  Peripherie  dieser 
neuen  Welle  fortschreitet,  während  ein  anderer  von  A  bis  P  oder  S  gelangt. 
Da  nun  ein  jeder  Punkt  der  Ourve  MN  awischen  P  und  S  in  ähnlicher 
WiOise  cum  Mittelpunkte  einer  neuen  kreisbogenförmigen  Elementarwelle 
wird ,  SO  kann  die  durch  Interferons  dieser  Elementarwellen  entstehende, 
«wischen  P  und  Q  liegende  gebrochene  Welle  offenbar  als  die  einhflllende 
Cnrve  aller  Kreise  definirt  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Trennungs- 
curve MN  liefen  und  deren  Radien  an  dem  Abstände  der  Mittelpunkte  von 
der  Kreisperi^iherie  PQS  in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches 
die  Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  zweiten  und  in  dem  ersten  Me- 
dium zn  einander  bilden. 

Die  Form  der  gebrochenen  Welle  bleibt  nun  dieselbe,  wenn  diese  wei- 
ter fortschreitet,  da  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  dnm  neuen  Medium 
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gleich  bleibt,  so  dass  alle  dicCurven,  welche  die  verschiedenen  Zeitpunkten 
entsprechenden  Wellen  darstellen,  einander  parallel  bleiben.  II  nudelt  es 
sieh  also  nicht  um  die  einem  einzelnen  Zeitpunkte  entsprechende  Welle, 
sondern  um  die  allgemeine  Form  derselben,  so  kann  statt  jenes  Kreises 
PQS  ein  um  J  mit  ganz  beliebigem  Halbmesser  beschriebener  Kreis,  also 
auch  der  Punkt  A  selbst  snbstitnirt  werden.  Im  letsteren  Falle  bat  man 
also  den  data : 

Treffen  die  von  einem  Punkte  ausgebenden  Strahlen  auf  die  Tron- 
nnngsenrve  MN  zweier  Medien,  so  ht  die  gebrochene  Welle  die  einhüllende 
Corvo  aller  Kreise,  deren  Mittelpunkte  aof  der  breebenden  Cnrve  liegen 
und  deren  Radien  zu  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von  dem  Punkte  A 
in  dem  constanten  Verhältnisse  stehen,  welches  die  Geschwindigkeiten  des 
Lichtes  in  dem  sweiten  und  in  dem  ersten  Medium  zu  einander  bilden. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  gebrochenen  Strahlen  auf  der  gebroche- 
nen Welle  senkrecht  stehen ,  sowie  dass  statt  des  genannten  VerhÜltnisses 
dasjenige  gesetxt  werden  dai-f,  welches  die  Sinus  des  Einfalls-  und  des 
Brechungswinkels  bilden,  so  kann  man  dem  Satse  die  Form  geben: 

Die  von  J  ausgehenden,  durch  JUN  gebrochenen  Strahlen  stehen  senk- 
recht auf  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden 
Cnrve  liegen  und  deren  Radien  au  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  von 
dem  leuchtenden  Punkte  in  dem  constanten  BrechungsverhUltnisse  stehen. 

Man  sieht,  dass  dieser  Satx  leicht  verallgemeinert  werden  und  nament* 
lieh  sofort  auf  den  Raum  flbertragen  werden  kann;  doch  gehen  wir  hierauf 
jetst  noch  nicht  nSher  ein,  sondern  bemerken  nur,  dass  liuyghens  seihst 
schon  die  gebrochene  Welle  als  die  EJnvelojijic  jener  Kreise  betrachtet,  da- 
gegen die  Evolute  derselben,  d.  h.  die  Brennlinie  der  gebrocheoept  Strahlen 
noch  nicht  bestimmt  hat ;  dass  der  genannte  Satz  aber  von  Zeitgenossen  und 
Späteren  ganzlich  unbeachtet  geblieben  an  sein  scheint  und  erst  im  gegen* 
wärtigen  Jahrhundert  als  Reaultat  aualjtischer  Untersuchungen  neu  auf- 
gefunden wurde. 

Selbst  nachdem  jdies  geschehen  war,  erkannte  man  in  jener  Enveloppe 
nur  die  Evolvente  der  Brenulinie,  ohne  deren  physikalische  Bedeutung  so- 
gleich zu  finden. 

Die  fragliche  Enveloppe  iMssl  sich  auch  definiren  als  der  geometrische 
Ort  derjenigen  Puukti',  für  \sf!clio  die  Entfernungen  von  der  brechenden 
Curve  und  von  einem  fe.sten  Kiciso  in  einem  constanten  Verhältnisse  «tehen. 
Lässt  man  nun  die  hrecIuMulc^  ( "urve  ebenfalls  einen  Kreis  sein,  dann  wird 
jene  F]nveloj)])('  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  deren  Abstüjide  von  zwei 
festen  Kreisperijdierien  in  einem  constanten  V'«m  lialtni.sbe  stehen. 

Dieser  Definition  zufolge  sind  die  genannten  Curven  identisch  mit  il<'n 
berühmten  Ovalen  det»  Descartes,  die  nun  zu  besprechen  wären.  Des- 
cartcs  war,  wie  es  scheint,  der  Erste,  wfdcher  zeigte,  dass  parallel  auffal- 
lende Strahlen  nach  der  Brechung  durch  eine  Ellipse  als  Trcunung.->curvo 
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gweier  Medieo  in  deren  einem  Brennpunkte  vereinigt  werden,  wenn  das 
Verbiltniss  der  Excentrieitiit  derselben  «n  ihrer  grossen  Helbaxe  gleieh 
dem  eoostsntep  Breebangsverhältaisse  ist.  (Dioptriqoe  S.  08  Agg«)  Er 
fncbte  non  auch  Carren,  welebe  dnreb  Brecbang  die  von  einem  in  endlicher 
.EntfernnDg  liegenden  Fnnkte  ansehenden  Strahlen  in  einem  «weiten  ge- 
gebenen Pnnkte  Tereinigen  and  fand  dieselben  in  den  sogenannten  Ovalen, 
oder  wie  sie  seit  H ersehet  genannt  werden,  den  aplanetisehen  Linien. 

Wir  wollen  die  Identität  dieser  Cnrven  mit  den  obigen  Enveloppon, 
um  nicht  zu  weitlSafig  zn  werden,  nur  für  den  Fall  der  ersten  von  den  vier 
Des  cart  CS 'sehen  Ov.-ilon  nachweisen.  Die  Construction  derselben  ist 
(nach  Geomelrie  S.  352)  folgende: 

In  einer  Geraden  (Fig.  2)  sind  drei  Punkte  A  und  G  gegeben. 
Durchs  unter  beliebigem  Winkel  oiiic  zweite  Linie  AR— AG.  Be- 

schreibt man  nun  um  Fals  Mittelpunkt  mit  bcliol)igom  Ilalbmesser  FS';;>FA 
einen  Kreis  und  zieht  eine  Gerade  S  jT,  so  dass  A  T  zu  AS  in  einem  constan» 
ton  Verhältnisse  steht;  zieht  man  endlich  um  G  einen  Kreis  mit  demKadios 
RT,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  itf,  M'  der  Kreise  am  F  nnd  um  G 
Pankte  der  ersten  Ovalen«  Zieht  man  nnn  nm  F  einen  Kreis  mit  dem  Ra- 
dios FA  nnd  nm  6  einen  sweiten  mit  dem  Radios  GA^  dann  ist  der  Abstand 
des  Punktes  M  von  dem  nm  G  beschriebenen  Kreise  gleieh  AT  (weil  GM 
ssRT)  nnd  sein  Abstand  von  dem  nm  F  beschriebenen  Elreise  gleieh  AS, 
Allgemein  stehen  also  die  Abstände  der  Pnnkte  Mf  von  den  beiden  Kreis- 
Peripherien  in  dem  conetanten  Verhältnisse  AStAT.  Betrachtet  man  s.  B. 
^sls  den  lenehtenden  Punkt,  den  nm  G  mit  dem  Halbmesser  Gitf  beschrie- 
aeo  Kreis  als  die  breehende  Cnrve,  dann  giebt  nach  dem  Obigen  der  Ort 
des  Punktes  0  die  Form  der  durch  den  Kreis  gebrochenen  Welle  an. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sieh  auch  die  anderen  Formen  der  Des- 
cartes.'tji-lion  Ovalen  leicht  als  solche  Enveloppen ,  oder  was  dasselbe  ist, 
als  Evolventen  von  Brennlinien  anffasben.  Da  jedoch  diese  Identität  erst 
sehr  spät  —  durch  die  Unter.snchun;j;en  von  Sturuj  und  von  (^uetclet  — 
oiitdeckt  wurde,  so  nmg  das  Vorangehende  geniigen,  um  auf  das  Verdienst 
lioh  Cartesius  auHnerksani  zu  machen,  das  demselben  für  die  Untersuch- 
ung der  in  der  Theorie  der  Bicnnlinien  später  so  wichtig  gewordenen  Cur- 
ven  gebührt. 

Nur  eine  Bemerkung  mag  hier  noch  zngefUgt  werden,  nämlich  dass  die 
Ovalen  vom  vierten  Grade  sind  und  im  Allgemeinen  aus  zwei  conjngirten 
Corven  besteben,  was  in  der  ,,Geome'lrie'''  nicht  erwähnt  ist  nnd  daher  ihrem 
Entdecker  entgangen  sn  sein  scheint. 

Hatte  flnyghens  sowohl,  wie  Descartes  nur  die  Evolventen 
▼OB  Brennlinien  untersucht  nnd  Letaterer  sogar,  ohne  sie  als  solche  an  er- 
kennen, so  gebtthrt  das  Verdienst,  snerst  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
natiker  auf  Jene  Cnrven  selbst  gelenkt  su  haben,  dem  Deutschen  Ts  e  h  i  r  n  - 
bans.    Er  geht  selbstverständlich  von  den  einfachsten  Fällen  ans  und 
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mitersveht  sonftehat  die  Catacenatik  des  Kreises  ftir  parallel  anfTallende 
Strahlen. 

Im  Jahre  1682  lies«  er  seine'  erste  Arbeit  ttber  diesen  Gegenstand  in 

den  Leipziger  „Acta  erudilorum*^  erscheinen  nnd  sandte  sie  gleichzeitig  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenscliaften  zu.  Die  letztere  übergab  sie  einer 
aus  Labire,  Cassini  und  Mariotto  bestehenden  Conimission  zur  Prü- 
fung und  diese  erkannte  Tschirnhaus'  Lösung,  die  er  ohne  Beweis 
gegeben  halte,  leider  als  falsch.  Er  hatte  sich  dabei  otlonbar  durch  gewis-se 
Aehnlichkeitcn ,  welche  zwischen  der  Catacaustik  des  Kreises  für  parallele 
Strahlen  und  der  von  ihm  angegebenen  Cnrve  hinsichtlich  der  Form  und 
der  Quadratur  besteben,  zu  seinem  Irrthume  verleiten  lassen,  auf  den  wir 
bei  der  Besprechung  jener  Catacaustik  zurUckkommen  werden. 

Nach  acht  Jahren,  im  Februar  1600,  gab  er  eine  berichtigte,  allgemeine 
Methode  cnr  üntersuchnng  derCatakaustikcn,  nebst  Anwendungen  auf  Ter- 
Bobiedene  Beispiele ,  nnd  Teröffentlichte  diese  Arbeit  ebenfalls  in  den  „Adß 
erudilorum**.  Diese  nene  Methode  bemht  auf  der  Bestimmung  der  Länge  des 
reBectirten  Strahles,  wenn  diese  von  dem  Einfallsptinkte  bis  sn  dem  Dnreh- 
sebnitte  mit  einem  nnendlieb  nahen  Strahle  gerechnet  wird.  Der  Ansdmek, 
den  Tsebirnbans  Air  diese  LSnge  giebt,  ist  jedoch  siemlich  eomplicirt, 
da  n  dessen  Ableitnng  die  damals  eben  erst  erfundene  DüFerentialrecbnnng 
noch  niebt  bennlat  wird  nnd  darin  ausser  den  Ordinaten  — 'die  parallel  sur 
Richtung  der  einfallenden  Strahlen  gewählt  werden  —  und  deren  Zuwaebs, 
sowie  dem  Zuwachs  der  Abscissen  für  einen  unendlich  nahe  auffallenden 
zweiten  Strahl  auch  die  Subnornialen  sowohl  des  ersten,  als  des  zweiton  re- 
flectirten  Strahles  vorkommen.  Nennt  man  nämlich  die  Ordinate  der  re- 
flectirenden  Curve  i/,  deren  Zuwaclis  c,  den  Zuwachs  der  Abscisse  o,  die 
Subnormale  für  den  ersten  Strahl  s  und  die  für  den  lV)lgrnden  .v,  ,  so  heisst 
nach  Ts  ch  im  ha  US  der  Ausdruck  für  die  Lange  des  i  ctloctirten  Strahles, 
diese  vtfm  Einfallspunkt  bis  stun  Durchschnitt  mit  dem  nächsten  Strahle 
gerechnet: 

{Siff  —  sy  —  se)  (— 2y*  — 2ey  —  2*5,)' 

DieAbleitnng  dieses  Ausdrucks  hier  anangeben,  würde  zn  weit  fähren. 
£•  lei  nnr  bemerkt,  dass  sieb  derselbe  wesentlich  yereinfachen  iKsst,  wie 
folgt:  Berücksichtigt  man  den  Zusammenhang,  der  iwiscben  der  Snbnormale 
f  und  der  Ordinate  y  auf  der  einen  und  den  Zunahmen  e  der  Ordinate  nnd  o 
der  Abscisse  auf  der  ändern  Seite  stattfindet,  nnd  der  sieb  dnreb  die  Proportion 

SlffsaeiO 

ausdraeken  ISsst,  so  kann  man  den  obigen  Ausdruck  schreiben,  wie  folgt : 

(l^  +  2t|#-s,«)(l+^).o 

(^iU  —  '^y    sc \  , 

t 

Digitized  by  Google 


Von  Dr.  F.  Bdssnu 


175 


oder 


-H — 7-0 — / 

Der  zweite  Factor  dieses  Ausdrucks  convcrgirt  aber  für  unendlich 
klein  wordonde  Zunalimen  der  Abscisson  und  Ordinatcn  —  und  so  sollen 
diese  nach  Tschirnhaus'  Anprabo  angenonimon  werden  —  g^gon  die 
Einheit;  denn  setzt  man  «,=$+^<,  so  hat  man  iiir  diesen  Factor: 

und 

Hm  «y^lni^i— 

Dalier  kann  dieter  Factor  offenbar  ans  dem  Ansdrnck  für  /  gans  weg- 
gelassen werden.  Die  Bedeutung  des  übrig  bleibenden  Factors  wird  aber 
sofort  klar,  wenn  man  die  Zunahmen  der  Abscissen  und  Ordinatcn  als  deren 
Differentialien  auffasst.  Der  Ausdruck  wird  dann,  wcuu  man  auch  gleich 


1= 


^  yds  —  sdy 


dx 


Vergleicht  man  damit  den  Anadrack  für  die  Länge  des  Krttmmnngs- 
halbmessers 


 ^  • 


dar« 

so  ergiebt  sieh  der  merkwttrdige  Sats 

wenn  t  den  Winkel  swiseben  Tangente  und  Abseissenaxe  —  oder  also  hier 
aneh  den  Winkel  awtschen  dem  reflectirten  Strahle  nnd  der  Normale  — 
bedeutet. 

Um  daher  die  Lttnge  des  reflectirten  Strahles  zu  finden, 
bat  man  nnr  den  halben  Krümmungshalbmesser  darauf  zu 
projiciren. 

Fflr  den  Kreis  als  reflectirehde  Corre  beweist  flbrigens  auch  Tsehirn* 
bans  den  Torstebenden  Sats. 
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Fragt  lAan  nun,  wie  Teehirnbana  den  von  ihm  angegebenen  Ana- 
dmek  für  /  conatrniren  will ,  so  wendet  er  genan  daa  Prineip  der  Differen* 
tialrecbnnng  an.  Er  maebt  nimliob  die  Conttraetion  abbtngig  yon  der  Be> 

Btimmang  des  Verhftltnisses  yon  e  mo  (d.  h.  von        und  an  dieser  Be- 

stimmnng  dient  die  Rogol:  Alle  Ausdrücke,  welche  y  enthalten,  sollen  anf 
eine  8eite  (der  Gleichung  der  Cnrve),  nnd  alle,  welche  «  enthalten,  auf  die 
andere  Seite  geschafft  werden;  wie  sich  dann  e  zn  o  verhalte ,  so  verhalten 
sich  alle  Ausdrücke  mit  mnltiplicirt  mit  ihrer  Dimensionszahl  und  divi- 
dirt  durch  y  zu  allen  Ausdrücken  mit  x,  mnltiplicirt  mit  ihrer  Dimensions- 
zahl  und  dividirt  durch  x.  lat  so  daa  Verliältniss  von  eio  gefunden,  kann 
man  daraus  die  übrigen  in  dem  Ausdruck  für  /  vorkommenden  Grössen  be- 
rechnen und  daraus  die  Länge  des  Strahles  finden. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  seiner  allgemeinen  Methode  wählt 
Tschirn  haus  die  Parabel  und  den  Kreis  als  reflectirende  Curven. 

Was  zunÄchst  die  Parabel  betrifft,  so  verzichtet  er  auf  den  Nachweis 
des  schon  den  Alten  bekannten  Satzes,  dass  die  parallel  zur  Axe  einfallen- 
den Strahlen  nach  ihrer  Reflexion  im  Brennpunkt  der  Parabel  vereinigt 
werden.  Er  lässt  vielmehr  die  parallelen  Strahlen  senkrecht  zur  Axe  ein- 
fallen, um  ihre  Catacaustik  zu  untersuchen. 

Ist  die  Scbeitelgleichung  der  Parabel 

so  liefert  die  oben  aufgestellte  ßcgel  das  Verbältniss 

e:o  =  r:y. 

Durch  Einsetzung  dieses  Wertbes  in  den  allgemeinen  Ausdruck  für/ 
erhält  man  diese  Länge : 

'         2r»  • 
(Ebenso  würde  man  durch  Differentiation 

ii  L.  £iL  ^iL 

dx    fß  '  ds^^ 

also 

—  J — ^         2  - 

erhalten.) 

Zu  der  einfachen  geometrischen  Construction  dieser  Länge,  die  er 
dann  ohne  weiteren  Beweis  giebt,  hat  ihn  vermuthlich  folgende  Umformung 
des  obigen  Ausdruckes  in  Verbindung  mit  der  Bemerkung,  dass  die  Sub- 
normale  der  Parabel  constant  —  r  ist,  gefuhrt: 

pi    -     r«     ^    7  • 
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Um  21  zu  Gonstruircii ,  hat  mau  alüo  nur  die  Absciase  riickwärtä  um 
ihre  eigene  Länge  zu  verlängern,  in  dem  Endpunkte  dieser  Verlängerung 
«in  Perpendikel  auf  dieselbe  zu  errichten  und  die  Normale  der  Parabel  bia 
•nm  DarchschniU  mit  diesem  Perpendikel  sa  siehen.  Die  dadurch  abge- 
schnittene LXnge  des  letsteren  ist  dann  estLlHf^^lIcsi/. 

r 

Nachdem  Tschirnhaus  so  die  Construetioa  der  Länge  des  reflectir- 
ten  Strahles  und  damit  die  der  Brennlinie  selbst  angegeben,  fügt  er  noch 
einige  Bemerkungen  über  Bectification  und  Quadratur  hinzu,  deren  Bieh* 
tigkeit  leicht  einzusehen  ist.  Unter  diesen  mag  hier  nnr  die  eine  erwXhnt 
werden,  dass  die  Länge  der  Brennlinie,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  gleich 
der  Summe  des  einfallenden  Strahles  (von  der  Abscissenaxe  bis  zum  Bin- 
fallspnnkte)  und  des  reflectirten  (▼om  Einfallspunkte  bis  snr  Brennlinie)  ist. 
Der  Satn,  den  er  fHr  die  Brennlinie  der  Parabel  hier  beweist,  kann  auch 
einfach  ans  der  oben  angegebenen  physikalischen  Bedeutung  der  BTolren- 
ten  der  Brennlinien  abgeleitet  werden  und  gilt  gans  allgemein  Air  jede  re- 
ilectirende  Cnrve.  Denn  naek  dem  dort  angegebenen  Satae  ist,  wenn  man 
(Fig.S)  einen  jeden  reflectirten  Strahl  wie  ITA  rflckwürts  um  MO^MP 
verllingert,  der  Ort  des  Punktes  P  eine  EvolTente  der  Cataeaustik  AR  und 
folglich  werden  die  Bogen  der  letateren  durch  die  Krttmmungshalbmefser 
der  ersteren,  s.  B.  für  den  Bogen  AR  der  Cataeaustik  gemessen;  die 
Linie  QR  ist  aber  nach  der  Oonstruetion  =tPM'{r  Bei  dieser  Qelegen* 
beit  sei  es  gestattet,  auf  eine  noch  nicht  angegebene  Bedeutung  der  Evol- 
Tente  AQ  hinsnweisen:  Ist  Jf  7*  die  Tangente  an  die  lefleetirende  Gurre 
fOr  den  Punkt  IT,  dann  liegt  daa  Bild  des  Punktes  P  diesem  Punkte  in  Be« 
sug  auf  die  Tangente  symmetrlbeh  gegenüber,  dl  h.  (da  der  refleetirte  und 
der  einfallende  Strahl  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel  bilden)  im  Punkte 
fj\  die  Curve  AQvi  also  auch  der  Ort  der  Bilder  der  Funkte,  In  denen  die 
einfallenden  Strahlen  dieAxe  schneiden  und  welche  statt  des  in  unendlieher 
Entfernung  liegenden  Ausgangspunktes  der  parallelen  Strahlen  substituirt 
werden  können,  wihrend  die  reflec|lrten  Strahlen  senkreeht  Ton  der  Gurre 
AQ  aaszugehen  aekeinen. 

Als  xweites  Beispiel  fllr  die  Anw^dung  seiner  allgemeinen  Methode 
wfthlt  Tschirnhans,  wie  schon  gesagt,  einen  Kreis  und  bestimmt  dessen 
Cataeaustik  ebenfalls  fQr  parallel  einfallende  Strahlen.  Er  rechnet  die  Lftnge 
des  einfallenden  Strahles  von  dem  zur  Richtung  der  Strahlen  senkrechten 
Durchmesser  an  und  findet  aus  seiner  allgemeinen  Formel  die  Länge  des 
reflectirten  Strahles  als  die  Hälfte  von  der  des  einfallenden 
Strahles.  Für  diese  merkwürdige  Beziehung  giebt  THcliirnhaus  auch 
einen  einfachen  geometrischen  Beweis,  der  hier  eine  Stelle  finden  möge,  da 
jene  Beziehung  für  die  gesammte  Theorie  der  Catacaubtiken  wichtig  ist 
und  somit  eine  elementare  Begrtindang  desselben  ebenfalls  wUnscheuswertU 
erscheinen  amas. 
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Es  seien  (Fig. 4)  MPL,  MOK  zwei  unendlich  nahe,  einfallende  Strah- 
len, deren  Richtungen  nach  der  Retiexion  durch  ZZT,  KJ  angegeben  sein 
mögen.  Es  ist  dann  Bogen  JH=JK  —{HL  —  LK)==KM—  LN ->t  LK^ 
ZLK,  Da  nun  der  Abstand  der  einfallenden  und  reHcctirten  Strahlen  un- 
endlich klein  sein  soll,  so  iLÖnnen  statt  der  Bogen  ihre  Sehnen  nnd  auch 
Statt  GK^  GL  gesetzt  werden.  Dann  ist  JH-.KL^HGiGK-  oder  nach 
^EGiGL^^il  und  LGm^^LH^^Lli^\LP. 

Ans  diesem  Sfttse  kam  der  o1>en  angegebene  ^  dass  die  Lftnge  des  re- 
flectirton  Strahles  far  eine  beliebige  Corve  gleich  derProjeetion  des  halben 
Krttmmongsradins  auf  den  refleetirten  Strahl  sei,  sofort  abgeleitet  werden; 
ebenso  der  folgende:  Für  jede  refleetirende  Cnrre  ist  die  L&nge  des  reflee- 
tirton  Strahles  gleieh  dem  vierten  Theile  der  Sehne,  welche  der  einfallende 
Strahl  in  dem  Sjrfimmungskreise  der  Corvo  (fttr  den  Einfallspnakt)  bildet. 

Daranf  beweist  Tsehirnhans,  dass  die  Evolvente  der  obigen  Cata- 
eanstik  des  Kreises  die  Oataeanstik  eines  Kreises  von  dem  doppelten  Radius 
und  fUr  Strahlen  sei,  welche  senkrecht  zu  den  ersteren  einfallen.  Doch 
kann  der  Boweis  durch  die  Bemerkung  abgekürzt  werden,  dass  jene  Evol- 
vente nichts  Anderes  als  der  geometrische  Ort  der  Bilder  der  Punkte  ist,  iu 
welchen  die  einfallenden  Strahlen  den  zu  ihnen  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  schneiden.  In  dieser  abgekürzten  Form  möge  der  Beweis  hier 
folgen : 

Der  Kreis  (Fig.  5)  MG  II  sei  concentrisch  um  LFD  beschrieben  und 
sein  Halbmesser  CG  gleich  dem  doppelten  Halbmesser  C/*  des  ersten  Krei- 
ses. EO  sei  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  reflectirt  werde.  Das  Bild 
P  des  Punktes  £  liegt  dann  in  der  Verlängerung  von  NO^  so  dass  OP=-OE 
ist.  Zieht  man  nun  den  Radius  COQ  und>  verbindet  mit  P^  so  ist  OQ=s 
CO,  OP=OEnudW,  QOP==  COAs  (70£,  folglichDreieck  OPP  ^  O^C 
nnd  W.  i>e£ssQO>,  d.  h.  QP  berflhrt  die  Evolvente  MPF  in  P.  Maeht 
man  nun  Yf.CQSfssCQP  und  verlängert  SO  hi»  snm  Dnrchschnitt  IFmit 
QS,  so  ist  Dreieck  OQW^OQP^  OCE  und  W.  W^B^W^  folglich 
anch  W.  5s 90^  nnd  P(> 8  ^  W=  \QS,  Daher  kann  die  Evolvente  FPM 
als  Gataeanstik  für  den  Kreis  von  MGB  angesehen  werden. 

Dass  diese  Curve  eine  Epicycloida  sei,  seheint  mir  natargemtoer  di- 
reet,  wie  folgt,  bewiesen  an  werden,  statt,  wie  Tsehirnhans  thvt,  um- 
gekehrt tiadbiiiwelsen,  daas  die  betreffende  Epieycloide  eine  CeUoan- 
Silk  sei. 

Ist  wieder  EO  ein  einfallender  Strahl,  ON  seine  Richtung  nach  der 
Reflexion  ,  dann  liegt  das  Bild  /*  des  Punktes  E  in  der  Verlängerung  von 
OiV,  80  dass  1^ P=  (JE  iiii.  Nun  beschreibe  man  über  00  als  Durchuiei.ser 
einen  Kreis,  der  durch  Zugehet»  muss,  weil  W,  OPQ  —  W)°  ist.  Dann  ent- 
spricht iu  diesem  Kreise  der  Bogen  0 /' dorn  reripliericwiukel  0(jP=^  dem 
Centriwinkel  OCE  des  Kreises  AUEL,  ist  also  dem  Bogen  Oi' dieses  Krei- 
ses gleich.   Daraus  folgt,  dass  die  Curve  FPM  auch  durch  einen  Punkt  A 
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eiliM  auf  dem  Xasseren  ümfaDge  des  Kreises  FL  AB  rollenden  Kreises, 
dessen  Halbmesser  halb  so  gross  als  der  dos  erstcron  ist,  boschrieben  wer- 
den kanu,  d.  h.  «Jabs  die  Cui  ve  F l'M  eine  Epicjcloidc  iüt. 

'Einige  Angaben  über  Kectification  und  Quadratur,  die  Tscbirubaas 
dtnn  folgeu  iHsst,  ergeben  sich  einfach  aus  den  schon  dagewesenen  Sätzen, 
so  dass  das  Stttck  FN  der  Canre  gleieh  M>»  NO^OE^  ZNO  und  analog 
MP=  ZQPiatf  wonach  diese  Carren  also  leicht  reetificirt  werden  könneii* 
Die  Lange  von  FJ  ist  daher  s8JZ:=  |C/;  und  folglieh  JNss^CL^\CB 
=  \BL,  Es  gilt  demnach  die  Proportion  FNiSJ^CBiBL^  welche 
eine  leichte  Theilnng  der  Cnrve  nach  einem  gegebenen  VerhiÜtnisee  an- 
leigt  Auch  steht  das  Stück  FN  der  Evolute  so  dem  entsprechenden  Stttck 
FP  der  Evolvente  in  einem  leicht  su  bestimmenden  VerhÜltnisse,  denn  of- 
fenbar findet  man  entsprechend  wie  JN=\BL  das  f  fache  von  FP^  wenn 
man  das  Perpendikel  QT  anf  CG  fällt;  dann  ist  J  TG.  Da  aber  TG 
da»  Doppelte  des  entsprecliciidon  Stückes  EF  in  dem  Kreise  LFD  ist,  so 
hat  man  auch  die  Proportion  :  FN  :  F I' ~  EO  : 'S  E F.  Die  Evolute  von  F 
bis  J  ist  daher  halb  so  lang,  als  die  Evolvente  von  ^  bis  iV,  wie  sich  dies 
aach  von  vornherein  erwarten  lioss. 

Der  epicycloidische  Kaum  GEB  (Fig.  4)  lüsst  sieb  ebenfalls  ohne  In- 
tegration leicht  bestimmen;  denn  da  Winkel  QLK^PLB^OK L  gBBBtst 
werden  darf,  wenn  OP  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  hat  man  das 
VerhSltniss  AGELiAKOl^EG:  KO^Ut,  also  AJ^Gl^^lAEOL 
=  J-  des  Trapeses  KOPL.  Daher  ist  auch  die  Summe  der  kleinen  Dreiecke 
von  G  bis  B,  d.  h.  der  Raum  GKB^^  des  halben  Kreisabschnittes ür/)^ 
und  der  Baum  BAB  =  l  des  Quadranten  AFB=^  des  Halbkreises  ttber 
FB,  Diese  Eigenschaft,  den  Quadranten  Im  Verhältnisse  von  1:8  su  thei- 
len,  bat  unsere  Cataeaostik  mit  der  Curve  gemein,  welche  T  sc  hirnbans 
im  Jahre  IÖ82  damit  verwechselt  hatte;  denn  da  der  Kauni  FABQ  gleich 
dem  halben  Quadranten  FAB  ist,  so  wird  der  geometrische  Ort  der  Hai-  , 
birungspunkte  der  zwischen  den  Kreisbogen  liegenden  Stücke  /J/f  offenbar 
den  genannten  Raum  FABQ  halbircn.  Und  diese  Uobereinstimmuug  mag 
zu  jenem  Irrtbume  mit  beigetragen  haben. 

Fassen  wir  nun  die  Leistungen  von  Tschirnhaus  auf  dem  von  ihm 
entdeckten  Gebiete  hier  nochmals  ansammen ,  so  sehen  wir,  dass  er  sieb 
swtr,  wie  das  bei  einer  neuen  Art  der  Untersuchung  sehr  natttrÜoh  war, 
auf  die  einfachsten  FlUe  beschrSnkt,  dass  er  diese  aber,  wie  namentlich  die 
Catacaustik  des  Kreises  fttr  parallele  Strahlen  so  grfilidlieh  erörtert  hat, 
dass  hierüber  wenig  Neues  mehr  beigebraeht  werden  konnte,  sowie,  dass 
•eine  Methode,  die  Catacaustik  durch  die  Länge  des  refleotirten  Strahles  sn 
bestimmen,  auch  von  seinen  Nachfolgern  beibehalten  wurde.  Dagegen 
waren  seine  analytischen  Ableitungen  wegen  seiner  üubckanntschaft  mit 
der^eben  erst  entdeckten  DilfereutialrccbnuDg  noch  etwas  schwerfällig  und 
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sein  Aasdruck  für  jene  Länge  des  reflectirten  Strahles  nicht  immer  leicht 
zu  constrniren.  * 

Unter  denMathematikem,  welche  fortschreitend  auf  dem  von  Taehirn- 
haof  angegehenen  Wege  namentlich  auch  die  hierher  gehörigen  analjti- 
sehen  Methoden  anahildeten ,  sowie  weitere  Anwendungen  aof  ▼erschiedene 
Carven  machten,  ist  vor  allen  Johann  Bernoulli  sn  nennen,  der  sich 
auch  das  Verdienst  erwarb ,  neben  den  dnrch  Beflezion  entstehenden  Caa- 
stiken  anch  die  dnrch  Breehnng  gebildeten  in  den  Bereich  seiner  Unter- 
snchong  sn  liehen. 

Es  findet  sieh  Im  3  Bande  seiner  Werke  zunächst  eine  Untersuchung 

über  Catncaustikcn  und  dann  am  ICnde  des  citirtcn  Bandes  ein  von  den  Dia- 
caustikeu  handelnder  Nachtrag. 

Das  Jahr  der  Entstehung  dieser  Arbeiten  ist  nicht  angegeben;  nur  fal« 
len  sie  nach  dem  Titel  des  Werkes  zwischen  die  Jahre  1727  und  1742,  also 
in  eine  Zeit,  wo  die  analytische  Geometrie  bereits  einen  grossen  Umschwung 
dnreh  die  Differentialrechnung  erlangt  hatte. 

So  begegnet  man  denn  hier  sogleich  jenem  einfachen  analytischen  Aus- 
drucke fttr  die  Länge  des  reflectirten  Strahles,  der  schon  oben  aus  dem  von 
Tschirnhaus  gefundenen  abgeleitet  wurde: 

•  —  2  — - 

dx* 

wenn  y=^f(x)  die  Gleichung  dor  reüoctirendeu  Curve  ist  und  die  Strahlen 
parallel  der  Abscissonaxe  auffallen. 

Es  hfttte  nun  nahe  gelegen ,  nachdem  dieser  Ausdruck  gefunden  war, 
denselben  sur  unmittelbaren  Bestimmung  der  Goordinaten  des  Endpunktes 
des  reflectirten  Strahles,  d.  h.  der  Brennlinie  in  ähnlicher  Weise  su  Ter- 
werthen ,  wie  der  Krfimmungshalbmesser  sur  Bestimmung  der  Evolute  ver- 
wendet wird;  die  allgemeinen  Ausdrflcke  fttr  diese  Coordinaten  werden 
nämlich  hier  aiemlieh  einfach,  denn  der  reflectirte  Strahl  macht  mit  der  Or* 
dinate  des  Einfallspunktes  fttr  die  reflectirende  Curve  den  Winkel  2r,  wenn 
V  den  Winkel  awisehen  Noroale  und  Ordinate  oder  swischen  Taugente  und 
Abseissenaze  bedeutet.  Nennt  man  daher  die  Goordinaten  des  Einfalls* 
pnnktes  y  ,  die  des  entsprechenden  Punktes  der  Cataeaustik  ^,  a  und  die 
Länge  des  refleetirten  Strahles  /,  so  hat  man 

2  taug  T 

1  H-^öV» 

m     ,       ^       .1  —  fonc^  t 

1     lang*  % 

oder  wenn  für  /  oeiu  Werth  und  für 
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geaetat  wird: 


tonyi  =  ^  zur  AbkUrzaog 


4P —  asss 


l+i»»  l-p* 


Gelingt  et  nnn^  aaa  diesen  Gleieliiingen  nebst  derjenigen  Air  die  re- 
fleetirende  Carve  pBf(x)  die  Coordinnten  y  und  x  sn  eliminireo,  lo  bleibt 
eine  Gleiebnng  swiaeben  a  nnd  ß  aU  Gleiebang  der  CaUcanstik.  Doch  hat 
weder  Bernonlli  dies  einfache  Verfahren  geAinden,  noch  aeheint  dasselbe 
flberhanpt  auch  spJlter       snr  Anwendang  gekommen  au  sein. 

Bernonlli  schlügt  ▼ielmehr  das  nXmliehe  Verfahren  wie  seinVorgän» 
ger  Tsehirnhans  ein:  er  sneht  inerst^die  LKnge  des  reflectirten  Strahles 
naeh  der  aogegebenen  Formel  an  bestimmen  nnd  dann  Beaiehungen  anfsn- 
snehen,  die  snr  geometrischen  Constmetiou  geeignete  Anhaltspunkte  gebeo; 
ein  Verfahren,  das  freilich  aneh  anf  concreto  FlUle  angewandt  oft  sicherer 
snm  Ziele  ftthrt,  als  die  in  der  allgemeinen  Theorie  ▼erhSltniasmftssig  leich* 
tere  Anfstellnng  einer  Gleichuug. 

Eine  Bemerkung  ist  ihm  aneh  von  Nutzen  fttr  seine  Methode ,  nämlich 
dass  der  von  Tschirnhaus  ftlr  den  Kreis  bewiesene  Satz,  dass  die  Länge 
der  Catacaustik  gleich  der  Samme  des  reflectirten  nnd  des  einfallenden 
Strahles  sei  —  beide  von  dorn  richtig  gewählten  Anfau^'>puiikte  au  — ,  dass 
dioscr  Satz  also  ganz  allgoimiii  für  alle  rufloctirendcn  Curven  gilt.  Ber- 
nonlli howeist  diesen  Satz  so  :  Wird  (Fig.  0)  die  Brennlinie  JJ  von  A  aus 
abgewickelt,  so  berührt  bekanntlich  die  Linie  f  H  ^  F  J  \x.  h.  w.  die  Curvo. 
Beschreibt  man  nun  für  zwei  unendlicii  nahe  Lagen  der  Linien  J  b\  Hf  den 
kleineu  Bogen  bC  nm  J  als  Mittelpunkt,  so  i^t  dieser  \  fF  und  bf=CF^ 
also  ist  BC  das  Differential  von  BF-^  zieht  man  aber  bD  \\  AEy  so  ist  BD 
das  Differential  von  B E.  Da  nun  W.  DBh  =  HBG^  CBh  nnd  die  W.  bei 
C  und  D  als  rechte  einander  gleich  sind,  ko  sind  die  Dreiecke  DbCnn^ 
BbD  congruent  und  also  ßC~BDy  d.  h.  das  Difl'erential  von  BF  gleich 
dem  von  DE  und  also  sind  diese  selbst  gleich,  vorbchältlich  der  Zufügung 
oder  Abziehung  einer  constanten  Grösse,  falls  die  Caustik  oder  der  ab- 
gewickelte Faden  nicht  von  Null  anfangen.  Daun  ist  also  die  Evolute  TOn 
^  bis  y  —  mit  demselben  Vorbehalte  —  auch  gleich  JB-^-  B  E. 

Wir  haben  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  die  RicbtiglLeit  dieser 
Gleichung  sofort  erkannt  wird,  wenn  man  die  EvoWente  als  den  geometri- 
sehen  Ort  des  Bildes  der  Punkte  E. .  auffasst. 

Von  einzelnen  reflectirenden  Curven  betrachtet  Bern oul Ii  zunächst 
ebenfalls  den  Kreis.  Er  leitet  ans  seiner  mehrgenannten  Formel  die  Länge 
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des  refleetirten  Strahles  als  die  HSlfte  des  einfaUenden  Strahles  ab  und  ci- 
tirt  dafttr  den  geometfiseben  Beweis  Ton  Tsehirnhans.  Dann  leitet  er 
die  Gleiehttttg  der  Cataeanstik  und  swar  siemlieh  weiilüufig  ab  und  findet 
dieselbe  wie  folgt  (nach  Beseitigung  eines  kleinen  Druckfeblers) : 

j»  0    ^  — y  

worin  die  vom  Mittelpunkte  des  reflectirenden  Kreises  auf  dem  zu  der 
Ilichtuug  der  einfallenden  Strahlen  senkrechten  Durchmesser  gerechneten 
Abscissen,  r  die  ^seukrecbt  daxu  geoommeneu  Uidinaten  und  a  den  Kadius 
des  Kreises  bedeuten. 

Diese  Gleichang  giebt  Bernonlli  Veranlassung,  nochmals  auf  den 
▼on  Tschirnhans  begangenen  Irrthum  Tom  Jahre  1682  zurückzukommen 
und  zu  zeigen,  dass  sieb  für  ein  gegebenes  s  das  nogehörige  r  nicht  con- 
strniren  lasse,  wie  Jener  damals  gewollt  hatte. 

Dass  die  fragliche  Gnrve  eine  Ejucycloide  sei,  weist  er  dann  ähnlieh 
nach,  wie  dies  schon  von  Tschirnhans  geschehen  war;  ebenso,  dass 
sich  dorch  Evolntion  eine  der  ersten  fthnliche  bilden  lasse,  und  bestätigt 
endlich  die  von  T.  gegebenen  Eigenschaften  der  Gurve  hinsichtlich  ihrer 
RectiÜcation  nnd  der  Qnadratnr  der  hier  in  Betracht  kommenden  RKume. 

Dann  untersucht  er  die  I^renDlinic  der  j^cmeinen  Parubel  für  parallele, 
senkrecht  zur  Axe  einfallende  Strahlen.  Doch  hat,  wie  wir  oben  ant;e<^eben 
haben,  Tschirnhaus  diese  (Jnrve  ebenfalls  schon  untersucht  und  bringt 
daher  B  c  r  n  oul  1  i  in  dieser  Hinsicht  ebenso,  wie  bei  der  Catacaustik  des 
Kreises,  wenig  Neues.  Die  Construction  der  Länge  des  refleetirten  Strah- 
les scheint  mir  sogar  weniger  einfach  zu  sein,  als  die  von  Tschirnhaus 
angegebene,  ßr  benntst  nämlich  den  dafUr  gefundenen  Ausdruck : 

_     {a  +  4x)yVx  ^  . 
Isa^ —   (wo  a  =  2r), 

den  er  aus  der  Gleichung  t^saase  aUeitet  nnd  der  mit  dem  Tscbirn- 
haus*  sehen 

'        —  ,yax 


a'  2a 
T 

übereinstimmt,  unmittelbar,  indem  er  die  Proportion  bildet: 

2a :  (a  +  4a?)  :  7, 

d.  b.  die  Ordinate  Terhält  sich  sn  der  gesuchten  Länge  wie  der  doppelte 
Parameter  aur  Summe  des  Parameters  und  der  vierfachen  Abscisse, 

Von  Catacaastiken,  die  durch  parallele  Liehtetrahlen  entstehen,  imter- 
ancht  Bernonlli  dann  noch  diejenigen  der  gemeinen  CTclolde  für  die  bei- 
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den  Falle,  dass  die  Strahlen  setikrecbt  zur  Axe  und  dass  sie  parallel  zu  der- 
selbeu  einfalleu.  Arn  intcrcboautcsten  sind  die  Kesultate,  welche  er  im 
zweiten  Falle  erhalten  bat.  Die  (Jatacau«tik  ist  dann  nämlich  ebenfalls  eine 
Cjrdoidet  and  zwar  eine  durch  Köllen  eines  Kreises  vom  balboii  Durchmes- 
ser der  refiectirenden  Cycloide  auf  derselben  Grundlinie  eutstauden.  Die 
Art^  wie  B.  zu  diesem  Resultate  gelangt,  ist  folgende : 

ZtiDäebfit  leitet  er  aus  der  allgemeinen  Formel  die  Länge  des  reflectir- 
ten  Strahles  ab  und  findet,  dass  diese  gleich  der  des  einfallenden  Strahles 
(vom  Dnrchsehnitt  mit  der  Basis  der  Cycloide  an  gerechnet)  ist  Ich  wül 
diese  analytuche  Ableitnng  hier  nicht  wiederholen ,  sondern  nnr  bemerken, 
dass  jene  Gleichheit  auch  gans  einfach  geometrisch  geftinden  werden  kann, 
wenn  man  den  Krttmmnngakreis  der  Cycloide  für  den  Einfallsponkt  sn 
Hüfe  nimmt;  denn  der  Krümmungshalbmesser  ist  für  die  Cjdoide  bekannt- 
lich gleich  der  doppelten  Normale.  Denkt  man  sich  nun  den  mor  Richtung 
der  einfallenden  Strablen  senkrechten,  also  zur  Basis  der  Cycloide  paralle- 
leu  lJurcbmesser  des  Ki  üuuaiingskreibca  gezogen,  so  ist  das  Stück  des  ein- 
talleutleu  Strahles  von»  Durchh-chnitt  mit  diesem  Durchmesser  au  gerechnet 
doppelt  so  gross,  als  vom  Durcbscbuitt  mit  der  Basis  der  Cycloide  au  ge* 
rechnet. 

Da  nun  nach  dem  von  Tscbiruhaus  gegebenen  Satze  der  reflectirto 
Strahl  im  Kreise  halb  so  gross  ist»  wie  der  einfallende,  so  ist  er  hier  gleich 
dem  einfallenden  auf  die  Cycloide  bezogen. 

Nachdem  Bernoulli  diese  Beziehung  aufgefunden  hat,  beweist  orrein 
geometrisch ,  dass  die  Catacanstik  eine  Cycloide  ist.  Dieser  scharfsinnig 
darchgeftthrte  Beweis  lässt  sich  noch  etwas  abkürzen  und  iat  dann  fol- 
gender: 

Es  sei  (Fig.  7)  QB  der  einfallende,  BB^BG  der  refleetirte  Strahl. 
Zieht  man  nun  BFP\  AB  und  verbindet  den  so  erhaltenen  Durchschnitts- 
jHUikt  mit  dann  ist  nach  einer  bekannten  BUgenschaft  der  Cycloide  die 
durch  J?||  FB  gesogene  Linie  l^Jlf  die  Normale,  halbirt  also  den  Winkel 
fiBH,  Verbindet  man  nun  B  und  den  Durohschnittspunkt  üf  dieser  Norma- 
len mit  der  Basis,  so  \glt  A  BBM  ^BGM,  folglich  Mff=MG  und 
Yf.MAB^R.  Beschreibt  man  nun  über  der  snr  Axe  senkrecht  gezogenen 
'MN  (wo  iVden  Durchschnitt  mit  5// bezeichnet)  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
BD  Uiuss  dieser  durch  //  gehen.  Vun  diesem  Kreise  ist  nun  zu  zeigen,  dass 
er  von  coustantcr  Grösse  und  dass  der  Bogen  M  JI=^EM  ist.  Erstcres  lässt 
sich  kurz  so  beweisen:  W.  NMB  —  M[>N\  M BN  ist  also  ein  glcichschenk- 
liches  Dreieck  und  lulglich  ^  EFR,  da  die  Basis  und  die  spitzen  W.  REF 
uud  NMR  glcicii  sind;  folglich  ist  NM— HE.  Das  zweite  tindet  njau 
ebenso  leicht:  W.  NJIO  —  ORF  als  Supplemente  gleicher  Winkel,  also  ist 
der  dem  Peripheriewinkel  II N M  entsprechende  Bogen  UM  gleich  dem  dem 
Centriwinkel  CHF  in  dem  Kreise  von  doppelt  so  grossem  Durcinnesser  ent- 
•prechenden  Bogen  CF,  Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Cycloide 
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ist  dieser  Bo|^n  gleich  der  Geraden  FB^  also  auch  BMss  FB  «=■  E^M,  Der 
Endpunkt  B  des  refleetirten  Strahles  bewegt  sieh  daher  auf  einer  Cyeloide, 
deren  Ersengnngskreis  einen  halb  so  grossen  Radius  hat,  als  der  Ersen- 
guu^skreis  der  reflectirenden  Cycloide,  und  deren  Basis  gleich  der  halben 
Basis  der  ersteren  ist 

Die  grosso  Zahl  der  merkwürdigen  Eigenschaften  der  Cycloide  wird 
demnach  noch  um  die  vermehrt,  dass  nicht  nur  die  Evolute  und  die  Evol- 
vente, sondern  selbst  die  Catacaustik  eine  Corvo  gana  gleicher  Art  bildet. 

Ausser  der  Familie  der  Cjelotden  seheint  nur  noeh  die  logarithmiiche 
Spirale  diese  merkwürdige  Eigenschaft  au  hesitsen,  die  wir  naehher  be- 
trachten werden. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  es  erlaubt,  nochmals  darauf  hinzuweisen, 
wie  naheliegend  es  erscheinen  mnss,  die  Catacaustiken  in  ähnlicher  Weise 
SU  behandeln,  wie  die  Evoluten,  und  dabt^i  die  Länge  des  refleetirten  Strah* 
les  in  gleicher  Weise  zu  verwenden,  wie  dort  die  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessprs.  Man  kann  sich  beinahe  darüber  wundern,  dassBernoulli 
nicht  selbst  darauf  gekommen  ist,  die  Gleichung  der  Caustik  in  rechtwink- 
ligen Ooordinaten  durch  Benutsung  seiner  Formel  fttr  den  refleetirtoD 
Strahl  allgemein  aufsustellen,  da  er  doch  die  entspreehende  Methode  für 
die  Evoluten  selbst  vielfaeh  angewandt  hat,  wie  aus  seiner  Untersuchung 
der  Evoluten  in  demselben  Bande  seiner  Werke  hervorgeht. 

Wir  wollen  daher  hier  nach  der  besprochenen  Methode  dieselbe  Cata- 
caustik der  Cycloide  analytisch  bestimmen,  die  vorher  geometrisch  be- 
stimmt worden  ist. 

Die  Gleichung  der  reflectirenden  Cjeloide  sei,  wenn  man  nur  den  anf- 
steigenden  Ast  betraehtet  und  die  Abseissen  von  der  Spitse  ans  s&hlt: 


de  sa  ,Arcco9 


a 


äy  ^j/2ay  — / 
äx  y 


2y 


*  —  2ay  jfj 


4«* 


und  y  zzsu  —  ya* 
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Also  durch  EiosetzaDg  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  der  Cjrcloide: 


oder 


oder 


=  —.2  Arccos'  

t  a 


nmi.  weBB 

Jreeo« 

a 

geseUt  wird,  so  ist 


und 


d.  h.: 


i/o*  — a« 
eof  «rs=^  2 


C0S2tV  =  2  COS^  W  —  1  =  2  .  r — !  —  1  =  =  sss  2 

IT  «■  a 


lerccof  (^^^ — ^^^sB^ccM^ — ^i 


Ü 

daher  auch 

eine  OleiehoDg,  die  atis  derjeuigeo  der  reflectirenden  Cydoide  gebildet 

werden  kann,  wenn  |  fltr.jr,  17  fttr  y  und     ftlr  a  gesetzt  werden',  d.  h.  die 

Gleichung  einer  gemeinen  Cycloide,  deren  Erzeugnngskreis  snnTltadius  den 
halben  Radius  der  reflectirenden  Cyeloide  bat,  wie  oben  geometriach  be* 
wiesen  wurde. 

Mao  siebt  also,  dass  auf  diese  Art  die  Gleiehang  der  Cataeanttik  nicht 
•ehwieriger  an  finden  ist,  als  die  der  Evolnte. 

Bernonlli  hat  aber  nicht  nnr  das  Verdienst,  die  Untersnehnng  der 
dnreh  parallel  Anfallende  Strahlen  gebildeten  Catacanstiken  durch  Anlfin- 
dnng  idigemeiner  analjrtischer  Formeln  erleichtert  nnd  auf  neue  Beispiele 
ausgedehnt  tn  haben,  sondern  hat  anch  meines  Wissens  snent  den  weiteren 
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Sebritt  auf  diesem  Gebiete  getban,  den  Techirnhans  noeb  nicht  gemacht 
hatte:  er  hat  nttmlich  aneb  die  Cataeaostiken ,  welche  dnicb  divergent  anf- 
fallende  Strahlen  gebildet  Verden,  nnd  dann  auch  die  Diaeanatiken  in  den 
Bereich  seiner  üntersnchnng  geiogen  und  wir  wollen  aehen,  zu  welchen 
Reenltaten  er  in  diesen  neuen  Zweigen  der  Theorie  der  Brennlinien  ge- 
langt ist 

Bei  den  Cataeanstiken  sowohl,  als  bei  den  Diaeanstiken  hat  der  Ana- 
lytiker, wenn  die  einfallenden  Strahlen  unter  einander  parallel  sind,  den 
Vortheily  sehr  bequem  ein  festes,  rechtwinkliges  Ooordinatensystem  anwen- 
den und  dessen  Azen  den  Strahlen  parallel,  beiiebungsweise  dasu  senk« 
reeht  legen  lu  können. 

Diesen  Vortheil  yerliert  er,  sobald  die  einfallenden  Strahlen  von  einem 
in  endlicher  Entfernung  liegenden  Punkte  ausgehen,  und  dieser  ümstand 
ersebwert  die  Beöhnnng  ausserordentlich.  Eine  Erleichterung  tritt  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gleichung  der  brechenden  oder  reflectirenden  Curve 
in  Polarcoordinaten  gegeben  ist  nnd  der  leuchtende  Punkt  in  den  Pol  fUlt, 
wofttr  Bernonlli  die  logarithmtsche  Spirale  als  ein  sehr  passendes  Bei- 
spiel gewfthlt  hat. 

Zur  Ableitung  allgemeiner  Regeln  fBr  die  Unteraachnng  derjenigen 
Cataeanstiken,  welche  durch  divergent  auffallende  Strahlen  erzengt  wer- 
den, wählt  B.  eine  eigenthümlicbe  Combination  verschiedener  Coordinaten- 
Systeme,  durch  die  er  seine  Formeln  zu  gewinnen  sncht. 

Wenn  (Fig.  8)  D  den  strahlenden  Punkt  und  ADC  die  roflcctircnde 
Curve  vorstellt,  sncht  er  auch  hier  wieder  die  Liluge  des  reilectirtea  Strah- 
les BE  sn  bestimmen. 

Er  setzt  die  Länge  des  einfallenden  Strahles  lJB  =  y'^  dann  errichtet 
er  in  D  Perpendikel,  DG  auf  den  Strahl  />/>,  und  DM  auf  den  folgenden 
Strahl  Dh  sonkrocht.  Darauf  zieht  er  die  Linie  D II L  diesen  beiden  Per- 
pendikeln parallel"  und  bezeichnet  B  II  durch  dXy  w  elches  er  constant 
setzt.  Die  Länge  DE  bestimmt  er  dann  als  Function  von  y,  f/y,  d^y  nnd 
dx,  DieWerthe  dieser  Stücke  selbst  aber  sollen  endlich  aus  der  {retrebencn 
Gleichung  der  reflectiifuden  vOurve  entnommen  und  in  jenen  Ausdruck  für 
die  Länge  des  reflcctiiten  Strahles  elnj^osetzt  werden.  Er  errciclit  ilnrch 
diese  Methode  allerdings  einen  ziemlich  «'infachen  allgenieineu  Ausdruck 
für  jene  Lange;  doch  werden  in  vielen  Fällen  die  Substitutionen  für  rfy, 
cTy,  dx  schwer  durchzuführen  sein.  Der  betrefifende  Ausdruck  beisst: 

I  -=     ydy^  +  ydx* 
dx*-{-dt^  —  2yd*i/' 

Was  Bernonlli  dann  über  die  Roctificirharkeit  auch  dieser  Caustiken 
sagt,  folgt,  wie  oben,  leicht  aus  der  Bemerkung,  da.ss  man  (Fig.  9)  den  geo- 
metrischen Ort  der  Bilder  des  Punktes  D  als  die  Evolvente  Ik  der  Brenn- 
linio  anffassen  kann;  man  hat  dann  die  Länge  des, Bogens  £irs=ifA-^ 
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Aowendnogen  seioer  Regel  maelit  Bernonlli  der  eebwierigen  Reeh- 
nungen  wegen  nnr  enf  einige  sehr  specielle  Fllle:  auf  eine  Parabel,  wenn 
der  lenchtende  Punkt  im  Scheitel,  nnd  anf  einen  Kreia,  wenn  der  lenehtende 
Punkt  anf  deeeen  Peripherie  gelegen  ist ,  sowie  endlieh  anf  eine  logarith- 
inisehe  Spirale,  Ton  deren  Fol  die  Lichtstrahlen  ausgehen. 

In  diesen  drei  Flllea  gestaltet  sich  jener  Ansdmek  fttr  die  LKnge  des 
reflectirten  Strahles  allerdings  einfach ,  denn  wenn  erstens  die  Gleichung 
einer  Parabel  gegeben  ist: 

80  wird       d.  b.  der  vom  öcbeitol  nach  dem  Pankte  (/,  r)  gehende  Strahl 


(Fig.  10) 


Gi=zdr\  gissdr. 


also 


m 

GO*  zsaGg  ^gO  BS-- —  atfjB*. 

4r-f-4a 


Da  nbnr  dx,  also  auch  da^  constant  sein  8uli|  so  bat  man,  wenn  man  dif- 
ferentiirt : 

SardrtPr  '\-  8    dr(Pr  —  ^adr* 

(47+^1  ay  —  ^' 

also  wenn  man  den  Zähler  durch  4adr  dividirt: 

2r  +  2a 

Wenn  naa 

du  SS  — ^T-..  dr 
2>/«r  +  r* 

nochmah  difTiM-entlirt  und  in  den  dafür  erhaltenen  Aosdruck  für  (Pt  den 
eben  gefaudonen  Werth  setzt,  so  hat  man 

dry  =3  -i  —  „      — , 

(2r»  +  2ar)^4r«  +  4«r 

and  da 

da^^äy^^^^±^df* 
'  4r 
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wird,  80  wird  der  ganze  Aasdruck 

(y  dx^  +yä/)  :  (<<«•  +     —  Zytfy) 

as  (a + 4 r) yr*^ar :  8a « der  LSnge  des  fefleetirten  Stmhlea. 

üm  diese  sn  eonstrairen,  hätte  man  dieselbe  als  viertes  Glied  der  Pro- 
portion ansnsehen: 

3  a  :  (rt  4-  4  r)  =  j/r^  -\-ar  :l , 
d.  h.  der  einfallende  Htralil  vorhält  sich  zu  dem  reflectirton  ,  wie  das  Ürei- 
fache  des  Parameters  za  der  Summe  des  Tarameters  und  des  Vierfachen 

der  Abscisse. 

Die  Länge  des  Stückes  AL  der  Catacaustik  würde  man  6nden,  wenn 
man  die  Länge  des  einfallenden  und  des  refleetirten  Strahles  addirte;  also 
wäre  dieselbe 


8a  •  r  • 


_  (4a-h4r)  /r'  +  ar 

 8^;  • 

Eine  sehr  bequeme  Anwendung  findet  Bernoulli's  Verfahren  bei 
der  logarithmischen  Spirale,  deren  Pol  der  leuchtende  Punkt  ist.  Denn  da 
der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit  derCurve  macht,  in  jedem  Punkt 
der  Spirale  der  glcricho  ist,  so  ist  auch  das  Verhultiiiss  dx  :  dt/,  welclies 
gleich  der  Tangente  des  nämlicheij  Winkels  ist,  ebenfalls  constant;  da  aber 
dx  constant  ist,  so  muss  auch  di/  constant  und  al«o  d'y^O  sein.  Dadurcli 
redndrt  sich  aber  der  obige  Auadrucii 

_ydx*  +  y  dl/     *     yd.r'  +  ,,dy* 
da^-^dy^  —  ydCy        äs'  +  dy' 

d.  h.  der  refleetirte  Strahl  ist  gleieh  dem  einfallenden.  Zieht  man  (Fig.  1 1)  die 
Linie  AC,  so  ist  W.  BAC^BCJ,  also  ist  auch  der  Winkel,  den  der  Radius 
▼ector  AC  mit  der  Tangente  PC  an  die  Brennlinie  maeht,  conütant  gleieh 
dem  Winkel  ASF  nnd  die  Galacanstik  ist  daher  eine  der  reflectirenden 
Spirale  ToUkommen  congrnente.  Die  logarithmische  Spirale  theilt  also  mit 
den  Gjreloiden  die  merkwürdige  Eigenschaft ,  dass  nicht  nur  die  Evolnte, 
sondern  auch  die  Catacanstik  den  ursprünglichen  Gnrren  ähnlieh,  hesie- 
hnngsweise  eongment  sind ;  nnr  entsteht  bei  der  Cjcloide  die  Catacaustik 
durch  parallel  einfallende  Strahlen,  bei  der  logarithmischen  Spirale  da- 
gegen muss  der  leuchtende  Punkt  mit  dem  Pol  zusammenfallen. 

Endlich  war  die  Catacaustik  des  Kreises  bisher  nur  für  parallel  ein- 
fallende Sirahlen  untersucht.  B.  hat  diese  Gruppe  von  Catacaustiken  um 
diejenige  bereichert,  welche  durch  die  Reflexion  der  von  einem  auf  der  Pe- 
ripherie befiniUiciien  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  Strahlen  erzeugt 
wird  und  hat  an  dieser  Curve  ganz  analoge  £igenscbaften  gefunden,  wie 
Tscbiinhaus  an  der  von  ihm  untersuchten. 
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Die  Ubige  des  reflectirten  Strahles  wird  in  diesem  Falle  tau  dem  all- 
gemeinen Ansdnielie  »le  der  dritte  Thcil  des  einfallenden  Strahles  gefunden. 
Ich  fibergehe  hier  diese  analytische  Ableitung,  da  man  die  Richtigkeit  der 
eben  angegebenen  Beaiehung  aneh  durch  eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung ei^ennt  und  die  obigen  Beispiele  cur  Darstellung  der  von  Ber- 
neu  1^1  angewandten  Methode  genfigen  können.  Der  geometrische  Beweis 
aber  ist  vollkommen  demjenigen  analog,  dessen  sich  Tschirnhaus  ftir  den 
Fall  parallel  einfallender  Strahlen  bedient;  denn  offenbar  findert  sich  in  der 
betreffenden  Figur  nichts,  als  dass  der  kleine  Bogen  Jif  itT  swischen  den  Ein- 
trittsstellen der  parallelen  Strahlen  in  den  Kreis  verschwindet  und  die 
Punkte  üf  und  N  susammenfallen.  Dann  wird  der  Bogen  BJ  swischen  den 
verlängerten  reflectirten  Strahlen  also  nicht  mehr  das  Dreifache,  sondern 
nur  das  Doppelte  des  Bogens  Lit  zwischen  den  Einfallspunkten  der  parallelen 
Strahlen  und  entsprechend  GL  hier  gleich  dem  dritten  Theil  von  ZNgein, 
Diese  Besiehnng  ermöglicht  eine  leichte  Constrnction  derOnrve;  dass 
dieselbe  eine  Kpicykloide  sei,  beweisst  dann  B.  etwa  folgendermassen : 
Man  besehreibe  um  den  Mittelpunkt  J  des  raflectirenden  Kreises  einen  con- 
eentrischen  Kreis,  dessen  Radius  der  dritte  Theil  von  dem  des  grössern  ist 
(und  der  also  durch  die  Spitze  B  der  Catacaustik  gebt).  Stellt  nun  EOß 
die  Catacaustik,  BG  einen  einfallenden  und  6^  den  raflectirten  Strahl  vor, 
der  die  Catacaustik  in  F  berührt,  so  siehe  man  den  Radios  AG  und  be- 
scbreibo  über  PiJ  als  Durchmesser  einen  Kreis,  der  doii  roHectirfi  n  .Stialil 
G  E  in  (>  .scbueiden  möge.  Wegen  der  Gleicheit  der  Winkel  DG  Ii  und  GSQ 
sind  dann  dio  beiden  Segmente  BGH  und  BSQ  einander  ähnlich  ;  man  bat 
aUo  das  Verhaltni.ss  HG:  GQ~DB:  VG  =  A  :\.  Da  aber  auch  der 
dritte  Theil  von  Ii  G  ist,  so  fällt  /'und  (J  zusammen,  der  über  GT  beschrie- 
bene Kreis  geht  also  durch  den  Berührungsjiunkt  F.  Da  aber  sein  Durch- 
messer auch  eonslant  =  f  des  Radius  des  retiectirenden  Kreises  ist, 
80  hat  man  nur  noch  zu  zeigj'u  ,  dnss  QP^  K  P  xsi:  Aus  der  Aebnlichkeit 
der  Segmente  D  G  R  und  (;  SO  folgt ,  dass  der  Bogen  GQ  —  \  G  Ji  ~  PM  ist ; 
also  sind  auch  die  Supplemente  diet>er  Bögen  zum  Ualbkreiä,  d.  h.  FE  und 
J^Q  einander  gleich. 

Die  Catacaustik  ist  also  in  der  That  eine  Epicykloide,  in  der  der  Ra- 
dius des  Grundkreises  und  des  Erzeugungskreises  gleich  dem  dritten  Theil  / 
des  Radius  des  retiectirenden  Kreises  ist,  und  zwar  hat  mau  hier  die  Spe- 
cialität  der  Epicykloide,  welche  den  Namen  der  Cardioide  führt.  Die  Curve 
hat  mit  der  Tschirnhaus'scben  also  gemein,  was  der  Familie  der  Cy- 
kloiden  überhaupt  ankommt,  so  namentlich,  dass  dnrch  ihre  Evolution  eine 
Ähnliche  Curve  entsteht.  Die  andern  Bemerkungen,  die  Bernoulli  noch 
macht,  ergeben  sich  aus  der  Betrachtung  der  Fignr,  so  dass  das  Onrvenstück 
B  Q  das  Vierfache  der  Geraden  G  Q  ist  (weil  AGO  =  Oa-\-GB  ist).  Ebenso 
sieht  maa  leicht,  dass  die  zwischen  dem  Stück  der  Catacaustik  BQ,  der 
■ugehtfrigen  Tangente  QG  und  dem  entsprechenden  Theile  GB  des  reflee- 
ZtiUehrUt  f.  Ma  hMMlik  a.  Phyrik  XV,  S.  14 
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tircndcn  KreUes  liegende  Flüche  BQGRB  dreimal  so  gross  als  das  Segment 
^(75  sein  mnss;  denn  betrachtet  man  die  Ton  swei  noeDdlich  nahen  ein- 
fallenden  nnd  von  den  entsprechenden  reflectirten  Strahlen  gebildeten  Drei- 
ecke, 80  ist  das  letstere  offenbar  der  dritte  Theil  des  erstern  nnd  folglieh 
anch  der  ganae  ans  diesen  Tangentendreieeken  gebildete  Raum  QGB  der 
dritte  Theil  des  Segments  GRß  oder  das  Dreifache  des  nennnal  so  kleinen 
Segmentes  GSQ.  Die  Fliehe  BFBRD  ist  demnach  das  Dreifache  des 
Halbkreises  G8P  oder  ein  Drittel  des  refleetirenden  Kreises  nnd  die  von 
der  gansen  Canstak  nmschlossene  Fläche  ist  f  dieses  Kreises  oder  derselbe 
wird  die  Curve  im  VerhSltniss  von  1  : 2  theil en. 

Der  wichtige  Schritt,  den  Bcruoulli  nun  weiter  auf  dem  Gebiete  der 
caustischeu  Linien  machte,  war  der  Ucbcrgang  zu  den  durch  Brechung  ent- 
standenen Curvcn.  Doch  worden  die  analytisclien  Ausdrücke  hier  so  com- 
plicirt,  dass  sie  sich  nur  auf  wenige  sehr  specielle  Fälle  wirklich  anwenden 
lassen. 

Das  Princip,  von  dem  er  auch  hier  wieder  ausgeht,  ist  die  Bestimmung 
der  Länge  des  rcilectirten  Strahles,  und  zwar  ist  die  Grundlage  dafür  die 
Beziehung,  welche  swischen  der  Summe  der  Längen  eines  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahles  und  zwischen  der  entsprechenden  Summe  für  einen 
unendlich  nahe  einfallenden  Strahl  stattfindet  und  die  einfach  folgende  ist: 
Wenn  das  Verhältniss  des  Sinns  des  Einfallswinkels  snm  Sinns  dee  Bre- 
chnngswinkls  mit  m :  u  beseiehnet  wird  nnd  die  Ton  einem  Punkte  *n«ge- 
henden,  nnendltch  nah  an  einander  auf  eine  brechende  Cnrre,  beaw.  «|  nnd 
s^  sowie  die  angehörigen  gebrochenen  Strahlen  bi  nnd    genannt  werden: 

m  n 

Der  Beweis  ergiebt  sieh  aas  der  Figur  12:  Besehreibt  man  mit  dem 
einfallenden  Strahle  AC  als  Radins  den  kleinen  Bogen  CM  nnd  entspre- 
chend mit  B K  den  Bogen  KL  und  zieht  die  Normale  A'O,  so  ist  der  Eiu- 
fallswinkel  AKÜ—KCM  und  der  Brechungswinkel  BKO^LKC^  folg- 
lich ist  anch  HnMCKi  sin  SBC^  KMiCL^min  oder  (7Z  =  -  KM. 

m 

Daher  Ut  anch  -  "  KM,  d.  h.  ^  AK^  "  AC-k-  CL  nnd  -  AK 

m  m  m  m  m 

-{-KB^^  AC+CL^LB^^  AC-^^CB. 
tn .  m 

Ftlr  parallel  auffallende  Strahlen  gilt  offenbar  dieselbe  Beziehung, 
wenn  man  die  einfallenden  Strahlen  von  einer  senkreckt  nn  ihrer  Richtnng 
gOMgenen  Qeraden  an  rechnet 

Danach  ist  es  nicht  seh  wer,  aplanetische  Onr^en  sn  neielinen,  wie  es 
schon  Descartes  gethan  hatte,  nnd  man  hat,  wenn  man  sie  nsek  den  hier 
angegebenen  Besiehnngen  oonstrnirt,  den  Vortheü,  leiehtteininsdMn,  data 
wirklieh  die  Ton  einem  Ponkte  ansehenden  Strahlen  dnroh  dl»  Cerren 
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wieder  m  einen  Punkt  vereinigt  werden,  während  Descartes  die  Richtig- 
keit seiner  ConRtrnctioncn  nicht  beweist. 

Da  es  sich  jedoch  hier  um  die  caastischen  Linieiftind  nicht  nmaplane' 
tische  Cnnren  handelt,  so  braoehe  ich  anf  die  Constractioo  der  letstcrn 
nicht  nfther  einsngehen,  sondern  will  mich  nnr  anf  die  Bemerkang  beschrän- 
ken, dass  die  spftter  ron  Qnetelet  nntersnchien  Cmislignes  secondairei,  die 
man  als  identisch  mit  den  Ovalen  des  Deseartes  erkennen  wird,  anch 
nach  Bernonlii's  Methode  constroirt  werden  können. 

Die  Erfolge,  die  Bernonlli*s  Untersuehnngen  der  Diacaostiken  ge- 
habt haben,  sind  dagegen  nicht  sehr  hoeh  ansuschlagen.  Man  sieht,  dass 
sich  durch  das  Festhalten  an  dem  Princip,  annXchst  die  Länge  des  gebro- 
chenen Strahles  analytisch  zn  bestimmen  and  dann  die  Cnustik  danach  zu 
construiren,  weni^  Nutzen  l'iir  einzelne  Falle  et  geben  wird.  Auch  ist  mir 
niclit  l>ekannt,  dass  .später  noch  Jemand  diesen  Weg  eing('schla<;en  hatte; 
vielmehr  ist  es  durch  spätere  Arbeiten  gelungen,  die  DiacauBtiken  in  ein- 
zelnen Fällen  als  Catacaustiken  zu  bestimmen  oder  in  anderen  Füllen  we- 
nigstens eine  Evolvente  der  Diacaiistik  in  brauchbarer  Form  darzustellen. 

Meine  Ansicht,  dass  Bernoulli's  Ausdrücke  keinen  grossen  practi* 
•eben  Nutzen  haben  dürften,  wird  die  Ausführung  des  Ausdrucks,  den  er 
(ät  die  LMnge  des  reflectirten  Strahles  gefunden  hat,  bestätigen.  Derselbe 
heisst: 

mnltiplicirt  mit 

and  das  Prodnckt  dividirt  durch: 

Kaefadem  Berne n Iii  diesen  Ausdruck  durch  eine  sehr  langwierige 
analytische  Untersuchung  gefunden  hat,  fügt  er  denselben  die  Bemerkung 
bei:  „Hinc  in  qua  vis  curva  daia  iuveniri  pntcst  htngiUido  radii  rrfracti,  auh 
siituendo  tumpe  vaitu  fjn  ipsius  d.i  .,  vii  dy  et  d^y:  ii<i»i  dx,  dj/  i  l  iPy.  nh  rt/rrar 
daiac  naturam^  sese  deslrnenf,  et  proin  arictur  Intnjitndo  Hin  in  tjtiantitatihiis  /xirc 
(tigebraicis.    Coyniia  aulem  illa  longitudine,  curva  causlica  conairui  et  delcrminari 

Gegen  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  —  so  lange  sie  auf  keinen  spe- 
eiellen  Fall  angewendet  werden  —  lässt  sich  nichts  einwenden ,  ob  aber 
nach  jenem  Ausdruck  für  ,Jede  beliebige  Curve'*  ihre  Diacaustik  constiuirt 
werden  köooe,  dürfte  um  so  fraglicher  erscheinen,  als  esBernonlli  selbst 
nicht  gelangen  ist,  die  Anwendung  seiner  Formeln  weiter  al*  ^^i^  zwei  ver- 
hiltnissmlsgig  einfache  Fälle  auszudehnen,  bei  welchen  er  allerdings  in 
dem  einen  Falk  (bei  der  Parabel)  die  Beschaffenheit  der  Dfacanstik  er- 

14* 
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katmtbat,  in  dem  andern  aber  beim  Kreise  mit  der  Angabe  des  immerhin 
noch  sehr  complicirten  Ausdrucks  für  die  L&Dge  des  reflectirten  Strahles 
abbricht. 

Fassen  wir  niin  die  Verdienste  Beroonlli*«  am  die  Ausbildung  der 
eansUschen  Theorie  noch  einmal  kurz  znsammen,  so  mflssen  wirtsagen,  das« 
er  dieselbe  in  der  That  wesentlich  weiter  gefuhrt  hat,  als  dies  vor  ihm  ge- 
schehen war,  und  namentlich  durch  Anwendung  der  Analysis  viele  interes- 
sante Entdeckungen  gemacbtbat,  die  vor  ihm  nicht  bekannt  gewesen  waren. 
Der  Begriindf'r  der  Lehre  von  den  Brennlinien  hatte  sich  auf  die  ein- 
fachsten Fälle  derKeflexion  beschränkt;  Bernonlli  hat  die  Catacaustiken 
auch  mehrer  anderer  krummen  Linien  antersucht  und  namentlich  in  dieser 
Hinsicht  auf  jene  zwei  merkwürdigen  Cnrven  hingewiesen,  welche  sowohl 
dnreh  Evolution  ähnliche  Ourven  erseugen,  als  aneh  solche  sn  ihren  Cnta- 
eanstiken  haben,  und  hatte  somit  sowohl  der  von  Hnygens  knri  vorher 
nnd  dann  von  verschiedenen  Andern  ausgehildeten  Theorie  der  Cykloiden 
einen  wichtigen  Dienst  gethan,  als  aneh' nachgewiesen,  dass  die  Cnrre  von 
Tsehirnhans  in  ihren  Eigenschaften  nicht  isolirt  dasteht,  sondern  viel- 
mehr als  Repräsentantin  einer  ganzen  Familie  ansosehen  ist.  Dann  hat  er 
weiter  die  Theorie  der  Diacaustiken  mit  in  den  Bereich  seiner  üntersachnn* 
gen  gesogen,  nnd  wenn,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  seine  Arbeiten  keine 
bedeutende  Ansdehnnng  der  Lehre  nach  dieser  Seite  hin  anr  Folge  hatten, 
so  hat  er  doch  das  Verdienst  immerhin ,  sehr  allgemeine  Formeln  anfge- 
steUt  so  haben;  endlich,  wenn  man  darin  einen  Nntsen  finden  will,  hat  er 
geseigt,  dass  eben  diese  allgemeinen  Formeln  so  eomplieirt  werden,  dass 
sie,  nm  mit  einem  aaf  diesem  Oebiete  sehr  verdienten  fransösisehen  Ma- 
thematiker an  reden,  auch  den  unerschrockensten  Analytiker  entmnthigen 
ktfnnen,  und  dass  es  sich  also  nm  Aufstellung  andrer  Gesichtspunkte  f&r 
diese  wichtige  Theorie  handelte,  wenn  sie  weiter  gefordert  werden  sollte. 

Verschiedene  seiner  Zeitgenossen  haben  sich  mit  demselben  Gegen- 
stände beschäftigt,  so' sein  Bruder  Jacob  Bernonlli,  de  la  Hire,  H6- 
pitat  n.  A.  Leider  konnte  ich  mir  jedoch  die  Schriften  dieser  Mathema- 
tiker nicht  Terschaffen  und  kann  sie  daher  hier  nur  nennen ;  übrigens  scheint 
es  nach  serstr^nt^n  Bemerkungen  in  d«*n  verschiedenen  neuem  Arbeiten 
auch  den  genannten  Bearbeitern  nicht  gelungen  zu  sein,  allgemeinere  Ge- 
sichtspunkte über  die  Behandlungsweise  jener  Cnrven  nufznstellen,  sondern 
sie  scheinen  meistens  nur  einzelne  Fälle  in  ahulicher  Weise,  wie  Tschirn- 
haas und  Joh.  Bernonlli,  behandelt  zn  haben. 

Mit  diesen  Arbeiten  schliesst  dje  t  i  bte  Entwicklungsperiode  der  Theorie 
ab:  die  Brennlinicn  verschiedener  einzelner  Curven  waren  so  genau  unter- 
sucht, dass  in  dieser  Hinsicht  nicht  vielmehr  gescliehen  konnte  und  in  der 
That  auch  nicht  viel  mehr  geschehen  ist;  denn  wenn  auch  von  Spätem  an- 
dere Methoden  angewandt  wurden,  so  führen  dieselben  doch  meist  ebenso, 
wie  diejenige  Bernoulli's,  zu  so  complicirteu  Ausdrücken,  dass  sie  sich 
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im  Einseinen  nicht  Tiel  weiter  anwenden  lassen,  als  auf  Jene  oiufachea 
Fille,  die  eben  schon  früher  untersucht  waren. 

Dagegen  führten  die  neuern  Uutcrsucliungen  zu  sehr  interessanten  Be- 
fiehuiigen  zwischen  den  Caustiken  und  gewissen  andern  Curven,  deren  Ent- 
stehungsart ebenfalls  aebr  einfacli  ist  und  die  sich  uanieutlich  auch  bequem 
von  der  Ebene  auf  den  Raum  übertragen  lassen.  Doch  war  eine  lange 
Zeit  nöthig,  um  die  Endresultate  zu  erzielen,  obwohl  diese  äusserst  einfach 
waren  und  auf  weit  kürzerem  Wege  hätten  gefanden  werden  können. 

Die  Zeit  der  Ausbildung  dieser  allgemeinen  Theorie  der  caustischen 
Linien  nnd  Flächen  läast  sich  daher  jener  ersten  Periode,  in  der  es  sich  le* 
diglieh  nm  die  Untersnebnng  einselner  Brennlinien  handelte,  als  eine  «weite 
gegenttberatellen;  doch  schliesst  sich  diese  nicht  unmittelbar  an  die  erate 
an,  sondern  es  liegt  swischen  ihnen  fasst  die  gtnae  sweite  Hälfte  des  rorigen 
Jahrhonderts,  In  der  fQr  die  Anshildnng  der  Lehre  wenig  oder  nichts  ge- 
sehah;  es  seheint,  das«  sich  die  Mathematiker  dieaer  Zeit  durch  die  Schwie- 
rigkeit der  Rechnungen,  sa  denen  die  früheren  Untersuchungen  geführt 
hatten,  von  der  Behandlung  dieses  Gegenstandes  abschrecken  Hessen. 

Erst  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  wurden  die  Untersuchungen 
wieder  «afgenommen  nnd  neue  fruchtbare  Prineipien  fttr  dieselben  aufge- 
funden. An  der  Spitze  dieser  Entwickluii<;speriodo  steht  eine  grosse  ana- 
lytische Untersuchung  von  Malus,  die  im  Jahre  1808  in  dein  Journal  de 
fEcole  polijicchnique  erschien  und  die  Aufmerksaiukeit  der  Mathematiker  von 
aeaem  dem  fast  vergesseneu  Gebieto  zuführte. 

Ich  kann  hier  natürlich  nicht  die  ganze  sehr  ausführliche  Rechnung 
besprechen,  welche  IMalus  in  dieser  Arbeit  durchgeführt  hat,  sondern  will 
Dor  kurz  die  Resultate  derselben  anführen  und  deren  Richtigkeit  prüfen. 
Er  geht  davon  aus,  Besiebungen  zwischen  geraden  Linien  aufzusuchen,  die 
nnih  irgend  einem  analytisch  ausgedrückten  Gösetse  YOn  allen  Punkten 
einer  krummen  Fläche  ausgehen.  £r  fiodet  nun,  dasa  es  zwei  Richtungen 
aof  dieser  Fläche  giebt,  nach  denen  man  zn  einem  unendlich  nahen  Punkte 
fortgehen  musa,  um  sn  hrreieheui  dass  der  Strahl,  welcher  von  diesem  un« 
endlich  nahen  Punkte  ausgeht,  den  von  dem  ersten  Ponkte  ausgehenden 
schneidet  {  ebenso  kann  man  von  dem  sweiten  Punkte  nach  einem  dritten 
fortgehen  I  so  dasa  der  Ton  hier  ausgehende  Strahl  den  sweiten  trifiifc  u.  s.  f. 
Dadurch  erhält  man  fttr  Jeden  Punkt  der  Fläche  swei  Curven  (f)  und  (/), 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  von  den  auf  ihnen  liegenden 
Punkten  ausgebenden  Strahlen  sich  successive  schneiden.  Diese  Geraden 
bilden  demnach  swei  developpable  Flächen,  deren  Wendungscnrven  durch 
die  snccessiven  Dnrcbschnittspunkte  der  Geraden  gehen.  Der  Strahl ,  der 
von  dem  ursprünglich  angenommenen  Punkte  x  y'  z  ausgeht,  gehört  also 
zwei  developpablen  Flächen  an  und  bildet  deren  I  )urclischnitt.  Da  das- 
selbe für  jeden  andern  von  der  krummen  Ohertlächc  ausgehen  leu  Strahl 
ISilt,  «0  hat  man  den  allgemeinen  Sata:  Wenn  einöjrstem  von  geraden  Linien 
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neeh  demselben  analytischen  Gesetse  Ton  allen  Punkten  einer  Oberfliehe 
aasgebt,  so  kann  dieses  System  als  der  geometrische  Ort  des  Dnrehsohnitts 
sweier  Systeme  von  dcTeloppablen  FlXchen  biStrachtet  werden.  Für  den 
tlTinkel,  unter  dem  sich  die  developpablen  Flftchen  sehneiden,  gibt  er  eben 
analytischen  Ausdruck  an;  dieser  mnss  offenbar  eine  Function  der  Coor<' 
dinaten  des  Punkts  der  krummen  FUche  und  derjenigen  Grössen  sein, 
welche  jenes  analjrtisehe  Gesets  ausdrttcken  soll.  Wird  der  Cosinus  dieses  ^ 
Winkel§  =0,  so  stehn  die  developpablen  Fliehen  senkrecht  aufeinander. 
Gehn  nun  die  Strahlen  Ton  einem  Punkte  aus,  die  von  einer  krummen 
Oberfliche  refleetirt  oder  gebrochen  werden,  so  flndet  fUtr  die  Biehtung  der 
refleetirten  oder  gebrochenen  Strahlen  ein,  analytisch  ausdrttckbares,  ftlr 
alle  Punkte  der  krummen  Fliehe  geltendes  Gesets  statt  und  finden  deshalb 
die  obigen  Schlüsse  ihre  Anwendung.  Es  wird  nun  flir  diesen  Fall,  wie 
die  Analysis  ergibt,  fttr  jeden  Punkt  der  Fläche  der  Cosinus  jenes  Winkels 
=  0,  d.  h. :  Werden  Strahlen,  die  Ton  einem  Punkte  ausgehn,  von  einer 
beliebigen  FlUchc  refleetirt  oder  gebrochen ,  so  können  die  refleetirten  oder 
gebrochcntMi  Stralilen  als  der  Darchschnittspunkt  zweier  «ich  unter  rech- 
tem Wiukol  schneideudcu  iSy»temo  von  developpableu  Flächen  betrachtet 
werden. 

Dieses  merkwürdige  (ioaetz  weist  Malus  auch  für  den  Fall  nach,  dass 
der  strahlende  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  leugnet  aber  die 
Gültigkeit  deshi-lhcn  für  wiederholte  Keflexionen  oder  Brechungen,  während 
es  ßicli,  wie  Dnpin  zuor^t  nachgewiesen  hat,  ganz  allgemein  so  uussprechen 
läs8>t:  Läast  sich  ein  System  von  Lichtstrahlen  als  der  Ort 
des  l)  u  r  c h  8  c  h  n  i  1 1  s  z  w  c  i  e  r  8  y  s  t  e  m  e  sich  r  e  c  h  t  w  i  n  k  1  i  g  s  c  Ii  n  e  i  - 
den  der  d  e  v  e  1  o  j»  |i  .i  b  1  e  r  Flächen  betrachten  —  was  immer  der 
P^'all  ist,  wenn  die  .Strahlen  zu  einer  und  dersolhon  Fläche  normal  sind  — 
dann  verliert  es  diese  Kigeuschaft  durch  keine  Brcckang 
oder  Reflexion. 

Malus  dagegen  hatte  gefunden,  dass,  wenn  jenes  Strahlen -System 
einer  zweiten  Brechung  oder  Reflexion  unterworfen  würde,  so  lasse  es  sich 
zwar  t'bcufalls  als  Ort  der  Durchnitte  zweier  Systeme  von  developpablcn 
Flächen  betrachten;  doch  schnitten  sich  diese  dann  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  unter  rechten  Winkeln.  Ich  habe  mich  bemüht,  den  Grund  dieses 
Irrthums  aufzusuchen  und  glaube  denselben  in  einem  Snt/.e  gefunden  zn 
haben,  der  sich  auf  der  S.  86  seiner  Abhandlung  in  dem  XIV.  Band  de« 
Joitmal  de  CEcolc  puhjtcchnigue  üskdet,  f!r  sagt  dort:  Wenn  die  Lichtstrah- 
len, die  von  einem  Punkte  ausgehn ,  auf  eine  brechende  Fläche  ^treffen, 
so  können  die  gebroclicncn  Strahlen  als  der  Ort  des  Durchschnitts  zweier 
Systeme  S*  von  developpablen  Flftchen  betrachtet  werden,  welche  die 
brechende  Fläche  in  zwei  Reihen  von  Curven  $'  schneiden  und  be- 
zeichnet man  mit  6',  C  die  Systeme  der  konischen  Flftchen,  welche  durch 
die  Folge  der  einfallenden  Strahlen  entstehn,  die  nach  ihrer  Brechung  jene 
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d«Te]oppablen  Fliebeo  S,  bilden:  dann  rind  jene  developpablen  Flftcben 
^  ^  sn  einander  senkrecht,  worane  man  schliessen  könne,  dass  die  ko- 
alaeben Flfteben  C,C'  sieb  unter  einem  veränderlichen  Win- 
kel sebneiden.  Ans  diesem  Sclilnsse  wird  dann  später  abgclciti  t,  das» 
die  Strahlen  nach  wiederholter  Brechung  nicht  mehr  als  Durchschnitt  zu 
einander  senkrechter  developpabler  Fläclieu  zu  betrachten  seien.  Der 
Schlusö,  dass  sich  die  koniscI)en  Flächen  t\  C'  unter  verändertem  Winkel 
schnitten,  ist  jedoch  falsch,  >\  ie  sich  leiclit  zeigen  läs.st,  wenn  man  den  vor- 
her angegebenen  Satz  von  Dupin  als  richtig  erkannt  hat;  denn  nimmt 
man  letzteren  als  erwiesen  an,  so  braucht  man  nur  die  Strahlen,  welche, 
von  einem  Punkt  ausgehend,  durcb  eine  krumme  Fläche  gebrocben  werden 
und  dann  als  DorebscbniU  an  einander  senkrechter  Systeme  von  develop* 
pablen  FlAeben  angeseben  werden  können,  rückwärts  zu  verfolgen:  Wenn 
sie  in  der  entgegengesetsten  Biebtnng  auf  die  Oberfläche  träfen,  als  die- 
jenige iety  welobe  sie  dnreb  die  Breebung  erbalten,  so  würden  sie  offenbar 
aaeb  mner  Breebnng  In  dem  angegebenen  entgegengesetsten  Smne  wieder 
ia  dem  Punkte  vereinigt  werden.  Da  nun  diese  Strablen  naeb  ibrer  Bre- 
ebnng  ebenfalls  als  Dnrebsebnitte  sieb  reebtwinklig  sebneidender  develop- 
pabler FUeben  ansosebn  wären,  so  würden  diese  developpablen  Flieben 
offenbar  in  diesem  Falle  jene  koniscben  Fläcben  C,  €'  sein  and  aneb  diese 
mOasen  daber  in  allen  Fällen  ebenfalls  an  einander  senkreebt  sein  —  die 
Richtigkeit  des  Dnpin*schen  Satzes  vorausgesetzt.  Da  sich  der  von 
Dapin  gegebene  allgemeine  Beweis  jeduch  auf  eine  der  Optik  ferner  lie- 
gende Betrachtung  gründet  und  sich  der  davon  unabhängige  Beweis  nur 
auf  die  Reflexion  bezieht,  so  will  ich  den  Beweis  seines  Satzes  so  lange 
versparen,  bis  ich  zu  dem  allgemeinen  Theorem  von  Gergoune  gekommen 
sein  werde,  von  dem  das  Dapin 'sehe  sich  dann  nur  als  eiu  veränderter 
Ausdruck  herausstellen  wird. 

Die  Malus 'sehe  Arbeit  hat  jedoch  trotz  dieses  Irrthuois  das  Verdienst, 
ein  für  die  allgemeine  Theorie  sehr  brauchbares  Princip  gewonnen  zu  ha- 
ben; die  Anwendung  auf  einzelne  Fälle  bat  freilich  <rroHso  Schwierigkeiten 
Unreb  die  Complicirtbeit  der  Formeln,  so  dass  sie  Malus  selbst  nur  auf 
Botationsfläcben  angewandt  bat,  wodcrcb  eben  niebt  viel  neue  Besnitate 
gewonnen  sind,  da  sieb  diese  meistens  gana  einfaeb  aus  den  sebon  bekann- 
ten Caustiken  für  ebene  Curven  ableiten  lassen. 

Der  Malu8*sebe  Satt  in  der  yon  Dnpln  gegebenen  Form  kann  nun 
aoebso  ausgedrOekt  werden:  Wenn  Strablen  normal  an  ein  und 
derselben  Fläebe  sind,  so  beben  sie  aneb  naeb  der  Breebnng 
oder  Reflexion  diese  Eigensebaft,  nämlieb  au  einer  andern 
Fläebe  normal  au  sein.  Die  Bestimmung  dieser  s.  g.  ortbogonalen 
Tftnsversalfläebe  für  die  gebrocbenen  Strablen  war  nun  die  Aofgabe  für 

weitere  Ausbildung  der  caustiscben  Theorie.  Sebon  vor  Dnpin*s  Be- 
liehtigung  des  Malus'scheu  Theorems  hatte  Gergonne  eine  fintdecknog 
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gemacht,  dio  hauptsftchlich  zur  Kenntnias  jener  Flüclio  die  mittelbare  Veran- 
lassung gegeben  hat.    Er  untersuchte  nämlich  in'dem  11.  Band  der  von  ihm 
horausgogobenen  Annales  de  Mathemaiiquet pures  et  appliguees ,  der  im  Jahre 
1820  orächien      Dupin  veröffentlichte  seine  Arbeit  erat  im  Jahre  1822  — 
den  Ort,  an  welchem  ein  leuchtender  Punkt  für  ein  in  einem  andern,  von 
dem  des  Pnoktes  durch  eine  Ebene  ^esichicdenen  Medium  befindliches  Auge 
8U  liegen  scheint,  also  z.  B,  ein  Punkt  im  Wasser  für  ein  in  der  Luft  be- 
findliches Ango.    Der  ( )rt  i.st  ofTenbar  für  jede  Stellung  des  Auges  ▼ersehie- 
den  und  stellt  in  der  Aufeinanderfolge  für  die  verschiedenen  Stellangen  dee 
Auges  die  snccessiven  Durchscbntttspnnkte  benachbarter,  von  dem  Punkt 
ansgehender  Strahlen,  d.  b.  die  Diacanstik  ▼or,  welche  durch  die  Brechung 
von  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ansgehn  und  auf  eine  Ebene  treffen, 
gebildet  wird.    Er  konnte  seine  Untersncbnng  anf  die  in  einer  durch  den 
Pnnkt  und  das  Auge  gehende,  snr  Wasserflftcbe  senkreebte  Ebene  beschrän- 
ken nnd  fand,  dass  die  Cnire  die  Evolate  einer  Ellipse  ist.  Umgekehrt 
.  fand  er,  dass  die  Diaeaoslyk  ftlr  den  Uebergang  in  ein  diebteres  Mittel  die 
Evolnte  einer  Hyperbel  ist.    Die  analytisebe  Ableitung  dieses  Besnltats 
kann  icb  hier  itbergebn,  da  sieb  dasselbe  meist  in  den  Lebrbtlohem  der 
Analysis  als  Beispiel  fttr  einballende  Cnrven  findet.  (8.  s.  B.  Sebltt» 
milcb*s  Comp.  d.  An- 1.  S.  182.)  leb  werde  daber  daranf  snrliekkommai, 
wenn  ich  meine  Darstellung  bis  snm  Endresultate  der  Gergonne*selien 
Untersuchungen  dnrebgefdbrt  haben  werde.  Oergonne  wurde  dnreh  die 
Entdeckung  auf  die  Vermuthung  gebracht,  dass  sieb  allgemeitt  dieCaastäken 
als  Evoluten  einfacherer  Linien  darstellen  kdnnten,  eine  Vermntbnng,  die 
sieh  vollkommen  bestStigt  bat 

In  einer  folgenden  Abhandlung  von  Oergonne  (Bd.  14  seiner  Anna* 
len)  weist  er  das  Malus*scbe  und  das  Dupin 'sehe  Theorem  analytiseb 
nach  und  macht  einige  Zusütse,  die  leicht  daraus  folgen,  so  a.  B.,  dass  wenn 
ein  System  von  Strahlen,  die  senkrecht  an  derselben  FlXebe  sind,  yerscbie- 
dene  Brechungen  oder  Reflexionen  erflibrt,  statt  dieser  eine  einzige  Bre- 
chung oder  Reflexion  substitnirt  werden  kann,  welche  jenen  Strablen  die- 
selbe Bicbtnng  crt heilt,  die  sie  nach  den  wiederholten  Brechungen  und  Re- 
flexionen  erhalten. 

Die  TOrher  erwähnte  Vermuthung  Gorgonne's  scheint  auch  einige 
andere  Mathematiker  veranbisst  zu  haben  ,  diesen  Gegen*«tand  weiter  zu 
verfolgen,  und  so  bringt  namentlich  schon  der  15.  Band  der  Annaleu  (1824) 
eine  Untersuchung  von  Sturm,  worin  er  zunächst  einen  geometrischen  Be- 
weis jenes  von  Ger  gönne  gefundenen  Satzes,  dass  die  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  nach  ihrer  Brechunfj;  ilurch  eine  Gerade  auf  einem 
Kegelschnitt  senkrecht  stehe,  giebt  und  dann  ähnliche  Untersuchungen  für 
die  Diacaustik  des  Kreises  anstellt. 

Sturm 's  Beweis  des  G  e  rg  o  n  n  o 'sehen  Satzes  ist  folgender:  Ist 
(Fig.  16}  A  der  leuchtende  Punkt,  B  der  ihm  in  Bexug  auf  die  brechende 
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Gerade  CD  gegenfiberliegende  Punkt,  ein  einfallender,  £JL  der  ge- 
brochene Strahl,  90  lege  man  einen  Kreif  durch  j4JB,  Dann  iet  der  Ein* 
fallswinkel  «  AJF,  der  Breehnngswinkel  «=  IJF,  Es  int  nnn  an  nnter* 
scheiden,  ob  der  Brechnngswinkel  kleiner  oder  grösser  ist,  als  der  Einfalls- 

wiokel.    Im  ersten  Fall  (Fig.  13)  sei  —  das  Brechuugsverliältoiss,  wo  also 

c  • 

«>•  c.  Trigt  man  nnn  anf  MB  dt»  Stflck  MG  =  Jtf^  ab,  dann  sind  die 
gleichschenkligen  Dreiecke  AGM  nnd  JJB  Ihnlieh,  also  Winkel  GJM 
=  BAJ  nnd  also  auch  Winkel  JAM^  BAG.  Die  Dreiecke  BAG  und  JAM 
sind  folglich  Ähnlich,  also  BGiABss  JM : »  c : a  »  const.  Der  Punkt 
M  bewegt  sich  also,  6k  BG=»BM=»AM  constant  ist,  anf  einer  Hyperbel. 
Der  gebrochene  Strahl  Jif  steht  aber  senkrecht  anf  dieser  Cnrve,  weil  er 
mit  den  Radien  Toctoren  Winkel  bildet,  die  sich  an  V&ff  ergänaien  {BMJ 
SS»  BAJ^ABJ^\9(f  —  AMJ),  In  ähnlicher  einfacher  Weise  beweist 
Sturm,  dass,  wenn  der  Brechungswinkel  grösser  als  der  Einfallswinkel 
wird,  die  gebrochenen  Stralilen  aut*  einer  Ellipse  senkrecht  stchn. 

Bei  der  AnwiMuluii;;  dieser  Bctraclitiniirswcise  auf  die  Diacaustik  dos 
KreiscH  für  Stralilen.  die  von  einem  IMiiikte  au.sgeim,  führt  Sturm  mit 
grossetri  Vortheil  einen  l^iinkt  B  von  der  Eigenschaft  ein,  dass  ('B.CA 
f'J'  i.st,  und  der  also  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kreises  fällt,  je  nach- 
dem der  leuchtende  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  Ist 
nnn  ././  ein  einfallender  Strahl,  so  legt  mau  durch  AJP  einen  Kreis,  au 
welchen  CJ  also  eine  Tangente  ist.  Der  I'unkt  .V,  wo  der  gebrochene  Strahl 
den  HiilfMkreis  zum  zweitenmale  schneidet,  kann  dann  auf  jeden  der  3  Bögen 
fallen,  die  durch  die  Punkte  i4 ,  7  und /?  gcbildft  werden.  Sturm  unter- 
sucht diese  FftUe  getrennt;  ich  gebe  hier  als  Betspiel  nur  den  Fall,  wo  M 

(I  Aj  a 

auf  den  Bogen  A  B  iallt.    Ist  das  Brechungsverhältuiss  —  ,  so  ist  yvv=  —  • 

Verlängert  man  nnn  BM^  so  dsss  MG iMA^JBiJA  wird,  nnd  zieht  AG^ 
denn  sind  die  Dreiecke  AJBvind  AMG  fthnlich,  weil  sie  einen  gleichen 
Winkel  {AMG^Snpp\,  BMAs=BjA)  zwischen  prttportfonalen  Seiten  ha- 
ben. Folglich  ist  Winkel  MAGs=.JAB  nnd  also  Winkel  BAG^^JAM. 
Die  Dreiecke  BAG  nnd  JAM  sind  daher  fthnlich  nnd  geben  BAiBG  — 

JAiJM^uie,  Folglieh  Ist  f(;constonta.ffif  +  iirG  =  AAf+^  M  A, 

b     MG     Jli     BC      '        ,  . 
wenn  —  ^-    --^      =«  m  g<'»etzt  wird, 
a     AM     JA  CJ^ 

Die  Olelehnng  für  BG  gibt  auch  a .  MB  ^b,MA^e.  AB  (weil  BG.a 
ssAB,c;  denn  BO:AB=sJMiJA^€ia),  Der  Ort  des  Punktes  Aflst 
also  eine  Curve,  fCir  die  die  Summe  der  Prodncte  aus  den  Bedien  Teetoren 
nnd  den  Oonstanten  o  und  b  constant  ist. 

Dass  der  gebrochene  Strahl  JM  senkrecht  sn  dieser  Cunre  ist,  beweist 
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Sturm  vermittelst  eines  der  Mechanik  entlehnten  Satzes,  ohne  der  DifTe- 
rentialrechnuDg  bedürfen.  I^eichter  kann  man  den  Beweis  vermittelst  der- 
selben ffthrcD,  wie  folgt:  Q^iAM—  r^BM—r  und  ds  das  BogeDdiffereDtiel, 

so  hat  man  br-\-  or'  =  Const:  6^^-|-a^=0:^  uud  ~  sind  aber,  wie 

ds       ds         ds  ds 

leicht  sa  sehen,  die  Sidhs  der  Winkel,  welche  die  Nonnale  mit  den  Radien 
vectoren  macht.  Diese  verhalten  sich  also  wie  «  :  — fr,  wenn  man  die  Win- 
kel nach  derselben  Seite  der  Normale,  oder  wie  o:b,  wenn  man  sie  nach 
verschiedenen  Seiten  derselben  rechnet.  Sie  verhalten  sieh  also,  wie  die 
Sintis  der  Winkel,  welche  der  Strahl  JM  mit  den  Bedien  vectoren  macht, 
und  es  mnss  demnach  die  Normale  mit  dem  Strahle  snsammenfaUen. 

Fallt  der  Punkt  M  anf  den  Bogen  jiJ,  dann  findet  Stnrm  den  Ort 
dieses  Punkts  in  analoger  Weise  ansgedrttekt  dwrch  die  Gleichung 

£G=AiB  -  —  MA  oder  a.MB  —  b.MA^c.ABf 

und  endlich,  wenn  M  auf  ^27  ftllt,  hat  man 
b 

—  MJ^AIB=  BG  odevb.MA  —  a.MB^cAB. 
a 

Der  Beweis,  dass  der  gebrochene  Strahl  senkrecht  «nf  diesen  Cnrven  stehti 
lUsst  sich  ebenfalls  gani  analog  dem  vorigen  fBhren. 

Stnrm  stellt  dann  dar,  wie  die  Art  dieser  Cnrven  von  der  Lage  dee 

leuchtenden  Punktes  und  dem  Werth  —  des  Brechnngs Verhältnisses  ab- 
hängt^ welches  letatere  auchss— I  sein  kann,  so  dass  die  Breehnng  in 
Reflexion  llbergeht. 

Alles  znsammengefasst ,  hat  man  den  Satz:  Die  Caustik  des  Kreises 
für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  ist  die  Evolute  einer  Curve, 
f  ür  welche  die  Summe  oder  Diflfereuz  der  Producte  aus  den  Radion  vectoren 
und  zwei  constantcu  Giüsseu  selbst  eiue  constaute  Grösse  ist.  Damit  sind 
diese  Caustiken  in  der  Thal  auf  die  Evoluten  einfacherer  Curven ,  deneu 
eine  (jlcicliung  des  vierten  Grades  entspricht,  zurückgeführt,  und  diesen 
letzteren  Curven  begegnen  wir  hier  schon  zum  zweiteumale;  deun  sie  stim- 
men offenbar  mit  den  Ovalcu  des  Descai  tes  überein,  welche  dieser  u.  A., 
nameutlich  Newton  und  Bernoulli  als  aplanetische  Linien  bestiunnt 
hatten,  und  es  kommen  also  denselbeu  Curven  awei  gleich  wichtige  uud 
merkwürdigQ  optische  Eigenschaften  zu. 

Zu  gleicher  Zeit,  wie  Sturm,  beschäftigte  sich  auch  Quctelct  mit 
der  L'ntersuchung  der  Evolventen  der  I^rennlinien.  Hinsichtlich  der  Caii- 
stiken  des  Kreises  war  er  zu  ähnlichen  Kesultaten,  wie  Stnrm,  jedoch  auX 
anderem  Wege  gelangt.  Ihm  gebühret  das  Verdienst,  die  Natur  jener  Evol- 
venten, oder  der  Caustiqiies  secotidaires»  wie  er  sie  nennt,  zuerst  genauer  un- 
tersucht und  namentlich  die  auch  von  Sturm  schon  angedeuteten  Analogien 
derselben  mit  Kegelschnitten  näher  bestimmt  sa  haben.   Dass  er  aunäcb«t 
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ebenfalls  gefunden  hat,  du«  die  CaUcanttiken  und  Diaeanatiken  für  die 

::(>ra(le  Linie  anf  Kegelschnitten  senkrecht  stehn  ,  ;;c iiiige  hier  erwfthnt  an 
werden ,  da  diese  Entdeckung  nicht  neu  ist  und  auch  der  Beweis  keine  Vor- 
lüge vor  dem  8  t  u  r  ni 'sehen  darbietet. 

Neu  ist  dagegen  die  Ik-traclitung  jener  Evohiten  als  einhüllender  Cur- 
Ten  von  Kreisen.  Kr  zeigt  diese  Beziehung  zuerst  an  der  Catacaustik  des 
Kreises  und  sagt  dartiber:  I)ie  Brennlinio  eines  Kreises  für  Strahlen, 
welche  von  einem  Punkte  ausgehn,  steht  senkrecht  auf  der  Enveloppe  der* 
jenigen  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  reflectirenden  Kreisporipherie 
liegen  und  deren  Peripherien  beständig  dnrch  den  leuchtenden  Pnnktgehes. 
Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  flberzengt  man  sich  am  leichtesten,  wenn 
nan  die  EfoWente  der  Brennlinie,  wie  oben ,  ala  den  Ort  dea  Bildea  dea 
leaehtenden  Pnnktea  anffaast;  da  daa  Bild  dieaea  Pnnktea*  demselben  in 
Being  anf  Tangente  des  Kreises  aymmetriseh  gegenttberliegt»  so  kann  man 
offenbar  ftlr  jeden  Pnnkt  dea  reflectirenden  Kreiaes  einen  Kreis  eonstmiren, 
dessen  Mittelpunkt  anf  der  reflectirenden  Kreisperipherie  liegt  nnd  Jessen 
Peripherie  durch  den  leuchtenden  Pnnkt  und  sein  entsprechendes  Bild  hin- 
durchgeht ;  die  unendHehe  Zahl  dieser  Kreise  wird  aber  von  der  Gurre  um* 
hfillt,  welche  den  Ort  des  Bildes  des  leuchtenden  Pnnktes  bildet  (oder  auch 
die  Furm  der  reflectirtenden  Welle  darstellt)  und  von  der  die  reflectirten 
Strahlen  also  senkrecht  auszugehen  scheinen. 

(^uetelet  selbst  bedient  sich  jedoch  dieses  Beweises  erst  in  einer  spä- 
tera  Abhandlung  (vom  Jahre  1829,  während  die  erste  aus  1825  ist)  und  gibt  in 
der  erstem  einen  speciellern  Beweis,  so  dass  derjenige  Hir  die  allgeuieino 
Form  seines  Satzes  nicht  daraus  abgeleitet  werden  kann.  Dieser  allgemeine  . 
Sstx  heisst  aber: 

Gehen  Strahlen  von  einem  Punkte  aus  und  treffen  auf 
eine  brechende  Corvo,  so  stehn  sie  nach  der  Brechung  senk- 
recht anf  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  brechenden  Ourve  liegen  und  deren  Radien  su  den 
Entfernungen  der  Mittelpunkte  von  dem  lenehtenden  Punkte 
in  dem  eonstanten  VerhKltnisse  stehen,  dass  der  Sinn«  dea 
Brechungswinkels  sum  Binus  dea  Einfallawinkels  bildet. 

Es  ist  dies  also  derselbe  8ata ,  den  wir  schon  im  Anfange  dieser  Dar- 
«tellnng  ana  den  Principien  der  Undulationstheorie  abgeleitet  haben.  Die 
Prleuimng  der  Form  dieses  Satsea,  der  sich  in  der  obigen  Fassung  offenbar 
mcht  avf  den  Fall  auwenden  iSsst,  wo  der  lenchten'le  Punkt  in  unendlicher 
Eutfernung  liegt,  verdanken  wir  —  ausser  C^uotelet  selbst  —  namentlich 
Gergonne  und  Sarrns. 

Eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Evolventen  der  Brenn- 
hiiion  mul  den  Ki>;:('lsc!initte!i  findet  sicii  dann  weiter  in  (j|uetelet'8  Ah- 
liaiidluiig  angi'i^cltcii :  I'r(»jicirt  u)an  nHmlich  eine  Cutisliijiic  sc  ■ 
condaire  auf  eine  K uge lobcrfläche,  so  kann  diese  Projection 
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auf  eine  xweite  Ebene  so  projicirt  werden,  dass  diese  sweite 
Projeetion  isin  Kegelschnitt  wird.  Diese  merkwürdige Entdeeknng 
ist  nm  so  werthToller,  als  sie  in  ganz  einfacher  Weise,  nar  durch  geschickte 
Combination  einiger  bekannter  Sitse  ans  der  Projectionslehre  and  Aber  das 
Pa8cal*8che  Sechseck  abgeleitet  ist.  Die  ans  der  Projectionslehre  be- 
nutzten Sätze  sind  liaiiptsäcblicli  die  beiden  folgenden,  die  raau  in  den  be- 
treffenden Lehrbüchern  bewiesen  findet.  (S.  z.  B.  Ii  eis,  Stereometrie, 
Anhang  V.)  Er^itens:  Jeder  Kreis  projicirt  sich  stereographisch  auf  die 
Kugel  als  Kreis,  und  zweitens:  Der  Winkel,  den  zwei  Linien  in  der  Ebene 
bilden,  ändert  sich  nicht  durch  die  Projeetion  auf  die  Kugel. 

Ist  L  ein  leuchtender  Punkt,  und  werden  die  Strahlen  von  einer  Kreis 
Peripherie  rcflectirt,  so  entsteht  eine  der  schon  mehrfach  besprochenen  CauM- 
liques  secondaireSy  die  man  also  auch  als  Bilder  des  Panktes  L  in  Bezog  anf 
die  Tangenten  für  alle  Paukte  des  Kreises  auffassen  kann.  Nimmt  man 
nun  auf  der  Causliquc  secondaire  6  Punkte  an,  so  entspricht  jedem  derselben 
eine  Tangente  des  Kreises,  und  die  s«  B.  einem  Ponkte  A  entsprechende 
Tangente  ist  in  allen  ihren  Pnnkten  gleichweit  von  dem  Punkte  A  nnd  dem 
leuchtenden  Punkte  L  entfernt.  Ebenso  die  einem  sweiten  Punkte  B  ent* 
sprechende  Tangente  von  diesem  Punkte  und  von  £;  und  folglieh  ist  der 
Durchschnitt  a  der -beiden  Tangenten  von  A^  B  und  L  gleichweit  entfernt, 
so  dass  man  um  diesen  Punkt  a  einen  Kreis  beschreiben  kann,  der  durch 
A  und  B  geht  und  den  Qvetelet  —  soweit  er  Bwischen  A  und  B  liegt  — 
die  Certfe  corr^loUve  dieser  Punkte  nennt;  den  Mittelpunkt  desselben  nennt 
er  CerUre  corrSlaHf.  Ebenso  seien  nun  fHr  je  zwei  der  übrigen  Punkte  die 
Cenlres  correlatifs  gefunden,  so  dass  den  Punkten 

A  \x.  B'^  B  vu  C\  C  u  D\  D  n,  E\  Em.  F\  F  u.  A  entsprechen 
«;  C',  d;  e;  f, 

so  sind  diese  6  Punkte  «,  h,  c,  rf,  e  und  f  die  Eckpunkte  eines  dem  Kreise 
umschriebenen  Sechsecks.  Üic  Diagonalen  ad,  be^  c  f  desselben  schneiden 
sich  dann  nach  dem  Pascarschen  Satze  in  einem  einzigen  Punkte,  der  m 
heissen  möge.  Die  beiden  Cordes  correlatives  AB  und  DE  haben  dann  ihre 
Cenlre  auf  derselben  Diagonale  ad.  Die  Kreisbögen  schneiden  sich  nach 
ihrer  Definition  in  dem  leuchenden  Punkte  X  und  also  noch  in  einem  swei- 
ten Punkte  der  dem  Punkte  L  in  Bexug  auf  die  Diag<male  symmetrisch 
gegenüberliegt.  Daher  stehn  auch  diese  beiden  Punkte  gleichweit  von  dem 
Durchschnittspunkte  m  der  Diagonale  ad  mit  den  beiden  andern  Diagonalen 
be  und  ef  ab  and  man  hat  mL^mB,  Ist  entsprechend  B'  der  sweite 
Durchschnittspnnkt  der  Cordes  corräUdives  BC  und  EF,  so  hat  man  ebenso 
mX»mi^,  und  wenn  endlich  B^'  der  sweite  Durchschnittspunkt  der  Cordes 
CDy  FA  ist,  so  ist  auch  mL=mI^\  I«egt  man  also  durch  L  eiaen  Kren  um 
in,  so  geht  dieser  auch  durch  Jt,  B^  und  It\  In  anderen  Worten ;  Wenn  man 
um  eine  Causlique  secondaire  ein  Sechseck  aus  Cordes  eorrSkUwes  beschreibt, 
so  schneiden  sich  je  swei  gegentlberliegende  Seiten  desselben,  genugsam 
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yerlKogert«  in  drei  auf  demseibeo  Kreise  mit  L  liegenden  Punkten,  ^roji- 
eirt  man  nnn  die  Caulique  nebst  dem  Sechseck  aaf  eine  ihre  Ebene  berüh- 
rende Kngel  (den  dem  Bertthrangtpnnkt  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  als  Projectionscentrum  genommen),  dann  projicirt  sich  jeder  der  ge- 
nannten Kreise  als  Kreis  und  diese  gehn  alle  durch  die  Projection  des 
Punktes  L,  Je  zwei  Cordes  correlaiives  sclineidcn  »ich  in  einem  Punkt  und 
die  drei  Durchsebnittssponkte  liegen  mit  der  Projeetion  von  L  auf  demselben 
Kreiae.  Nimmt  man  die  Frojection  von  L  als  neues  Projectionecentrum 
und  projioirt  anf  die  diesem  neuen  Centnun  entspteebMide  Ebene,  dann 
projieiMU  ueb  alle  dureb  das  Centrum  gehende  Kreise  als  gerade  Linien: 
folglich  projiciren  sich  die  sechs  Cordes  corrätaüvet  nnn  als  ein  der  Pro- 
jection der  CataUque  eingeschriebenes  Sechseck^  der  Kreis  aber,  der  auch 
anf  der  Kugel  durch  die  Projeetionen  der  Punkte  iZ,  und  geht,  pro- 
jicirt sich  ebenfalls  als  gerade  Linie,  d.  b.  die  neuen  Projeetionen  der 
Dnrchschnittspunkte  je  aweier  gegenüberliegender  Seiten  des  in  die  Pro- 
jection der  CousOque  beschriebenen  Sechsecks  liegen  auf  einer  geraden 
Linie.  Diese  Eigenschaft  kommt  aber  nur  den  Kegelschnitten  au  und  die 
neue  Projection  CausHque  feeondaire  muss  daher  ein  solcher  sein. 

Die  Formeln,  welche  Quetelet  fUr  die  Rectification  und  Quadratur 
seiner  CautUques  seeondaires  angegeben  hat,  seichnen  sich  durch  grosse  Ein- 
fachheit und  durch  Tersehiedene  interessante  Besiehungen  an  den  entspre- 
chenden Ausdrucken  fUr  Kegelschnitte  aus. 

Die  Identitit  dieser  Curven  mit  den  Ovalen  des  Descartes,  auf  die 
auch  Sturm  hingewiesen  hatte,  weist  dann  Quote let  in  einer  spiteni 
Abhandlung  noch  besonden  nach. 

In  der  weitem  Entwicklung  der  Theorie  der  Brennlinien  Terdanken 
wir  namentlich  6  er  gönne  eine  Verallgemeinerung  und  Berichtigung  des 
Yon  Qnetelet  aufgestellten  Satzes:  Die  Brennlinien  für  irgend  eine  Curve 
und  für  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehn,  ist  die  Evolute  der  ein- 
hüllenden Curve  aller  Kreise,  deren  Mittelpunkt  auf  der  brechenden  (oder 
reHcctirenden)  Curve  liegt  und  ileicu  Radius  in  dem  constanten  Brechungs- 
vei  hcälinisbe  zu  der  Entfernung  de3  Mittelpunkts  zu  dem  leuchteuden  Puukte 
steht. 

Es  wurde  schon  oben  darauf  hingewiesen,  dass  der  Quetolet'sche 
Satz  keine  Anwendung  findet,  wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punk- 
tes als  unendlich  gross  uud  also  die  eiufaileDdeu  Ötrahlen  als  parallel  an* 
gescim  werden  müssen. 

Sarrus  gab  deshalb  für  diesen  Fall  folgenden  Satz  an,  den  er  aus 
der  Undulationstheorie  ableiten  wollte,  und  der  sich  als  vollkom> 
meu  richtig  erwiesen  hat: 

,,Uie  Caustik  für  irgend  eine  Curve  und  für  parallel  einfallende  Strah- 
len ist  die  Evolute  der  Enveloppe  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
gegebenen  Curve  liegen  and  deren  Jüadien  au  den  Entfernungen  der  Mittel- 
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punktfi  von  einer  boliobij;;  nngonomnienpii  zu  den  cinfallcudon  Strahlen 
senkroclitcn  Geradon  in  dnin  constanton  Brechnngsverhältnisso  stehen,  be- 
ziehiingKweiso  ihnen  gleich  sind  (ersteies  für  die  Brechaog,  letzteres  iür  die 
KetlexioD)." 

Es  liegt  nun  nahe,  den  Qaetelet^aehen  und  den  Sarrns'sehen  Sats 
so  SQ  eombiniren,  dass  man  ein  Resultat  gewinnt,  welches  sowohl  fBr  diver- 
gente,  als  fOr  parallele  Strahlen  gilt,  und  dies  gelang  Gergonne  dadnreh» 
dass  er  im  ersten  Falle  die  Radien  jener  Kreise,  um  deren  Enveloppe  es 
sieh  .handelt,  nicht  an  der  Entfemnng  der  Mittelpnnkte  von  dem  lenehten 
Punkte  selbst  in  dem  constanten  VerbJlltnisse  stehen  Iftsst,  sondern  vielmehr 
an  der  Entfernung  dieser  Mittelpunkte  Ton  einer  mit  beliebigem  Radius 
um  den  leuehtenden  Punkt  beschriebenen  Kreisperipherie.  Seist  man  dann 
den  Radius  dieses  festen  Kreises  aO,  so  hat  man  den  Qnete]et*sehen 
8 ata  för  convergente,  setat  man  ihn  s=oo,  so  hat  man  den  Sarr na* sehen 
Sats  für  parallele  Strahlen. 

Weiter  lag  nun  die  Vermutliung  nahe,  dass  vielleicht  dieCurve,  zu  der 
die  einfallenden  Strahlen  senkrecht  sein  sollen,  keine  Kreisperijtherie  zu 
sein  biaiichte,  sondern  möglicherwei.se  ganz  beliebig  an^onoininen  werden 
dürfe.  Diese  Verinnthnng  lag  nm  so  naher,  als  Malus  und  Dupin  schon 
früher,  wie  wir  oben  l)0.'.prochon  liaben,  nachgewiesen  hatten,  dass  die 
Strahlen,  w  elche  norin.il  zu  einer  und  derselben  Fläche  stehen,  diese  Eigen- 
schaft weder  durch  eine  Brechung,  noch  durch  eioo  KeÜexion  einbüssen 
können. 

Gergonne  untersuchte  die  Frage  analytisch  und  fand,  dass  sie  in  der 
That  zu  bejahen  sei,  so  dass  er  den  Sats  nun  so  aussprechen  konnte: 

„DieCaustik  für  irgend  eine  brechende  (oder  reflecti- 
rende)  ebene  Curve  und  für  Strahlen,  welche  normal  zu 
einer  beliebigen,  in  derselben  Ebene  gelegenen  Curve  sind, 
ist  die  Evolute  der  Enveloppe  aller  Kreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  breehenden  (reflectirenden)  Curve  liegen 
und  deren  Radien  zu  den  Entfernungen  der  Mittelpunkte 
von  jener  Curve,  auf  denen  die  einfallenden  Strahlen  senk- 
recht stehen,  in  dem  constanten  Brechnngsverkttltnisse  ste- 
hen, beziehungsweise  ihnen  gleich  sind"  (ersteres  ftir  Broch* 
nng,  letateres  ffir  Reflexion).  Analytisch  bewiesen  wurde  also  dieser  Sats 
von  Gergonne  selbst  (^imafey,  T.  XV,  p.  854  flg.)  und  musste  somit  ab 
richtig  gelten;  doch  blieb  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  noch  au  wün- 
schen flbrig. 

Auch  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  der  Ausdruck  etwas  eiut'achcr  wird, 
wenn  man  auf  der  brechoudcu  Curve  den  iMittclpuukt  zweier  concentrischer 
Kreise  sich  bewegeu  lässt,  deren  Ivadien  in  dem  bewusstcn  Verhält- 
nisse stehen.    Dann  wird  die  Enveloppe  des  neu  angenommenen  Kreises 
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offenbar  jene  Cunre  selbst,  zu  der  die  einfallenden  Strahlen  senkrecht 
stehen. 

In  einer  weiteren  Untersucbnnf]^  überträgt  Gcrgonno  sQinon  Sata  auf 
den  Kaum  und  bringt  damit  die  allgemeine  Theorie  der  canstiscben  Linien 
uud  Flächen  zu  der  Höhe,  die  sie  überhaupt  bis  jetzt  erreicht  hat.  Das  Re- 
sultat seiner  analytischen  UnteiBttchnngen  (Ann.  XVI,  p.  13)  heisst  nun, 
wenn  wir  sor  Vereinfachung,  wie  oben  iwei  eoncentrische  Kreise,  jetzt 
swei  eoncentrische  Kugeln  annehmen  und  uns  die  Beseicbnnng  „Stirface 
trqfeeioire  orthogonale^*  hier  beizubehalten  erlauben ,  sowie  auch  die  Theo- 
reroe  für  dieBreeboDg  and  dieBeflexion,  wie  oben,  in  eins  suMmmensiehen, 
folgendermassen : 

„Fallen  Strehlen,  welche  anf  einer  beliebigen  Fläche 
senkrecht  stehen,  auf  eine  breehende  (reflectirende)  Fläche, 
so  denke  man  sieh  anf  dieser  den  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt sweier  eonoentrisehen  Kngeln,  deren  Radien  in  dem 
oonitaiiten  BrechongSTerhftltnisse  stehen,  sieh  so  bewegen, 
dass  die  eine  Kugel  fortwährend  jene  sur^aeffra/eclotVe  orlAo- 
gonale  der  einfallenden  Strablen  berührt,  dann  ist  die  Enve- 
loppe  der  anderen  Kugeln  eine  ebensolche  surface  trojeeioire 
orthogoHote  fttr  die  gebroehenen  (refleetirCen)  Strahlen.** 

Wie  das  Theorem  speciell  ftlr  Reflexion,  und  fttr  parallele  und  fElr  eon 
▼ergente  Strahlen  sieh  gestaltet,  kann  man  mit  der  gr6ssten  Leiehtigkeit 
daraus  ableiten,  ebenso  die  entsprechenden  Sätse  fttr  die  Ebene  daraus 
bilden. 

Es  blieb  nur  noch  ein  einfacher  geometrischer  Beweis  dafür  su  wfln- 
sehen.  Ein  solcher  war  bereits  you  Dupin  {y,AppHeaU€n  degiomitrU^  Seite 
195)  für  den  speciellen  Fall  der  Reflexion  gegeben.  Ebenso  hatte  bald  dar- 
auf Timmermanns  einen  elementaren  Beweis  fttr  ebene  Gurren  gegeben 
•  (ehe  die  Sitae  anf  den  Raum  ausgedehnt  waren)  in  der  „durresp.  matk.  et 
physique^t  T.  i  p.  MS.  Diesen  konnte  Gor  gönne  dann  aiemlich  leicht  auf 
den  Ranm  ausdehnen  und  wir  lassen  hier  denselben,  wie  ihn  Gergonne 
giebt,  folgen  (Ann.  XVI,  307) : 

Nimmt  man  zwei  feste  krumme  Flächen  an  und  denkt  swei  eoneen- 
trisobe  Kugeln  sich  so  bewegend,  dass  eine  derselben  immer  die  eine,  die 
andere  die  andere  feste  Fläche  berührt  und  deren  Radien  ein  constantcs 
Verhältniss  haben,  so  wird  der  gemeinschaftliclic  Mittelpunkt  der  Kugeln 
dann  eine  gewisse  Fläche  beschreiben ,  deren  Beziehung  zu  den  festen  Flä- 
chen nachzuweisen  ist.  Denkt  man  sich  zunächst  die  beiden  letzteren  als 
zwei  sich  schneidende  Ebenen,  so  kann  man  durch  deren  Durchschnitt  und 
das  Centrum  der  Kugeln  in  einer  beliebigen  Lage  eine  dritte  Ebene  legen. 
Man  sieht  nun  leicht,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  andern  Punkte 
dieser  dritten  Ebene  Ferpendikel  anf  die  festen  Ebenen  fällt,  diese  sich 
ebenso  verhalten,  wie  die  Radien  der  Kugeln  in  der  ersten  Lage.  Daher 
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kann  jeder  Punkt  der  dritten  Ebene  als  Mittelpaukt  z\seier  Kugeln  be- 
trachtet werden,  die  jener  Bediii^un^  gcnüj;en,  d.  h.  der  Ort  dieser  Mittel- 
punkte ist  Cur  die  zwei  festen  Ebenen  eine  durch  ihren  Durchschnitt 
gebende  Eltene. 

Nimmt  man  nun  statt  der  festen  Ebenen  zwei  krunnne  Flachen  an  und 
ist  M  ein  l^unkt  der  Mittelpunktstiäche  der  concentriscben  Kugeln,  P  uud 
die  entsprechenden  Punkte  der  FlHchen  und  ,  in  denen  diese  Flä- 
chen von  den  ans  M  auf  8ie  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden,  dann 
denke  man  sieh  in  den  Punkten  P  und  P^  die  BerübrnngMebenen  an  di« 
reap.  Flächen  gezogen;  dann  wird  man,  statt  auf  der  Miitelpunkt^fläche  ma 
unendlich  nahen  Punkten  fortzugehen,  auf  der  cntsjirechenden  Berührungs- 
ebene fortgehen  können,  damit  die  von  diesen  Punkten  auf  die  Flüchen  F 
und  (beziehungsweise  deren  Bcrührungscbenen  /'  und  Z',)  gefällten  Per- 
pendikel in  dem  conatanten  Verhaltnisäe  der  Perpendikel if  Fund  i//*,  blei- 
ben. Also  gilt  auch  für  diese  Punkte  dasselbe ,  wie  oben,  nämlich  die  Per- 
peudikel  auf  die  FUcben  F  und  Fi  können  ab  einfallende  und  gebrochene 
Strahlen ,  die  au  jenen  Flftehen  senkrecht  sind ,  betrachtet  werden ;  damit  ist 
dann  also  der  Sats  bewiesen-,  dass ,  wenn  jene  MittelpunktsflUcbe  eine  bre- 
chende Oberflftcbe  darstellt,  die  Enveloppe  der  Kugeln  die  an  den  einfallen- 
den ,  beaiehnngsweise  den  gebrochenen  Strahlen  senkrechten  FUchen  sind. 

Es  bliebe  nun  noeb  fibrig,  die  physikalische  Bedeutung  der  hier  vor- 
kommenden  einhflllenden  FlAeben  an  untersuchen,  beatehungsweise  die 
Richtigkeit  des  obigen  Satzes  aus  einer  einfachen  physikaliscben  Betrach- 
tung abzuleiten. 

Die  FlSehe,  su  der  die  einfallenden  Strahlen  sKmmtlieb  senkrecht  sind» 
bestimmt  die  Form  der  Liebtwelle,  welche  durch  die  Strahlen,  die  gleich- 
seitig aus  jener  Flüche  ausfahren,  bestimmt  wird.  Denn  wenn  die  Fliehe 
gleichseitig  in  eilen  ihren  Punkten  su  leuchten  anfängt ,  so  bildet  sich  um 
jeden  dieser  Punkte  eine  kugelförmige  Elementarwelle,  und  aus  der  Inter- 
ferons dieser  Elemeatarwellen  entsteht,  wenn  sich  das  Licht  gleicbmibisig 
fortpflanzt,  f&r  jeden  bestimmten  Zeitpunkt  eine  bestimmte  WellenflXche^ 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  ihre  Punkte  von  jener  leuchtenden 
Fliehe  gleichweit  abstehen  \  dass  sie  also  Ton  derselben  Form ,  wie  diese 
ist,  und  dass  alle  Strahlen,  die  auf  der  leuchtenden  Flfiche  senkrecht  stehen, 
auch  auf  der  Wellenfläcbe  senkrecht  sind.  Es  kann  daher  zur  Bestimmnng 
der  Richtungen  der  einfallenden  Strahlen  statt  der  erstcren  Fläche  auch 
jede  beliebige  solche  Wcllenfläche  substituirt  werden,  also  auch  eine 
solche,  die  schon  so  weit  fortgeschritten  ist,  das.s  die  brechende  Fläche  da- 
von geschnitten  wird  und  die  also  i>ich  in  Wirklichkeit  bilden  würde,  wenn 
das  Licht  sich  auch  jenseits  der  brechenden  Fläche  mit  der  gleichen  Ge- 
schwindigkeit fortplianzte.  Die  so  gedachte  Welleutiiiche  kann  weiter  als 
die  einhüllende  Fläche  der  Kugeln  angesehen  weiden,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  brechenden  Fläche  liegen,  und  welche  die  Wellenfläche  selbst  be- 
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rubren.  Denn  Jeder  Pankt  der  brechenden  FlKcbe  würde  der  M ittelponkt 
neuer  kngelftfrmiger  Elementarwellen  sein,  deren  Badien  die  Entfemnng 
dieses  Punktes  Ton  dem  entsprechenden  Punkte  der  leuchtenden  Flache  an 
einer  constanten  Lfinge  ergfinsten  (nftmlieh  au  der  LSnge,  um  welche  jene 
Wellenfläcbe  tou  der  leuchtenden  Welle  absteht).  Pflanst  sich  aber  das 
Licht  Jenseits  der  brechenden  Flttche  mit  einer  andern  Geschwindigkeit 
fort,  als  diesseits,  dann  werden  die  Radien  jener  kugol  form  igen  Elementar- 
wellen nicht  mehr  die  frttheren  sein,  sondern  sich  an  diesen  Terhahen  wie 
die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  den  beiden  durch  die  brechende  Flüche 
getrennten  Medien.  Stett  jener  WellenflSche  entsteht  also  nun  eine  andere 
welche  die  einhüllende  Flflche  aller  Kugeln  ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
brechenden  Fliehe  liegen  und  deren  Badien  an  der  Entfernung  der  Mittel« 
punkte  Ton  jener  ersten  WellenflXche  in  dem  constanten  Verhiltnisse  der 
Geschwindigkeiten  des  Lichtes  in  dem  «weiten  und  in  dem  ersten  Medium 
stehen.  WKbrend  also  die  einfallenden  Strahlen  anf  der  ersten  Wellenfläche 
senkrecLt  stehen  würden,  stehen  die  gebrochenen  anf  der  zweiten  senk- 
recht, und  somit  wKre  der  erste  Satz  auf  seine  physikalische  Gninfllagc  zu- 
rückgeführt, wohei  nur  noch  zu  bemerken -ist,  dass  bekanntlich  statt  jenes 
Verhältnii^ses  der  Geschwindigkeiten  dasjenige,  welches  die  Sinus  des  ein- 
fallenden und  des  gebroclif  ncn  Strahles  bilden,  gesetzt  werden  kann,  wie 
bereits  lluyghens  bewiesen  hat. 

Diese  physikalische  Bedeutung  des  G ergo nne'schen  Satzes  scheint 
den  meisten  Bearbeitern  der  canstischcn  Theorie  entgangen  EU  sein,  da  sie 
sich  in  keiner  von  den  bedeutenderen  Arbeiten  findet. 

Die  Anwendung  des  Satses  auf  einaelne  Curven  ist  mitunter  von  gros- 
sem Vortheil,  da  sie  die  Untersuchung  der  caüstischen  Linien  und  Flächen 
auf  die  Betrachtung  einfacherer  Gurren  und  Flächen  surückfübrt.  Doch  ist  , 
meines  Wissens  von  dieser  Anwendung  auf  einaelne  Fälle  bis  jetzt  kein 
aui^gedehnter  Gebrauch  gemacht  worden;  es  sind  Tielmehr  ▼orangsweise 
dieselben  Caustiken  untersucht  worden,  die  schon  bekannt  waren,  und  ist 
daher  der  Vortheil,  den  Gergonne*s  Sata  bisher^ebracht  hat,  mehr  in 
der  Vereinfachung  der  Behandlungsweise,  als  in  Bereicherungen  der  Wis- 
senschaft dnreh  neue  Besultate  au  suchen. 

7j\\  den  einzohir'n  Fällen,  die  noch  woitrr  tinforsucht  worden  .«lud,  ge- 
hört nanu'ntlich  dtp  l)i,icaustik  dos  Kreises,  mit  der  sich  he.sonders  Vincent 
de  St.  Laurent  in»  17.  und  18.  Bande  der  G  er  j^onne'sclion  Annalen  be- 
schafti-^t  hat.  St.  Laurent  gelnni^'to  dabei  zu  einigen  interessanten  Be- 
ziehungen zwischen  Diacanstik  und  CatacaUhtik  des  Kreises  und  wies  in 
einzelnen  Fällen  die  Identität  beider  nach,  so  z.  B.  diejenige  einer  Caustik 
für  Strahlen,  die  von  einem  in  der  Peripherie  gelegenen  Punkte  ausgehen, 
und  einer  Catacaustik  für  einen  zweiton  Kreis,  dessen  Radius  zu  dem  des 
ersten  das  Brechungsverhältniss  bildet,  das  für  die  Diacaustik  gilt. 

Z«tlMbrirt  r.MaUivmftUk  n.  Phyaik.  XV,  S.  15 
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Ich  will  jedoch  hierbei  nicht  weiter  Terweilen,  dn  es  rieh  in  L  an« 
rent*s  Arbeit  nicht  nm  eine  weitere  Ausbildung  der  nUgemeinen  Theorie, 
sondern  nar  nm  Anwendungen  derselben  handelt  Die  allgemeine  Theorie 
selbst  aber  ist  mit  dem  Gergonne* sehen  Satse  ▼orlänfig  anm  Absehlnss 

gekommen  nnd  die  Geschichte  der  Entwickelung  derselben  hat  somit  eben« 
falls  mit  diesem  Satze  abzuscbliesseu. 
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XV.  Heber  die  mehx&olie  Diffnrentbition  untir  dem  Intogralseiolian. 

Beseiehnet  r  eine  willkürliche  Coostente,  ▼on  welcher  die  Grössen  a 
end  b  abhängen,  so  gilt  bekennttioh  onter  gewissen  Bedingungen  die  Formel: 
6  b 

a  a 

Eine  Erweitemng  derselben  für  den  Fall,  dess  mehrmals  nach  r  dlfferen- 
türt  werden  soll,  ▼ersuchte  O.  Werner  im  18.  Tbeile  des  Grnnert*sehen 
Arehivs  zu  geben  und  gelangte  dabei  in  dem  Besoltate : 

b 


h 


■f 


dHi  ""SPr-l 

dessen  Richtigkeit  seit  dem  Jahre  1852  nicht  bezweifelt  worden  ist  und 

welches  daher  in  mehrere  Werke  Eingang  gefanden  hat,  z.  B.  in  das  „Ex- 
pose  de  la  thcorie  des  integrales  dcfinics*^''  von  Dr.  Hiorens  de  Haan,  sowie  in 
des  Verfassers  ,,Compendium  der  höheren  Analysis".  Gleichwohl  ist  die 
verall^'onielncrtc  Formel  niirichfig  und  zwar  durch  Verwechselung  von  to- 
talen und  partiellen  Diflerentialquotionten  entstanden,  wie  zuerst  ilerr  P. 
H.  Schonte,  Oivilingenienr  inLeyden,  bemerkt  and  dem  Unteraeichneten 
brieflich  mitgetheiit  bat. 

Differensirt  man  nämlich  die  Gleichung  1),  so  erhält  man  leicht: 
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1 

\ 


\är'     är        dr'     dr  y 


dfix  r) 

Andererseits  ist  nach  Nr.  1) ,  wenn  mati  — «o  die  Stelle  von 

/(x,r)  treten  lässt: 

b  b 

drj        dr  "  '    dr*  dr     '  dr        dr  'dr* 

and  wenn  dieser  Werth  in  die  Torbergehende  Gleichung  subsUtnirt  wird, 
so  folgt: 


d 

m  o 


i'Pr(h,r)  ^d^fia^r)! 
"  1^      ür^  *"\/r«  ( 

_  J  fTX^iO  _  (  'f>:  ,  > .0.    g/(a,r)  i  da 

\     dr  dr     j  är'^  ^     dr  dr     \  dr 

Hierans  ergiebt  sieh  nnn  die  Wem  er 'sehe  Formel  doroh  Identifiei- 
rung  von 

"Ml^  „U  '-Cy)-  und  l^i^  mi, 

dr  dr  dr  ^  er 

diese  Vertanscbong  ist  aber  nicht  erlanbt,  weil  im  ersten  Ansdroeke  6,  resp« 
a  als  abhiogig  von  r  angesehen  wird,  während  der  jedesmalige  swelte  Ana- 
diQck  dadurch  entstanden  ist,  dass  snnächst  ^(«t**)  partiell  nach  r  differen« 
tiirt  und  dann  erst  6,  resp«  ft  far  «  gesetst  wurde.  Die  Werner*  sehe  For- 
mel *bedarf  hiernach  einer  Correction,  welche  für  nss2  folgendermassen 
geschrieben  werden  kann: 


db     \dr/         da  \drj' 


PUr  die  höheren  Differentialquotienten  werden  die  Formeln  zu  compIi> 
cirt,  aU  Uabs  ihre  vollütäadige  Entwickelaog  von  Interesse  sein  könnte. 

SOHLÖMILOH. 
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ZVl  B«ne]uiiiiig  d«r  h jperbolilohai  dnnkleii  Büiehel  in  iwdazigiii 

byttallen. 

(Hierza  Taf.  III,  Fig.  14.) 

Was  das  schwarze  Kreuz  beim  Ringsystem  des  Knlkspatbs,  sind  die 
byperboliscben  Büschel  bei  den  Lemniscaten  der  «weiaxigen  Krystnlle;  die 
farbigen  Curven  sind  Linien  gleicher  rhasendifTcrenz  der  beiden  interferi* 
renden  Strahlen,  die  schwarzen  Büschel  sind  die  Oerter  derjenigen  inter* 
ferirenden  Strahlen,  deren  (nahezu)  senkrechte  Azimute  mit  denjenigen  der 
gekreosten  Turmeline  Ensammcn fallen.  Ich  verdanke  J.  M  U 1 1  e  r '  a  Anfaati 
in  Poggendorff^s  Annalen  Band 44,  vom  Jahre  ISaS,  die  gewflnschte  Ein-  * 
sieht  in  die  Theorie  jener  Bflachel  nnd  glanbe,  daaa  es  nach  nnnmebr38 
Jahren  an  der  Zeit  sein  dürfte,  sur  weiteren  Verbreitung  mit  Hilfe  der  seit- 
her  in  Anwendung  gekommenen  Galcnlationsweise  einen  Beitrag  wie  folgen- 
der Art  an  leisten.*  Znr  Erleiehtemng  des  Vergleiches  werde  ich  die  Be- 
seiohnnng  möglichst  beihehalten  nnd  Notisen  dieses  Betreffes  einstreuen; 
andererseits  aber  soll  die  folgende  Abhandlung  auch  gans  selbststftndig  da- 
stehen mit  den  möglichst  wenigen  Voraussetsungen. 

§1. 

Es  durchlaufe  den  Erystall  der  Welleusug 

1)  Aa+Bif-^-Ct^O; 

diese  Ebene  betrachten  wir  seit  Fresnel  als  Schnitt  der  Elasticitfttsfläche 

2)  »»  «  «•  cos«  Jr  +  6«  cos»  r  +  <!»  cos«Z, 

wo  p  die  Fortpflansungsgesehwindigkeit  der  Planwelle  und  XFZ  die  Win- 
kel der  Vibrationsrichtung  in  der  Planwelle  mit  den  Elasticitfitsaxen  abe 
bedeuten;  also 

8)  AeotX+BcosF+CcosZsBO 
und 

Die  beiden  der  Planwelle  l)  zugehörigen  Vibrationsrichtungen  cohieidiren 
mit  dem  grössten  und  kleinsten  Fahrstrahl  des  Schnittes  der  ElaftieitXts* 
fläche,  welche  wie  bei  einer  Ellipse  auf  einander  senkrecht  stehen  und  ge- 
funden werden  ans 
5)      0 as 0^ cotZ .  äeoiX+  b*cos  V,äeo$ ^eosZ,  dcotZ, 


*  So  enthält  z.  B.  das  in  genannten  Dingen  roiclilmlt'gcre  Lohrhnch  ron 
Jamin  über  die  KrvstJille  mit  zwei  Axen  nnr  elf  Zoilon  Text  mit  zwei  Fifruren; 
M  0US8  on's  Physik  bchariflclt  die  zwciaxljj^en  Krystnlle  schon  (jloiclimjlssig  wie  die 
einaxig^eii ,  nbtr  beide  dem  Piano  und  Umfunge  des  Werlics  entsprechend  kürier,  als 
letatere  bei  J  am  in  behandelt  sind,  und  13  e  er's  „Einleitung  in  die  höhere  Optik'* 
find  Stadienexcerpte,  welehs  &bar  aueni  Oegsastaad  Niobts  enthalten. 
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Zur  l^llinination  derDilFerentiaic  liitVerentiirt  mau  auch  3)  uud  4)  und  erhält 
als  liosultat  dio  Gleichung 

6)  A  (//  —  r')  ro.v  J  'cus  Z  +  /?  (c»  —  a')  cos  Zcos  X  +  C —  //)  ro Xcos  K = 0 , 
wolclio.  im  Vereine  mit  X)  und  4)  zur  Bestimmung  der  beideu  ausgezeichnet 
teu  Richtungen  in  der  Ebene  dienen  würde. 

Allein  wir  brauchen  nur  dio  Ebenen  der  Vibrationsrichtunfren  mit  der 
Wellennormale  oder  vielmehr  nur  die  öchoittliuiea  dieser  zwei  Ebenen  mit 
der  Kryhtnlillriclio. 

Diese  letztere  ist  bekanntlich  senkrecht  zur  Mittellinie  mit  den  beiden 
optischen  Axen  ge>chlitVen;  Mittellinie  hei.sst  ilic  lIalbi^nnu'^linie  des  spitzen 
Winkels  tloj.selben;  j>ie  fällt  mit  der  kleiuNten  o.lcr  ^'lö.s.sten  l^lasticitiitsaxe 
zusammen;  im  Salj)eter,  worauf  weiter  unten  Auwemlun^en  gemacht  wor- 
den, ist  das  I>(>t/tere  der  Fall}  also  wenn  man  a^b^c  nimmt,  ist  die 
Gleichung  der  KrystallHacbe 

7)  z  —  O. 

Die  eine  der  beiden  jüngsterwähnten  Schnittlinien  hat  also  die  Gleich- 
ung  von  der  Form 

h)  '  y=zfanw.x 

uud  der  Winke]  w  kann  das  Vibrationsaziniut  genannt  werden,  gezählt  von 
der  Abscissenaxe  weg,  die  wir  mit  derLinie  der  Endigangspankte  der  opti- 
schen Axen  in  der  KrystallH^lcbe  lUflammenfallen  lassen. 

Um  die  beiden  w  als  Functionen  von  ^,  Ii  ^  C  zu  erhalten,  denke  man 
▼orfibergehend  an  diejenige  Gerade  mit  den  Richtungscosinnseen  m,  n,  />, 
welche  auf  der  Wellennormale  lu  l),  auf  der  Vibrationsrichtang  cosX,  eos 
cos  Z  nnd  auf  der  Geraden  8)  senkrecht  steht,  so  hat  man 

mcosJL'^ncoa¥'\'pcosZs=sQ, 

woraus  entsteht 

9)  C.  ianw  .eos  X'-C.coiy -^(ß-^  Alan  w)  .  ro*Zs=sO. 

Dm  noch  cosX,  cos  cosZ  su  «liminiren,  bilden  wir  aus  3)  nnd  9)  die 
Proportionen 

cosXieosYieosZ 

nnd  anbatitoiren  in  6),  worauf  die  Torlangte  Gteichnng  entsteht: 

10)  J  B  (c*-a*)  tan*w  -|-      (c«— ««)  —     («»—6»)  -        o«)]  Um  m 

-i#^(c»-6»)s=0. 

Znsats  K   FOr  a=6,  wie  in  den  einaiigen  Kryatallen,  hStte  diese 

Gleichnng  die  Wurzeln  lanw  und  ! — ,  d.  h.  die  beideu  Vibra- 

tan  w 

tionsazimnte  stehen  senkreobt  anf.einander.  Im  Salpeter  sind  die 
Brechnngsexponenten 
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ls=  1.5068,     -|-=l,504ü,  —=1,3330, 
a  0  c 

worant  mau  sieHt,  inwieweit  die«  nocli  «]«  AnnMberong  behraptet 
werden  darf. 

Zusatz  2.    lioiin  Zusammenhalte  mit  Glfichung  12)  a.  n.  O.  dürfte  luaa 
nur  das  Vibratioosazimut  w  von  der  Axe  der  y  aus  zählen. 

§a. 

Statt  der  bisherigen  Orientirong.^  BC  innerhalb  des  Krystalle  bedarf 
man  nun  des  in  der  Lad  ssm  Aage  gelangenden  Liohtstrables.  Da  nor 
steil  austretende  Strahlen  anr  Öeobaehtung  gelangen ,  so  darf  als  AnnKhe- 
rung  der  Einflnss  von  e  in  8)  bei  Seite  gesetat  nnd  entsprechend  dem  im 
Znsatze  I)  vorbin  Gesagten  die  ordinäre  Brechnng  augeoommen  werden: 

in 

wobei 
nnd 

12)  Jsstmip',eosut    B  =  Minq/  »t^a, 

wenn  a  das  Azimntder  Ebene  des  Strahles  nnd  Einfallslothes  ist,  geaftblt 
▼on  der  Axe  der  x  an  der  Aze  der  y  (wie  das  Vibrationsasimot  iv). 
Snbstitnirt  man  die  ans  11)  nnd  12)  sich  ergebenden 
A^biinip,co$a^    B^b  tintp  .sinu 
in  die  Gleichung  lO)  nnd  löst  nach  söi^  auf,  so  kommt 
18)  A^«la*9 

•  (fe*— q*)liiwar  

0«)  teiiw—[(c"— 6»)— (c«—a«)ten*  w\  sinaeoi«-^  {2e'^if'^b^)tanwsm*a* 
d.h.  alle  Strahlen  von  bestimmtem  Vibratlonsasimnte  w  [mit  welchen  Strah- 
len des  dasn  nahe  senkrechten  Vibrationsasimntes  nach  10)  Termöge  des 
Analysators  snr  Interferens  kommen]  erseheinen  dem  Ange  nnter  den  ver- 
möge  15)  zusammengehörigen  Sehwinkeln  9»  und  Aaimnten  o. 
Die  Kleinheit  des  Winkels  ^  seigt  der  Zähler  und  Znsats  1. 
Jtn  9  nnd  a  sind  Badius  Tector  (dentliehe  Sehweite  esl)  und  Winkel 
des  Polarcoordinatensystems,  und  Gleichung  13)  giebt  sich  als  diejenige 
einer  Hyperbel  an  erkennen,  zumal  wenn  wir  das  mit  dem  Factor  sina  eosa 
behaftete  Glied  des  Nenners  entfernen  durch  die  Transformation 

nämlich  g  als  Winkel  der  reellen  Aze  der  fraglichen  Hyperbel  mit  unserer 

or- Axe  bestitnuien  durch 

14)  ' B  .  cos2Q'\r  S  .fanw  ,8in2(f  =  0, 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

15)  Jt  =  (a*  —  h')  -  (c*  -  a')  (an^  w ,  6  =  2  c*—a^-  b\ 
Die  Gleichung  der  Hyperbel  wird  hiermit 
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16)  ^  ''f'"' 

(6*  —  n*)  /fln  w   

~  I  [(6*—«*)  lanw  4-  S. /«« .  W  C0S2^R .  sin  2^]^{S.lati  w.cos  2«)-7?.5m2o)  sin*  v 
in  den  Polarcoordinaten  sm  9  and  p.  Die  Eliminaüou  von  ^  kaua  übergan- 
gen werden. 

ZvLUXz  3.  Wenn  das  Glied  \  {h'  —  «*)  to"  w  im  Nenner  fehlen  würde,  wiire 
die  Hyperbel  eine  gleicliaeitige.  Zar  Uebersicht  desaen  diene: 

nnd  wenn  h^ag 

1  —  2  sin*  V  * 
olto  wftre  die  Ualbaxe  der  gleichseitigen  Hyperkel 

*     b'r    S  .tanw  .C082Q'^Esin2Q  ' 
Der  Zosats  1  leigt,  in  wie  weit  die  Hyperbeln  16)  gleiehaeitige  genannt  wer- 
dfirfen. 

§3. 

Statt  der  nnterlassenen  Elimination  von  q  bietet  diejenige  von  R  mit 
telat  14)  in  16)  den  Vortheil,  dass  tan  w  gänzlich  ao«  der  Hyperbelgleiehnng 
yerschwindet  nnd  diese  aieh  noch  reducirt  anf 

. ,  .  ,  ib^—(^eo8  2q  

oder  nach,  15)  benntsend»  anf 

2  (6»  —  g8)  cos  2q 

17)  ^b-sin  9  - ^^2  _ ^aj  cos 2 ^  +  (2c* -  o« - 6«)  COSti 

Dies  ist  die  Oleichnng  derjenigen  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  mit  der  «»Aze 
den  bestimmten  Winkel  9  bildet. 

Setat  man  aber  v  bO  nnd  betrachtet  q  nebst  y  all  Tariabel,  so  hat  man 
den  geometrischen  Ort  . der  Scheitel  aller  Hyperbeln  vor  sich 

18)  ib'si^v^  (,d'-<f-V^  +  (V-^eo,tf 
oder  knnsweg  die  Scbeitelcorve. 

Dicselbo  hat  die  Form  eines  Achters,  dessen  Verschlinguugspunkt 
(0  =  45°)  im  Ursprung  und  dessen  beide  Scheitel  in  der  Axe  der  x  liegen  j 
für  diese  ist  o  =  0  und 

19)  =?ir^»- 

Ifit  Benutzung  von  Ii)  erkennt  man,  data  diese  beiden  ScBeitel  der  Schei- 
telcurve  gerade  die  Eadigungapnnkte  der  beiden  optischen  Axen  sind. 
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Diese  Fankte  aind  noeh  weiter  anegesetchnet  dadnrcli,  daas  tümmtltehe  Hj- 
p«rbelii  n)je  eioen  derselben  enthalten,  wie  man  dort  ans  der  Sabstitotion 
v  =  9  erkennt.    [Von  dieser  erscbeint  ««0  and  ^saO  in  18)  uud  10)  als 

ipecieller  Fall.] 

Zusatz  1.  DArum  ninp  os  «rut  soin,  sich  der  Dcdontung  dor  optisclipn  Axo 
zu  eiiiinorn.  Vergleichend  den  Zusatz  l)  nennt  man  6-,  die 
drei  Elasticitäten  des  Krystalls,  und  die  Fresnersclro  Elastici- 
täisfläclio  2)  ist  der  Ausdruck  des  Satses,  dass  die  Fortpflanzungs* 
geschwiadigkeit  der  Qoadratwarzel  ans  der  Elasticität  proportio- 
nal sei.  Trigt  man  auf  der  fraglichen  Vibrationsriehtang  die 
Or08se  der  betreffenden  Fortpflansungsgeschwindigkeitanf,  so  be- 
kommt man  die  Pankte  der  Elasticit&tsflSche/  Um  diese  in  recht- 
winkligen Coordlnaten  au  erhalten ,  setzt  man 

veosXssx^  9cosV~y^  veasZ^t 

*and  findet 

a^x^  +  6«/y-  +  c«»«  =    =  (a?»  4-  f/«  -f  \ 

Eine  Schnittebene  wie  l)  liefert  durch  Elimination  von  X 

+  (*»  +  ••  +  ^»'—'*- 

Verglichen  mit  dem  Schnitte  der  Kugel    =  mittelst  derseibeu 

£beoe 

findet  man 

denn 

C=0,  »««c« 

ist  nomOglich,  da  die  Elasticitfttsfläche  keinen  Kreisschnitt  haben  kann, 
dessen  Radius  gleich  der  grössten  ElasticttXtsaze  e  ist. 

Die  dritte  Gleiehnng  zur  Bestimmung  der  speciellen  Richtan  gscosi- 
Bosse  ^,  Dy  Cf  welche  den  zwei  Kreisschuitten  eatüprechüu,  ist 

aud  so  üodet  mau 

r*  —  6* 

C^sB  ^— ^  =<:o*v' [«-II)] 

Tind  auch  anf  diesem  Wege  die  Qleichang  19).  Die  Normalen  der  swei 
Kreisschnitte  sind  aber  bekanntlich  die  optische  Axe.  ' 

§4. 

Bereohnaag  der  SeheitelcarTe  beim  Salpeter  aod  Ooastroetion  einiger 
flyperbeln: 
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Die  im  Zusätze  1)  schon  angegebenen  Zahlen  hahe  ich  dam  Annuaire  du 
Bureau  des  Longüudes  entnommen*;  ist  0,000ö5  der  grösätmögliobe Fehler  in 
diesen  Angaben,  so  ergeben  sich  die  Elasticitätcn  (Zusatz  4} 

C*=0,56280,    6*=:0,44173,  a*B=0,44l37 
mit  den  Fehlern        0,00005  ,  0,00004  ,  0,00004. 

Also  **—a-  =  0,00036  mit  dem  möglichen  Fehler  0,00^)08. 

Angesichte  dieser  Unsicherheit  reducirt  sich  die  Gleichung  18)  auf 

woYon  eine  fluchtige  Berechnung  ergab 


9 

sin  <p 

Fehler 

Fehler 

^  Meter  1 
iiiHlA't'ng}  n 

(fi 

0,062 

0,000 

80' 

20)MilUm. 

15« 

0,070 

0,008 

30' 

19  „ 

9(f 

0,058 

0,007 

a?»20' 

20' 

450 

0 

0 

Die  Figur  III  der  Tafel  4  enthält  diese  Punkte  der  durchaus  punk- 
tirtcn   Scheitelcurvcu  nebst  den  zugehorij^on  Uyperbcln  ,  welche  couse- 
quentcr  Weise  ^gleichseitig  angenommen  werden  dürfen  (Zusatz  3)  und  so- 
mit durch  ilir  Cooidinaten  der  Scheitelcurve  vollständig  gegeben  sind. 
Zusatz  5.  Die  Berechnung  des  Asymptotenwiukels  2  t'  irgend  einer  Hyper- 
bel 17)  aus  der  Annahme  (p  =  0(i^  würde  auch  auf  die  nahe  erfüllte 
Gleichseitigkeit  der  Hyperbeln  führen ,  indem  im  ungünstigsten 
Falle,  nämlich  für  cos2q  =  1  sich  2t>  =  89"40'  (Fehler  3')  ergäbe. 
Indessen  verstösst  diese  Discussion  gegen  die  Eingangs  §  2  ge- 
machte Einschränkung. 
Zusatz  0.   A.  a.  O.  sind  den  numerischen  Kechnungen  die  Werthe  au 
Grunde  gelegt 

=  0,43626  ,    62  =  0,56081,    0*  =  0,56109, 
welche  einen  positiven  Krystall  bilden,  während  unser  Salpeter 
negativ  ist  (die  mittlere  Eiasticität  nahe  der  kleinsten  bat). 

§5. 

Zum  Verstlndnisse  der  Beobachtungen  der  dunkeln  Büschel  kann  man 
auf  die  mehr  ursprttiiglicbe  Gleichung  13)  recurriren.  Wir  beseicbnen  die 
in  unserer  Figur  geseicbneten  Hyperbeln  in  der  umgekehrten  Beihenfolge 
SU  derjenigen,  nach  welcher  sie  in  der  Zablentafel  des  {  4  enthalten  sind, 
mit  I,  II,  III,  IV.;  dem  entsprechend  die  beiden  Ooordinatenazen  mit),  ab 


*  Gemestien  von  Miller.    Auch  in  Üeer*8  Einleitung  etc.  bu  finden. 
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die  dem  Scheitelpnokt  0  zugehörigen  Hyperbeln.  Tolarisator  und  Analy- 
sator werden  in  eosttanter  reehtwiokliger  Stellung  g^g^n  die  Krystall- 
platte  (oder  diese  gegen  jene)  sneeessive  gedreht;  ^  mag  der  Winkel  des 
Tnrmalinkrenzes  mit  der  Abscissenaze  heissen: 

j^s  0^ :  die  Hyperbeln  I  sind  schwarz,  die  nachbarlichen  II  begreosen  das 

dunkle  Gebiet,  bei  III  und  IV  ist  Helligkeit; 
/}bs  15" :  ebenso  II  sehwan«  I  dankel  and  bei  III  Uebergang  sor  HeUigkalt 

in  IV; 

ß  =  90P:  ebenso  III  schwarz,  II  und  IV  Uebeigang  zur  Helligkeit  in  I; 
ßsst4S^i  ebenso  IV  sebwars,  III  der  Uebergang  snm  bellen  Oebiete  II  ond  I. 
Die  erste  nnd  vierte  Erscheinung  werden  am  hiofigstan  abgebUdet|  die 
eine  ist  das  sehwarse  Krens  der  sweiazigen  Krystalle,  mit  dicken  Balken 
r  nnd  dünnerem  JT,  welch  letsterer  noch  an  den  awei  ansgeseichneten 
Punkten  susammengeschnflrt  iat|  diese  Zusammensehnttraog  oder  der  bfl- 
sehellSrmige  Verlauf  Ton  diesen  Punkte  aus  gilt  fBr  alle  Ftile,  da  in  diesen 
Punkten  alle  Hyperbeln,  die  schwanen  und  die  bellen  sieh  sehneiden;  die 
▼ierte  Erscheinung  seigt  die  awei  schwarzen  Hyperbeln  im  Aiimute  45^. 
Zasats  7.  Die  fdkt  den  Salpeter,  wo  M  wenig  von  aP  Tersehieden  ist,  so 
nahe  erfüllte  Beehtwinkliehkeit  der  Vibrationsasimnte  erhellt  auch 
ebenso  aus  der  Gleichung  14)  unter  Benutanng  tou  15) ,  wie  sie 
oben  im  Znsatae  1  gefolgert  wurde. 

A  u  g  s  b  u  r  g ,  am  S8.  Januar  1870. 

Prof.  Dr.  A.  Kuna. 


XVIL  Jotii  über  dift  Beotifloation  yoa  Corvtn. 

Durch  die  Gleichung  psszq)  (.r)  sei  eine  Gurve  bestimmt,  deren  Rec^ 
tification  au  einer  Gleichung  von  der  Form  tsa^  (x)  führt;  die  Gleichung 

y,  =  m  .  <p  (a  )  -f  y  |tt'  -  1  .  t/;  (x) 
liefert  dann  gleichfalls  eine  rectiticabcle  Curvc,  und  zwar  ist 

oder 

Dem  Kreise  ys^ö*^«*  entspricht  hiernach  für  1^^"/^  die  trans- 
cendente  Corre 

•  y^s^y 2  (a*'-x*)-^a.  aresin , 

SCBLÖMILGH. 
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XynL  Ueber  die  Anziehung  eines  EllipBoidet  anf  einen  äusseren  Funkt. 

Die  Aowendang  des  Ivory^schen  Satzes  erfordert  bekanntlich  die 
Beetimmung  der  reellen  positiven  Wnrsel  der  cabisehen  Gleiebong 

ae*  •    ,  1     ^  _ 

a«+i#"''ft»4.|f  *^c«  +  ii 
worin  a,  e  die  Halbaxen  des  aniiefaenden  Ellipsoides,  x,y,z  die  Coor- 
dinaten  des  angesogenen  Punktes  bedenten,  nnd  ti  die  sn  bestimmende  Un- 
bekannte ist.  Fttr  den  Fall ,  dass  a^b^e  wenig  von  einander  Terscbieden 
sind,  IXsst  sieb  die  obige  Gleicbnng  nXberongsweisse  anflSseni  und  swar  ist 
bis  anf  Grössen  aweiter  Ordnung 

u  =  r-  . 

r«  =  ««  +  y«+t«. 

Bezeichnet  k  die  Ansiebung  der  Masse  1  anf  die  Masse  1  in  der  Entfernung 
1,  so  erhält  man  fttr  die  Componenten  der  Ansiehung  des  Ellipsoides  anf 
einen  llusseren  Punkt  die  Warthe 

Z  lc»l[l+-.  j^, 

wobei  M  die  Masse  des  Ellipsoides  bedeutet. 

SCHLÖXILCR. 
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Die  Bereehnimg  des  ehristlidieii  Osterfeites. 

Von 

Dr.  Hermann  Kink£lik« 

ProfeMor  an  der  UniTwtiUlt  m  Basel. 


Die  Bestimmung  des  Osterfestes,  das  einerseits  von  der  Vertheilnng 
der  Wochentage  iro  Jahre,  andererseits  von  tloin  Wechsel  des  Mondes  ab- 
hängt, hat  von  jolier  den  Chronologen  zu  schaffen  gemacht.  In  früherer 
Zeit  gf^brauclitc  man  bei  der  Lüfiung  der  Aufgabe  eine  Reihe  von  Ililfs- 
grössen,  den  Sonneuzirkel,  den  Öonntagsbuclistaben,  die  goldene  Zahl  und 
die  Epa^en  samrat  melircron  dazu  geliörigen  Tafeln.  Seit  jedoch  Gauss 
in  v.  Zach 's  monatlicher  Correspondcnz ,  ISOO  (Bd.  II,  S.  121),  eine  einzige 
bnndliche  Formel  dafür  angegeben  hat,  nimmt  mau  von  ihnen  Umgang. 
Gauss  selbst  gab  keinen  directen  Beweis  seiner  F'ormel,  sondern  deutete 
ihn  nur  an  mit  dem  Beifügen,  dass  derselbe  auf  Gründen  der  höheren 
Arithmetik  beruhe,  in  Rücksicht  auf  welche  er  sich  noch  auf  keine  Schrift 
beziehen  könne.  Die  Disquisiliones  nrithmclicac  waren  damals  noch  nicht 
erschienen.  Im . Iah vo  1816  berichtigte  er  in  Lindenau'  und  Bohnenber- 
ger's  Zeitschrift  für  Astronomie  (Bd.  I,  S.  158)  einen  der  gegebenen 
Ausdrücke,  indem  er  bei  der  ersten  Publication  den  Umstand  unbeachtet 
gelassen  hatte,  dass  die  im  Jahre  1200  anzubringende  Mondgleichung  auf 
das  Jahr  4300  verschoben  wird.  Aehnliche,  wenn  auch  nicht  so  einfache 
and  präcise  Formeln  entwickelte  Delambre  in  der  „Connaissance  des 
Umps^^  (1817»  S.  307),  und  wiederholte  sie  in  der  ,^Hisloire  de  Vastronomie  nio- 
£?mic"  (Bd.  I,  S.  10),  ohne  indess  den  Nachweis  zu  leisten,  dass  sie  mit  den 
Gauss 'sehen  gleichbedeotend  sind.  Ebenso  theilten  Tittel  in  Methodas 
iBchnica  brevis,  perfacilis  ac  perpetuaconstruendi  Calendarium  ecchsiasticum^  Göt- 
tingen 1816,  und  Piper  in  Crelle's  Journal  für  Mathematik,  1841  (Band 
XXII,  8. 1J7),  den  nämlicben  Gtogenatand  betreffende  Formeln  mit,  jedocb 
MlMhrin  r.  IhikMMlIli     Phf tik  XV,  4.  10 
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ohne  Nachweis  ihrer  Richtigkeit.  Die  Gauss* sehen  Formeln  wurden  in- 
erst  bewiesen  von  Ciccolini  in  Formole  anaUHche  ptH  eateoto  pasquale, 
Borna  1817,  welche  Schrift  mir  leiiler  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist.  Nach 
dem,  was  Delambre  in  der  Ilisloirc  de  Vaslrmotnic  moderne  (Bd.  1,  S. 46) 
davon  mittheilt,  scheint  sie  etwas  weitliiniij;  zu  sein.  Auch  Cisa  de 
Gresy  bewies  dieselben  in  den  A/rmorie  dclla  rralc  nrradrmia  di  Torino, 
1818  (Bd.  XIV,  S.  77),  gieVtt  aber  für  die  von  Gauss  so  einfach  berichtig- 
ten Epacte  einen  Husserst  schwerfälligen  Ausdruck.  Er  sowohl,  als  Cic- 
colini scheint  diese  Berichtigung  nicht  gekannt  zu  haben.  Das  Nandiche 
gilt  von  R.  Martin  (Compies  rendus^  185S,  Bd.  XLI,  8. 706)  and  A.  Ledie« 
(t6iVf.  8.707).  Ein  das  Ganse  umfassender  einfacher  Beweis  der  Gauss- 
Bchen  Formeln  fehlt  meines  Wissens  noch  und  soll  im  Folgenden  gegehen 
werden. 

Die  laut  der  Berichte  sweier  BischiSfe  und  eines  Rundschreihens 
Con8tantin*s  rem  Coneil  su  Hlcla  925  angenommene  Satzung  geht  da- 
hin, dass  der  erste  Ostertag  auf  den  Sonntag  falle,  der  dem  Ostervollinond 

zunUchiJt  folgt.  Unter  dem  O.stervollinond  ist  der  Vollmond  zu  verstehen, 
der,  nach  bc^tiiiimtcn  Regeln  berechnet,  entweder  am  21.  März,  auf  den  im 
Jahre  des  Concils  die  Frülilingsnachtgleicho  {iel ,  od(M-  zunächst  nach  dem- 
selben eintritt.  Sonach  handelt  08  sich  darum,  1.  die  Sonntage  im  Marz, 
2.  dou  Ostervollmond  und  3.  den  Ostertag  selbst  für  ein  gegebenes  Jahr  zu 
bestimmen.  Da  der  julianische  Kalender  in  einigen  wesentlichen  Punkten 
▼on  dorn  gregorianischen  abweicht,  so  muss  die  Kechnnng  fär  jeden  Kaien* 
der  besonders  geführt  werden. 

Ueher  die  angewandten  Besiehnngen  schicke  ich  Toraus,  dass 

den  Kest  bedeutet,  der  bei  der  Division  von  A  durch  B  übrig  bleibt 

und  also  die  Werthe  0,  1 ,  2B^  3 . . .  «^1  haben  kann ,  hingegen 

1^}   die  bei  dieser  Division  als  Quotient  herauskommende  ganze  ZahL 

L  Bto  KftmoiuLtafs. 

365  Tage  =  52  Woclion  -|-  1  Tag  goben  ein  gemeines  und  3(U5  Tage  = 
52  Wochen  -f"  2  Tage  ein  Schaltjahr.  Der  1.  Januar  rückt  daher  nach  Ver- 
finss  eines  gemeinen  Jahres  um  eine  und  nach  einem  Schalljahre  um  awei 
Stellen  in  der  Woche  vorwärts.  Umgekehrt  rücken  die  Januarsonntage  um 
efne  oder  zwei  Einheiten  im  Datum  rückwärts.  Je  nachdem  das  yorher- 
gehende  Jahr  ein  gemeines  oder  ein  Schaltjahr  war.  Nun  fiel  im  Jahre  • 
des  juliaBiiohen  Xalendm,  einem  Schaltjahre,  der  erste  Sonntag  auf  den 
4.  Januar,  folglich  die  Sonntage  vom  25.  Februar  an,  welcher  der  Sehalttag 
ist,  auf  den  7. ,  14. ,  21. ,  28. . . . ,  oder  allgemein  auf  den  7«***  Kira ,  unter  m 
irgend  eine  ganse  Zahl  Terstanden.  Die  drei  niehsteti  Jahre  sind  gemeine, 
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iBre  Botintage  rfleken  im  Datum  am  je  eine  Einheit  rttokwirti  nnd  fallen 
also  besttglicb  anf  den  7«— 1 ,  7«— S,  7tf Min.  Im  Jahre  4,  welehee 
wieder  ein  Sehaltjahr  iit,  wird  ^aa  Datnm  der  Bonntage  vom  S5.  FeVnar  an 
nm  swei  Einheiten  kleiner  nnd  In  den  drei  folgouden  gemeinen  Jahren  um 
je  ^e  Einheit,  aUo  bezaglicb  gleich  dem  7»— 5,  7«— 6,  7ii— 7,  7tf— 8^" 
MXrs  n.  b.  f.  Man  bemerkt  leicht,  dasa  aleh  das  Datnm  der  geaannton 
Sonntage  durch  den  allgemeinen  Anadmck 

'"-['■+(f)J''*" 

ergiebt,  wo  /  dieJahrzahl  bedeutet  und  {/so  zu  wählen  ist,  das.«?  5>  positiv  wird. 

Man  kann  diesen  Ausdrucki  den  Piper  a*  a.  O.  verwendet  hat,  durch 
Einführung  der  Grösaen 

•>  "=(0 

verwandeln.  Dadurch  nämlich  erhält  i  die  Formen 
woraus 

X   %y  . 

Da  das  letzte  Glied  eine  ganze  Zahl  t  sein  muss,  so  erhält  man  der 
Beihe  nach: 

yss4z  —  h  -\-  c, 

is=28«  —  7/;4-8c  =  28«  — 86  +  8C  +  6, 


(.-),-'- 


26  +  2(7, 


folglich,  wenn  man —10c  in  4c— 14c  verwandeH  und  sJlmmtliche  durch  7 
theilbaren  Glieder  in  ein  Glied  Tv  vereinigt, 

5^26  +  4c  +  7»Milra, 
nnter  r  wiedor  eine  ganse  Zahl  verstanden. 

Die  Einfuhrung  des  giegorianischen  Kalenden  nahm  hieran  folgende 
Aenderungen  vor.  Zunichst  wurden  im  Jahre  1582  10  Tage  =  1  Woche 
+  8  Tage  dadurch  weggelassen,  dass  man  nach  dem  4.  October  sofort  den 
Ifi.  aäblte,  um  die  Frahlingsnachtgleiohe,  welche  Inswischen  auf  den 
II.  Mftrs  snrttckge wichen  war,  wieder  anf  den  21.  au  bringen.  Infolge  des* 
aen  rfickten  die  Sonntage  des  gregorianischen  Jahres  um  drei  Einheiten  im 
Datnm  ror,  da  man  in  der  Folge  der  Wochentage  keine  Aenderung  ein* 
treten  Hess.  Damit  femer  die  Nachtgleiche  auch  in  Zukunft  anf  dem  Datnm 
des  2t.  Mftrs  stehen  bleibe  oder  hSohstens  einen  Tag  davon  abweiche«  d.  h. 
damit  das  btirgerliehe  Jahr  mit  dem  astronomischen  Im  Einklang  bleibe, 
▼erordnete  Papst  Gregor  XIII.,  dass  in  den  Sücnlarjahren,  deren  SMeular- 
sahl  nicht  durch  4  theilbar  ist,  der  Schalttag  weggelassen,  dagegen  bei- 
behalten werden  solle,  wenn  die  Sieularaahl  durch  4  theilbar  ist.  Bei  jeder 
Anslassung  des  Sehalttages  rttcktdas  Datnm  der  Sonntage  vom  25.  Februar  an 
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um  eine  Einheit  vor.  Beseichnet  man  daher  die  in  der  Jahrzabl  t  enthal- 
tene Säcularzahl  mit  5,  so  ist  die  an  dem  vorhin  gefnndenen  jalianischen 
Datum  S  der  Sonntage  in  positivem  Sinne  aninbringeade  Oonreetion 

,=,  +  (,-«)-(lrJ»)=._(i)_,. 

Ton  welcher  Zahl  man  je  7  Einheiten  mit  dem  in  ^S*  vorkommenden  letaten 
Qliede  19  vereinigen  kann.  Um  die  Oaterformel  einfach  zu  gestalten,  füh- 
ren wir  statt  g  eine  Zahl  n  ein,  welche  am  6  grösser  ist  als  g  nnd  von  der 
man  ebenfalls  je  7  Einheiten  weglassen  darf.  Setst  man  demnach  der 
Kttrae  wegen 

so  wird 
oder 

3)  .=  (i±i^) 

and  pssn— 0.  Hierdnrch  wird  das  Datam  der  Sonntage  vom  25.Febraar  an 
verwandelt  in 

4)  5=afr  +  4e  +  n^6  +  7e  Mftrs, 

nnd  derjenigen  vom  1.  Januar  bis  24.  Fehraar  im  gemeinen  Jahre 

S'e=26  +  4c4-'>  +  44-7f  Januar 
und  im  Schaltjahr  gleich 

26-1-  4c-f  ;i  -f  5  +  7r  , 
wenn  man  —14  mit  Iv  vereinigt.   Will  man  den  orstcu  Souutag  im  Jahre 

wissen,  so  ist  sein  Datum  gleich     ^  und  gieht 

Ilm  gemeinen  Jahre  den  \  j^j^Mf 

\  T  / 

„  SchalQahre         „  ^ —  j  n 

Die  Formeln  4)  und  5)  gelten  auch  für  den  julianischen  Kalender, 
wenn  man  ^ssO  oder  «»6  setat,  und  sind  somit  gana  allgemein. 


-  H  Der  Ostervollmond. 

Die  kirchlichen  Neumonde  fallen  nicht  mit  den  astronomischen  zusam- 
men, sondorn  werden  cyclisch  bestimmt.  Es  sind  nämlich  19  julianisclio 
Jahre  von  365,25  Tagen  sehr  nahe  gleich  235  synodischon  Monaten  von 
20,53059  Tagen,  ond  der  Unterschied  beträgt  nur  0,0013  Titge,  am  welchen 
Betrag  die  ersten  grösser  sind  als  die  letzteren.  Nach  19  Jahren,  einem  so- 
genannten  Meten 'sehen  Cjclns,  werden  die  Nenmonde  wieder  anf  die 


üiyiiized  by  Google 


Von  Dr.  H.  j(tsKMLiv,  221    j  \ 


nimlicben  Ta^  im  Jahre  fallen.  DieVertheilung  der  235  Monate  goschiebt 
iiu  julianisciiLii  Kalender  auf  folgende  Weise.  Die  Monate,  d.  h.  die  Zeit- 
räume vou  t  iucMü  Neumond  bis  zum  n/icbsten  erbalteii  vom  ersten  Neumond 
des  ersten  Jabre»  imCyclus  an  gerecbnet  abwecbselnd  30  uud  29  Tage,  und 
in  den  Jabren ,  wo  13  Neumonde  vorkommen,  wird  nach  dem  13.  Neumond 
ein  Monat  von  30  Tagen  eingeschaltet,  am  Endo  des  10.  Jahres  aber  ein 
solcher  von  20  Jabren.  Der  Februar  zählt  hierbei  beständig  zu  28  Tagen 
immerwährender  Kalender) ,  so  dass  in  den  Schaltjahren  derjenige  Monat, 
in  welchen  der  25.  Febraar  als  Schalttag  fltllt,  in  Wirklichkeit  am  einen 
Tag  vergröBsert  wird.  Diese  Anordnung  giebt  in  der  That  115  Monate  an 
29  nnd  120  Monate  sn  80  Tagen,  welche  ansanunen  ebenso  Ttel  ansmaehen, 
ab  10  Jahre  an  365  Tagen. 

Durch  diese  Einrichtnng,  welche  vermnthlich  von  Sosigenes,  dem 
Bearbeiter  des  jnlianischen  Kalenders,  herrührt,  wird  bewirkt,  dass  vom 
ersten  Nenmond  eines  Jabres  bis  zum  ersten  Neumond  des  nächsten  Jahres 
entweder  354  =  3C5  -f-  19  —  30  oder  381  =  365  -f  19  Tage  verfliessen  und  dass 
süiiiit  in  jedem  folgenden  Jabre  der  erste  Neumond  ein  um  19  Einbeiten 
grös>('res  Datum  trägt,  wobei  30  zu  subtraliiren  sind,  wenn  dieses  über  den 
30.  Januar  hinausgeht.  Nur  das  19.  Jabr  des  Cyclus  macht  hiervon  eine 
Ansnabme,  indem  das  Datum  des  ersten  Neumondes  im  ersten  Jahre  des 
folgenden  Cyclus  nur  um  18  oder  18—30  grösser  wird. 

Die  Römer  nahmen  als  das  erste  Jahr  eines  solchen  Gydns  ein  solches 
an,  in  welchem  der  erste  Neumond  auf  das  Neujahr  fiel.  Dionysius 
Exiguns  dagegen,  welcher  um  544  die  Kircheniyehnung  ordnete,  wfthlte 
f&r  das  erste  Jahr  das  Jahr  0  der  christlichen  Zeitrechnung,  in  welchem  der 
23.  Härs  ein  Nenmond  war.  Da  hiermit  der  23.  Januar  als  Neumond  des 
Jahres  0  gegeben  ist  und  der  erste  Neumond  in  jedem  folgenden  Jahre  Inner- 
balb  eines  Cyclus  um  19  Tage  vorrückt,  nach  19  Jahren  aber  wieder  auf  die 
nämUcben  Tage  fällt,  so  muss  das  Datum  desselben  im  Jahre  t  gleich  sein  dem 


28  + 10 .  ^^^^  —  80a»  Januar, 


wo  w  so  zu  Nväbleu  ist,  dass  der  Aasdruck  positiv  und  ^30  ist.  Setzt  man 
der  Kttrae  halber 

1*0  kann  man  denselben  in  der  Form  \  J  Januar  schreiben. 

\     80  / 

Infolge  der  Aber  das  erste  Jahr  des  lOjfthrigen  Cyclus  gctroffisnenVer* 
ftgung  erbalt  der  erste  Tolle  Monat  jedes  J ahres  80  Tage ,  der  aweite  20 
^sr  dritte  wieder  80  u.  s.  w.  Der  dritte  Neumond  des  Jahres  fKUt  demnach 
NTage  später  als  der  erste,  somit  auf  das  nämliche  Datum  im  Mftrz,  wie 
faer  im  Januar,  und  der  vierte  30  Tage  später  als  der  dritte.  Da  nun  die 
Vollmonde  nach  kirchlicher  Vorschrift  13  Tage  später  als  die  Neumonde 
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fallen,  so  tritt  der  Osterrollmond,  aneh  Ostergrense  genannt,  IS  Tage 
nach  dem  dritten  oder  yierten  Neumonde  ein  und  trügt  das  Datmn  des 

(»±«L-)  +  „  oder  («±«L«)  +  «  +  30  11iU.. 

Die  DilTerena  swiscben  dem  21.  März  und  dem  Datum  des  Ostervoll- 
mondes  soll  aber  weniger  als  30  Tage  betragen,  f^lich  ist  in  beiden  Fällen 
das  Datum  des  jnlianischen  Ostervollmondes  der 

oder 

7)  r=:2l  +  (^— ^jMärz. 

Man  pflegt  die  Zahl  a-\-i ,  welche  den  Rang  des  Jahres  i  in  einem  dio- 
nysiauischcn  Cyclus  von  19  Jahren,  dem  sogenannten  Mondzirkel,  aa- 
giebt,  die  goldene  Zahl  zu  nennen. 

Anders  verfuhren  Aloysius  Lilius,  der  Verfasser  des  gr^goriaiii- 
Mhen  Zalendm  und  die  su  dessen  Prttfting  niedergesetste  päpstliche  Cpm- 
mission.  8ie  beseichneten  die  Tage  des  Januars  Tom  1.  an  mit  den  Zahlen 

0,  XXIX,  XXVIII,  ...  III,  II,  I,  welche  die  Epaeten  (Ergäuzungstage) 
bedeuten,  d.  h.  das  Alter  des  Mondes  am  1.  Januar,  der  Tag  des  letzten 
Neumondes  im  vorigen  Jahro  als  der  erste  Tag  gezahlt.  Diese  Zahlenreihe 
■wiederholt  sich  vom  31.  Januar  an  in  der  nämlichen  Weise  bis  zum  31.  De- 
cember  für  alle  Tage  des  Jahres  im  immerwährenden  Kalender.  Die 
Epaeten  XXIV  und  mitl'ihr  alle  folgenden  rücken  am  0.  Februar,  6.  April, 

4.  Jani,  2.  August,  30.  September  und  28.  November  um  je  1  Tag  zurück  und 
kommen  also  dann  auf  die  nJtmlichen  Tage,  welche  die  Epaeten  XXV 
haben.  Die  Epaeten  XXV  werden,  wenn  die  goldene  Zahl  e  + 1  ^  11  oder 
4^10  ist,  mit  arabischen  Ziffern  25  geschrieben,  und  vom  6.  Februar, 

5.  April,  8.  Juni,  1.  August,  80.  August,  20.  September  und  27.  Noyember  auf 
die  yorhergehenden  Tage,  die  die  Epaeten  XXVI  haben,  gesetst,  wobei 
jedoch  die  übrigen  Epaeten  ihre  Stellen  unverllndert  beibehalten. 

Durch  diese  sinnreiche  Combination  von  abwechselnden  Monaten  von 
30  und  29  Tagen  mit  am  Ende  gewisser  Jahre  eingeschalteten  Monaten 
von  30  Tagen  bewirkten  sie  für  den  immerwährenden  Kalender,  dass  1.  in 
einem  Cjrclus  von  19  julianischeu  Jahren  oder  235  Monaten  die  Neumonde 
wieder  auf  die  nftmlicbcn  Daten  fallen,  2.  dass  der  Monat,  in  den  das  Nett» 
jähr  fallt,  immer  30  Tage  zählt,  und  3.  dass  der  vierte  Monat  des  Jahres 
ebenfalls  30  Tage  enthttlt,  falls  der  dritte  Vollmond  vor  dem  21.  Mün  ein- 
tritt. Von  der  dritten  Bestimmung  giebt  es  iwei  Ausnahmen :  Wenn  nim- 
Ueh  ihr  infolge  der  yierte  Neumond  auf  den  0.  April  fiele  (der  Vollmond 
auf  den  10.),  so  wird  er  auf  den  5.  snrttekversetat,  und  wenn  er  auf  den 
5.  April  fiele  (der  Vollmond  auf  den  18.)  und  gleichseitig  die  gold«M  8aU 
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(t-\-l^ll  oder  a^lO  ist,  so  wird  er  auf  den  4.  verlegt.  Vergl.  Chr.  Cla- 
vius  {ExpUcaüo  calendarii ,  Opp.  Bd.  V  S.  101,  Mogunt,  Vil2)  uud  Chr. 
Wol ff  [Elemcnta  mathes.,  Bd.  III,  Chronologia.) 

Die  Differenz  von  0,0fH3  'I'ngen,  um  welche  19  juliani-schc  Jahre  grös- 
ser sind  als  235  byixodi.>>che  Monate,  macht  in  310  Jahren  einen  vollen  Tag 
aus,  um  M-elchen  die  kirchlichen  Neumonde  den  aAtrouomischen  voif^eheii. 
Seit  der  Aufatcliung  des  jalianischen  Festkalenders  im  Jahre  544  waren  bis 
zoni  Jahre  1582,  wo  der  gregorianische  eingeführt  wurde,  1038  Jahre  ver- 
flossen, so  dnss  der  Unterschied  der  kirchlichen  nnd  der  astronomischen 
Neumonde  3  Tage  betrug.  Um  die  Uebereinatimmung  wieder  herzustellen, 
verminderte  man  das  Datum  der  erstercn  zunäclist  um  3  Einheiten  und 
stellte  dadurch  den  ersten  Neumond  des  Jahres  t  auf  den 

(«±^^^^),_ 

Die  Correction  der  Daten  durch  die  Auslassung  von  10  Tagen  im  Oetober 
1582  Yerwandelte  das  vorige  in  den 


Hieraus  erhalt  man  nun  in  gleicherweise,  wie  im  julianischen  Kalender, 
den  Ostervolluioud 

oder 

wovon  nur  die  beiden  obenerwähnten  Falle  eine  Ausnahme  machen. 

Das  Datum  des  juliauiscbon  und  des  gregorianischen  OstervoUmondes 
kann  durch  die  gemeinschaftliche  Formel 
8)  r=21  +  d, 

wo 

aasgedrückt  werden.  Im  jalianischen  Kalender  ist  beständig  fn»15  und 
im  gregorianischen  von  1582  bis  1599  m=22. 

Die  Zahl  d  und  mit  ihr  die  Zahl  m  unterliegt  im  gregorianischen  Ka- 
lender fttr  die  folgenden  Jahrhunderte  awei  Gorrectionen,  welche  die  Son- 
nen- nnd  die  Mondgleichnng  genannt  werden. 

.Die  Sonnengleichnng  rflhrt  davon  her,  dass  der  Schalttag  in  400  Jah- 
ren dreimal  weggelassen  wird  und  somit  das  Datum  des  OstervoUmondes, 
der  sich  nach  der  Länge  des  jnlianischon  Jahres  von  365,25  Tagen  richtet, 
bei  joder  Weglassung  um  einen  Tag  vorrückt.  Bezeichnet  man  die  Sonnen- 
gleichung mit  A,  so  ist,  wie  bei  der  Correction  g  der  Sonntagsdaten,  ' 
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Ä  =  (5 ~lö)  -  S-q-i2, 


welcher  Ansdrack  zu  tn  additt  werden  muis. 

Die  Mondgleichung  entspringt  aus  der  Differenz  von  19  julianischen 
Jahren  und  235  synodischen  Monaten.  Sie  beträgt  in  19  Jahren  0,0(313Tage, 
d,  h.  in  310  Jahren  1  Tag  und  in  2480  Jahren  8  Tage,  welche  vom  Datum 
des  OatervoUuiondes  abgezogen  werden  müssen.  Sie  wird  angebracht,  in- 
dem man,  von  den  Säcularjahrcu  ISOO,  4300,  6Ö0O  u.  s.  w.  au^gebeud,  sieben 
Gruppen  von  je  drei  Jahrhunderten  und  nach  ihnen  eine  solche  von  vier 
Jahrhunderten  bildet,  so  swar,  dass  die  Mondgleichuog  in  jeder  folgenden 
Gmppe  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  in  der  vorhergehenden,  somit  in 
2S0O  Jahren  um  8  Einheiten  annimmt.  Die  Mondgleichnng  wird  die  Form 
hahen: 


wo  tf  and  ß  eonstantc ,  noch  zn  bestimmende  Zahlen  sind.    Denn  erstens 

nimmt  dieser  Ausdruck  um  8  zu,  wenn  s  am  25  zunimmt,  und  zweitens  bil- 
den soiuo  Wcrthc  für  um  je  1  Einheit  fortschreitende  .s"  abwechselnd  7  Grup- 
pen von  3  und  eine  von  4  gleichen  Zahlen,  wie  es  bei  der  Mondgleichung 
sein  soll.  Die  Constante  a  bestimmt  sich  dadurch,  dass,  um  eine  Gruppe 
von  4  gleichen  Wertheu  von  k  zu  gehen,  die  Division  bei  der  ersten  Säen* 
larzahl  s  dieser  Gruppe  aufgehen  muss,  demnach 


--^j  =  0,     «  =  255-85, 


unter  d  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Das  SMcnlaijahr  8000  ist  das  erste  der 
Gruppe  8000,  4000,  4100,  4200  von  unveründerlieher  Mondgleichnng.  Setst 
man  also  9^99  und  w&hlt  für  d  die  Zahl  18,  die  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  et  giobt,  so  wird  «  ss  18  nnd 


9 

Da  endlich  die  Mondgleichung  im  Jahre  180<),  wo  5  =  18,  zum  ersten 
Mal  angebracht  wurde  und  den  Werth  1  hatte,  so  ergiebt  sich       — 5  und 


10)  *=:p-ö,  ^^P^\^—^)^' 


*  Man  kann  auch  setsen: 

welche  Formel  Delambro  gebraucht  hat.    Iiis  ^um  Jahre  4199  ist  einfach 
wie  Gauss  suerst  angegeben  hatte* 
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Durch  die  beiden  Correettonen  h  nnd  k  an  den  gregorianitehen  Oster- 
▼ollmond  wird  m ,  ron  dem  man  je  30  Einheiten  wegnehmen  darf,  gleich 

Um  eiullicli  auch  den  zwei  Ausnaliniefullcn ,  wo  die  Formel  9)  ein  am 
ciucu  Viv^  zu  weit  V(»rgeriirktes  Duluu»  gifbt,  liecliuiiug  zu  tragen,  nXmlieh 
wenn  V=  11>.  April  ^  21  -f  29.  März,  fol-^licli  rf=  20,  sowie  wenn  </=:38  Qttd 
gleichzeitig  a^lO  ist,  su  kann  mau  von  d  noch  die  Correctiou 


U) 


9 

absieben,  welche  nur  in  diesen  zwei  Fällen  =  1 ,  sonst  aber  =  0  ist. 

Lilina  bestimmte  die  Neumonde  eines  Jahres  ans  den  Epaeten. 
Da  im  Vorigen  der  erste  Neumond  im  Jahre  schon  direct  gei\inden  wurde, 
so  erhMlt  man  umgekehrt  die  Epaeten  dadurch,  dass  man  das  Datum  dieses 
Neumondes  von  81  snbtrabirt,  da  der  Monat,  in  den  das  Neujahr  fKllt, 
immer  80  Tage  sählt.  Sie  werden  demnach  von  1588  bis  ISOO  gleich 

/19a\     /31  — 19ö  +  30a\     /l  +  lla\ 

^'-(«rj=( — ^» — )=(-«ö-> 

Bringt  man  an  ihnen  die  Sonnen-  und  die  Ifondgleiehung  wie  bei  dem 
Ostervollmond  an,  aber  in  uiugckehrtem  Sinne,  so  werden  die  giegoriani» 
sehen  Epaeten  allgemein 

18)  E  =  ^L±iif[±*Il^  ^  =  ^ll«  +  P  +  fi^l+« j 

Der  julianische  Kalender  kennt  in  Wirkliclikoit  (!io  Epaeten  nicht. 
Was  man  gewohulich  die  julianischen  Epaeten  nennt,  ist  eine  aus  der  gol- 
denen Zahl  berechnete  Zahl,  nämlich 


U,      .  ^-(üJf_H)).(-^ü). 


Die  DifTercnz  der  jalianischen  von  den  gregorianischen  Epaeten  ist 
wXhrend  eines  Jahrhunderts  constant  nnd  dient  gewöhnlich  dasu,  die  leta- 
leren aus  den  ersteren  au  rechnen. 


UL  Der  Ostertag. 

Der  Ostertag  wird  am  nftchsten  anf  den  Ostervollmond  folgenden  Sonn- 
tag  gefeiert  und  es  muss  an  ihm  die  Differena  h  der  Daten  eines  Sonntags 
nach  dem  25.  Februar  und  des  Ostervollmonds  wenigstens  1  und  h6ehstens  7 

betragen.  Daher  ist  D  gleich      ^      zu  setaen  mit  der  Bedingung,  dass 
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tere  Bedingung.  Die  Snbstitntion  von  5  nnd  V  ans  den  Formeln  4)  und  8) 
giebt  naeh  Verwandlung  yon  —  rfinOtf— 7(f  und  Wegwerfhng  der  im  Zlh* 
1er  Torkommenden  Vielfachen  Ton  7: 

15)  +     wo  e=l  — !  ^  ■ — y 

Die  Differenz  D  ist  die  Anzahl  der  Tage,  um  welche  Ostern  dem  Oster- 
volimond  nachfolgt.  Addirt  man  sie  zu  dem  Datum  Y  desselben,  so  exkäU 
man  das  D&tum  des  Osterfestes: 

W)  P=22  +  d  +  eMärz, 

oder  ancbi  falls  diese  Zahl  grösser  als  81  aosfällt, 

Ps=tf+e  —  0  April. 

Die  swei  mehrerwXhnten  Aasnabmen  haben  nar  dann  einen  Einfloss, 
wenn  der  nm  einen  Tag  an  weit  vorgerückte  Osteryollmond  selbst  eia 
Sonntag,  der  berichtigte  daher  ein  Samstag  ist  nnd  dadurch  Ostern  eine 
Woche  an  spät,  nämlich  beaiehnngs weise  auf  den  26.  oder  25.  April  kirn«. 
Wenn  also  bei  rf=:29  die  Rechnung  den  26.  April  als  Ostertag  giebt,  so  ist 
er  auf  den  iU.  ,  und  wcuu  sio  hol  (/=:28  den  25.  April  giebt  und  gleichzeitig 
a>lO  ist,  so  ist  er  auf  den  18.  anzusetzen. 

Die  Zuammenftelliuig  der  Resultate  giebt  folgende  Vorschrift: 

Man  setze  die  Jahrzahl  =  t,  die  darin  enthaltene  öäcularzahl  =  <  und 
bestimme  der  Keihe  nach : 

.=(t),. 

"(ri).  '-(t).  "(O. 
"-l-sr-j'  — 7 — 

so  ist  das  Osterdatnm 

/>  =  22  +    +  e  März  r=  rf  -f-  u  _  9  April , 
die  beiden  zuletzt  behandelten  l  alle  des  gregorianischen  Kalenders  auf- 
genommen.   Im  julianisclii  n  Kalender  ist  beständig     =       ;/  =  6. 

Will  mau  eine  uuter  allen  Uniständen  giltige  Formel  für  den  gregoria- 
nischen Kalender  haben ,  so  subtrahire  mau  in  den  Ausdrücken  fUr  e  und  ? 
▼on  d  die  Correction  /,  wodurch  man  erhält: 

,=  (11^)^.    ,^(a>  +  4c  +  .(.-/)-H»^^ 

P  s  21  +  (tf — /)  +  e  M«ra  s=  (tf  -/-)  +  «  —  0  ApriL 
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Der  erste  Sonnteg  einet  gemeinen  Jehree  fUlt  auf  dea 

nnd  einet  Sebeltjehret  mf  den 

(Ü±i£±iL±i)  Jana«. 

Die  goldene  Zehl  itt  gleich 

a  +  1. 

Die  Epeeten  tind  im  gregorianitehen  Kalender; 

/8+Ua  +  ;>4-  y  — A ^ /53H-  l le  — 
V  ao  /    \        30  /' 

und  im  jalianiscben: 

(■■;"■>  • 

1.  Beispiel:  Im  Jahre  1870  itt  (Hr  den  gregorianitehen  Kalender 

Diese  beiden  Werthe  gelten  für  das  ganse  XIX.  Jahrhundert.  Fer- 
ner ist 

 C'.'^)-».  -(T)-. 

/>  =  22  +  25  +  1  =  48.  Mära  =  17.  ApriL 
Für  den  jnlianitchen  ELalender  itt 

82  +  n  +  4  »  a. Hftrs  8=  12.  ApriL 

2.  Beitpiel:  Im  Jahre  IHM  itt  im  gregorianitehen  Kalender 
/18  +  8.10\     .  /19\  ^ 

/15+19  — 6  — 4\  /4  +  19— 4\ 


d 


ei 
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1«> 


dl 


,.(ütli!±li±l).., 

/>»22+  27  +  0»40.Mi{ra  =s  18.April. 

3.  Beiapiel:  Im  Jahre  1061  des  gregorianisehen  Kalenders  Ist,  wie 
im  Torigeii  Beispiel,  ms24,  fia5,  ferner: 

/I98l\  -  ,      ^     /198l\     .  /I08l\ 

*=W=''  '={-rH' 


d 


^     ^      «       .    /2.1 +4.0  +  6. 28  +  5\ 
<l-/«28,    «^(^  ^  — j=»0, 

Psr  22 +  28 +  0  =  50.  März  =  19.  April. 

Die  zwei  letzten  Beispiele  gehören  den  beiden  von  Gauss  auögeuum- 
meuon  Fällen  au.  in  der  Tbat  würde  obne  die  Corrcctiou  f  im  zweiten 
Beispiel 

Ä  =  6,    7^  =  22  +  28 +  Ö  =  5Ü.Mär2  =  25.  April, 
und  im  dritten 

e  =  6,    i>=22  +  20  +  6+57.  Mürz  =  26.  April 
geworden  sein,  also  jedesmal  Ostern  eine  Woche  an  spät  eintreten. 
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linearen  Gleichungen. 

(2.  ArtikeL) 

m 

Von 

Dr.  Tll.  KÖTTERITZSCH , 
Lehrer  au  der  Fürstenschule  zu  Grimma. 


In  einer  früheren*  dasselbe  Problem  behandelnden  Abhandlung  habe 
ieh  die  allgemeinen  Gmndsfige  angegeben »  nach  welchen  Verfahrend  man 
ittr  LSsnng  des  Torgelegten  Problemes  gelangen  konnte,  gleiehgihig,  wel- 
cher Art  die  Function  der  beiden  Variablen  m  nnd  oder  (m,  p)  war» 
deren  Werthe  für  specielle  ganie  positive  m  nnd  p  die  Coef&eienten  der 
Unbekannten  in  dem  Torgelegten  System  Gleichnngen  vertraten. 

In  dem  Folgenden  soll  znnXchst  knrz  die.MSglicbkeit  des  Torgelegten 
Problemes  betrachtet  werden  und  dann  sollen  mit  einem  vorgelegten  belie- 
bigen System  Gleichungen  einige  Umformungen  vorgenommen  werden,  die 
thcils,  wenn  übrigens  die  Bedingungen  günstig  sind,  auf  eine  Vereinfachung 
der  Aufgabe  iiinwirkon  oder  diegenauerc  Aufschlüsse  über  die  BeschaiTenheit 
der  Coefficientcnfunction  /*„  (m,  p)  geben ,  wenn  das  gegebene  System  Glei- 
ehnngen  keine  Widersprüche  enthalten  soll  oder  endlich,  die  die  Entwicke- 
Inng  irgend  einer  der  Unbekannten  in  einen  Kettenbrnch  zur  Folge  haben. 
Femer  soll  dnrch  EinfOhrnng  des  Begriffes  der  inversen  OoefficientenAme- 
tion  die  Berechnung  Ton  Systemen  mit  complicirteren  Goeificlentenftinctionen 
snrfiekgefttbrt  werden  anf  solche  mit  einfacheren  Coeflieientenftinctionen« 
Einige  Beispiele  werden  alsdann 'die  Anwendung  der  dargethanen  allge- 
meinen Sitte  Tor  Augen  führen  nnd  die  Fmchtbarkeit  des  Torgelegten 
Problemes  für  Entwickelnngen  nnd  Snmmimngen  von  Reihen  oder  Ketten- 
brttehen  seigen.    Eudlich  soll  noch  kurz  die  Wichtigkeit  des  Torgelegten 
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Problemes  (ür  die  schwierigiteii  physikalischen  Aufgaben  angedeutet  wer- 
den, woftlr  specielle  Beispiele  beisnbringen  ioh  mir  für  splltere  Zeit  tot- 
behalte. 


tTtber  di0  Jlflgliölikilti  olii  Syitem  imendlidk  vieler  Untam  Oleiolinxigen 


so  erfordert  die  Anflösnng  dieses  Sjstemes  die  Bestimmnng  soleber  Werthe 
fttr  die  Unbekannten  d^,  dass  dieselben,  eingesetst  in  das  vorgelegte  Sy- 
stem, jede  einxelne  Oleiehnng  desselben  an  einer  identischen  machen.  Der 
Oinndgedanke,  der  bei  der  Anflösung  eines  solchen  Systemes  verfolgt  wer- 
den mnss,  nnd  der  aneh  in  der  früheren  Abhandlnng  verfolgt  wurde,  ist 
dci,  dass  man  znnSchst  p  und  m  nur  bis  zu  derselben  endlichen  positiven 
ganzen  Zahl  anwachsen  Uisst  und  diese  Zahl  selbst  dann  zunehmen  iKsst. 
Die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  diese  Zahl  wachsen  lassen  miiss,  bestimmt 
sich  durch  den  Umstand,  dass  die  Differenz  zwischen  den  linken  und  rech- 
ten Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  des  vorgelegten  Sjstemes  kleiner 
werden  muss,  als  jede  noch  so  kleine  Grösse  d.  Will  man  also  mit  end- 
licher BecbnuDg  zu  Stande  kommen,  so  mflssen  die  einaelnen  Glieder  der 
linken  Seiten  der  einseinen  Gleichungen  so  angeordnet  werden,  dass  die- 
jenigen, welche  grossere  Werthe  besitsen,  nachdem  man  in  ihnen  die 
Werthe  fttr  die  Unbekannten  eingesetst  hat,  am  weitesten  links  stehen. 
Femer  muss,  eine  so  grosse  Anzahl  Gleichungen  des  voigelegten  Systemes 
bealltst  werden,  dass  dieAendernng,  die  irgend  eine  der  Unbekannten,  etwa 
Wr  erleidet ,  wenn  man  die  Ansahl  n  der  Gleichungen ,  mittelst  derer  die 
ersten  n  Unbekannten,  unter  ihnen  auch  £Cr>  bestimmte,  um  eine  beliebige 
Anzahl  vermehrt,  kleiner  bleibt,  als  irgend  eine  noch  so  kleine  Grösse  e. 
Man  erkennt  hieraus  ohne  Weiteres ,  dass  die  Auflösung  eines  iSystemes 
unendlich  vieler  Gleichungen  nur  möglich  ist,  wenn  das  allgemeine  Gesetz 
gegeben  ist,  nach  welchem  sowohl  die  W^erthe  der  Coefücicuteu  der  Un- 
bekannten als  auch  die  Werthe  der  rechten  Seiten  der  einzelnen  Gleichun- 
gen bestimmt  werden.  • 

£s  ist  ferner  nach  dem  angegebenen  Begriffe  ttber  die  AuAösung  eines 
Systemes  unendlich  vieler  Gleichungen  klar,  dass  man  nur  einen  einzigen 
beetimmten  Werth  fttr  ehie  jede  Unbekannte  indet,  dass  also  auch  jede 
Aufgabe  eindeutig  bestimmt  ist,  die  auf  ein  System  unendlich  vieler  li- 
nearer Gleiehnngen  führt,  sofern  nur  das  System  in  dem  angegebenen 
Sbne  auflasbar  ist 


§1- 


aufkulösen. 
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Endlieli  kann  man  voii  diMin  Sjtteoi  unendlich  Tieler  linearer  Gleieh- 
nngen  wieder  sorflekkomnien  enf  ein  System  mit  einer  endltehen  Ansehl 
Ton  Oleiehnngen,  wenn  msn  die  reeliten  Seiten  der  ttbersÜliUgen  Oleiebnn* 
gen  im  ettten  System  der  Noll  gleieh  setst  und  ebenso  alle  Coeffieienten 
der  Unbekannten,  die  einen  von  der  Nnmmer  der  Glelehnng  (m)  w%r* 
scbiedenen  Index  (p)  ftthren.  Es  kommt  diese  darauf  binans,  dass  man 
denjenigen  Unbekannten  Xt  deren  Index  grSsser  ist  als  die  Ansabl  der 
Qleicfaungen ,  den  Wettb  Hall  beilegt.  Bs  darf  aber  der  Uebergai^von 
einem  System  nnendlicb  Tieler  linearer  Gleiebangen  anf  ein  solebes  mit 
endlicher  Anzahl  nicht  ohne  Weiteres  mit  den  Werthen  der  Unbekannten, 
die  ans  dem  ersteren  Systeme  gefunden  worden  sind,  vorgenommen  werden, 
weil  in  diesen  immer  der  besondere  Ueberfi^ang  vom  Endlichen  auf  das  Un- 
endliche enthalten  ist,  wohl  ist  aber  ein  solcher  Uobergang  ohne  Weiteres  in 
den  in  der  früheren  Abhaudlong  gegebenen  allgemeinen  Formeln  gestattet. 

§  3. 

Zusammenhang  zwischen  der  allgemeinen  Methode  der  Anflösnng  eines 
Systemes  linearer  Oleiobimgen  und  der  Mher  aagegebenen  speoiellen« 

Verschwand  in  der  m**"  Oleiebnng  des  gegebenen  Systemes 

®  I  <i 

der  Coefficient  /,(in,  m)  nicht,  so  liess  sich  das  System  1)  immer  aaf  die  Form 
bringen 


fm{p)=0^  solao|;em<p; 


S) 

00 

die  dnrch  die  beiden  Systeme  l)nnd2)  bestimmten  Werthe  Ton  sindnotb- 
wendig  identiseh. 

Ist         Ä  =  ^  ±  /"« (0, 0)  /,  (i,  1)  /;  (2,2) . . .  /o  ... 

die  Determinante  des  Systemes  1)  so  ändert  sich/?  nicht,  wenn  man  an  die 
Stelle  der  Elemente  der  m**'"  Horizontalreihe  dieselben  Elemente  vermehrt 
um  die  mit  einem  vor  der  Uand  noch  willkürlichen  Factor  fi|"  mnltiplicirtea 
Elemente  der  0*«"  Uorizontalreihe  setst,  wenn  man  also  statt  (m,j>)  setst 
U  i^iP)  4*  f^i*"  fo  (0*  p) .  Bestimmt  man  femer  m*"  dadnreh ,  dass 
/•  1 0) + fM"*^/o  (0 , 0)  B  0  für  jedes  m  ansser  fttr  m  , 
so  erhält  man 

Ä » -2^±  /.  (0. 0)  W h (0.1)+ f.  (1 . 1)1  Wf^  (0, «) + f.  (».  2)]  . • . 

[f»i"'/»(0,«)+/o(«»w)J 
eine  nene  Determinante,  in  deren  0**'  Vertiealreihe  alle  Elemente  mit  Ans- 
nahme  des  0**"  Terschwinden. 

In  dieser  nenen  CPIeterminante  mnltipHciren  wir  die  Elemente  der  1*** 
Horisontalreihe  mit  nnd  addiren  sie  dann  sn  den  Elementen  der  m*** 
Horisontalreibe,  schreiben  also  statt 
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/*."'^(0,p)+/'o(m,p) 

w  u     + /;  (i .  p)  1 + [f*."  ^  (o,p) +/;  (m,p)] 

für  jedea  m  ausser  für  m  =  0  und  m  =  1,  und  bestimmen  fi,"*  dadurch  i  daae 

f^*"  Vo  (0, 1) + /;  (1 , 1)  ]  +  [i^r /;  (0 , 1) + /"o  (m,  i)j « 0. 

Hierdorch  hat  sich  aber  wiederum  der  Werth  der  Determinante  R  nicht  ge- 
ändert, wohl  aber  sind  jetzt  auch  in  der  1^  Verticalreihe  alle  ElemeDte  mit 
Anenabme  des  O^*'  und  l**'"  verschwanden. 

Renken  wir  nns  nun  die  eben  angegebene  Operatien  so  wdt  als  über- 
kanpt  möglich  fortgesetat,  so  erhält  man  fttr  R  eine  nene  Form,  in  weleher 
in  der  p^"  Verticalreihe  nur  die  Elemente  Tom  0**"  bis  inm  p**"  nieht  ver- 
f  ehwinden.  In  der  That  können  auch  von  diesen  eben  genannten  'Elemen- 
ten in  besonderen  Fällen  noch  einige  verschwinden,  sloher  aber  verschwin- 
det das  Element  nicht,  wenn  alle  Gldchnngen  des  Systemes  1)  von  ein- 
ander nnabhlngig  sind  nnd    (m,  m)  fttr  jedes  m  nicht  verschwindet 

Vergleicht  man  nnn  mit  dem  eben  erlangten  Besnltate  die  dem  System 
%),  entsprechende  Determinante  und  die  Bedingniigen,  nnter.  denen  dieselbe 
besteht,  so  findet  man  leicht,  dass  die  frflher  mit  A%  beseichneten  Grössen 
identisch  sind  mit  den  eben  Jetst  nnter  der  Beseichnnng  fi.*^  in  die  Beeh- 
nnng  eingefllhrten  Grössen,  nnd  dass  die  Elemente,  welche,  wie  angegeben 
wnrde,  in  der  Schlnssform  von  R  auftreten,  nichts  Anderes  sbd,  als  die  im 
System  2)  mit  fm  (p)  beseichneten  Fnnctionen.  Hierdurch  ist  aber  nachge* 
wiesen,  dass 

Ä-/'o(0)ACl)/-,(2).../',(p)... 
eine  identische  Gleichnng  ist 

Schreibt  man  R  in  der  Form : 

■ß= o«j)  fo  (0 ,  ;>)  +  +  ittp  /*u  (-  ,;')  +  •••  +     /o    .  /')  -h  • .  • 

so  ist  es  nun  auch  nicht  schwer,  die  Warthe  der  Partialdctorminaiiton  a 
ausgedrückt  durch  die  Functionen  (m,p)  und  (p)  anssugebcn.  Aus 
dem  System  1)  folgt  nämlich 

B)  7?  I  '5^1  +  «*^p  'J^«  +  •  •  •  +  """z»  'J''-»  +    •  I 

und  mit  diesem  Werthe  von  Xp  ist  identisch  der  Werth  von  Xp^  wie  er  sich 
ans  dem  System  2)  ergiebt;  dieser  Werth  ist  aber 

+  (""       P^p-i-m  i9p+m)  +  ...}• 

Ordnet  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  anders  an,  indem  man 
schreibt 

ö)  Xpss^j^  <Po'h  t^y      +  t^p  <Pf  +  •  •  •  +  m^p  9'm  "h  •  • 

80  besteht  nun  die  Idcnttitnt  der  rechten  Seiten  der  (:yeichungen  3)  und  5)  für 
jedes  beliebige  Gesetz,  nach  welchem  die  Functionswerthe  qp„,  gebildet  sind, 
weil  Uber  dessen  Beschaffenheit  noch  keinerlei  Voraussetzung  gemacht 
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wQrde.  Efl  mtoen  also  aneh  die  Ooeffieienten  desselben  FonetieBSwertbes 
fm  OleiebiingeD  3)  und  ft)  eraander  gleich  sein,  d.  b.  ee  bestebt  du 
System  Oleiebangen 

M  ^Bp  —  ^Op 


«) 


Ä  mBp  = 


Die  Werthe  der  einzelnen  ß  erhalt  man  aber  auf  folgende  Weise.    Es  ist  i 

7)  {<Pq)  =  9^0  Wq)  +  9^1  gf^2  (q?2)  +  9^9-1  {<Pq-i)  +  9^9  ^9 

f  Coefficienton  Z)  leicht  aus  der  frülier  zur  Berechnung  von  (g>j)  an- 


gegebenen  Formel  entnommen  werden  können  in  der  Gestalt 


...  +  (-iyr+l(^/-.(j,r)} 


Der  Coeffieient  tod  9«,  in  (^y)  ist  daber 

so  lange  m'^q gleich  0, 

if   «     *»•  —  J     »»  * 
lad  wenn  m  ^  7,  etwa  m=sq  —     so  kommt  9.,  nur  vor  in  der  Reihe  der 

Glieder: 

Entwickelt  man  nun  jodcs  dor  hier  vorkommenden  (<p)  nach  der  Gleichung 
7)  80  erhält  man  als  Coeificienten  von  9.1: 

9^m 

+  9^m  f  1  [m+l^m  •  3 

+  f^in+s[«i+8^«  +  2(m  f  2^111  +  1  M+l/^m  +  w-fS^M) 
-fr  m+S^M-l-l  M-l.li'm+n+S^«] 

+  

Man  erkennt  bierans  bereits  leicht  das  allgemeue  Bildnngsgesets  diesem- 
Werthes,  das  sieh  so  darstellen  lässt,  dass,  wenn  Werth  dieses  Ooeffieienten 
ist 

9^w  9^m  +  9/^m  +  l  9^m+l  +  9^^»«  +  2  9^"»  +  2  +       +  f^l«+#-l  + 
9^^in  =  1  . 

9^fn4-l  =  m-fl  ^'"w  7*^'"»  ,^ 
9^111  +  2  =  m-f  •2^^/|  +  I  9^^4-1  +  w-f  2  9^f« 

fG,B^3=*i+3^«i  +  2  9<^iii+2  4- »1  +  3^111+1  f^jn+l  +  w  +  a^'i»  j^m 
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Vermittela  der  Gleichung  8)  gelingt  es,  den  Coefficienten  von  qp^  auszu- 
drücken durch  die  Functionswerthe  von  (w,/>)  und  fm  (/>),  allein;  denken 
wir  uns  dies  vollbracht  und  den  dadurch  entstandenen  Werth  durch  an- 
gedeutet, so  liefert  dann  die  Gleichung  4), 

"t"  ( —  0*  f'^jf\-n  p+R^m  I  • 

Nach  den  Gleichnngen  6)  ist  aber  dieser  Werth  von  ^Bp  maltipticirt  mit 
f^{0)  ^  (0  A  (2)  . . .  /"p  (/>)...  gleich  der  I'artialdetenninante  „ffp. 

Aus  den)  zuletzt  eingeschlagenen  Wege  erkennt  man  leicht,  wie  man 
noch  andere  Partialdeterminanten  berechnen  kann. 

Die  in  diesem  Paragraphen  besprochenen  Besiehnngen  swifichcn  den 
Werthen,  die  bei  der  gewöhnlichen  Anflösang  eines  Systemes  linearer 
Gleichnngen  erscheinen  nnd  derer,  die  bei  der  in  der  frtthern  Abhandlung 
angegebenen  Lösnngsmethode  anftreten,  erlauben  nnn  anch  die  Resnltate, 
die  bei  der  einen  Anflttsvngsmethode  erlangt  sind,  auf  die  andere  flbersn- 
tragen. 

«3. 

Iransformation  des  oxsprüngUoh  gegebenen  Systemes  von  Gleiohiukgaa. 


OD  u 

Betrachtet  man  die  Coefticientcnfunction  (m,p)  als  Function  von  m 
nnd  ebenso  <pm^  so  kann  man  allgemein  setzen 

/o  {»»» P)  «/o  («  —  1. 1>)  +  »-lAp J  q>m  =  +  Vi»-I 

,A;-»=^;-»+oA;;  v?-*  =  vr"'+V?. 

Dnrch  diese  Substitutionen  kann  man  nun  leicht  das  gegebene  System  Gleich- 
ungen transformiren.  Lftsst  man  nXmlich  die  0^  Gleichung  unyerXndert, 
sieht  die  0**  Ton  der  die  1^  Ton  der  3^",  die  von  der  3^  u.  s.  w. 
ab,  so  entsteht  das  neue  System: 


OD  '  u 


wenn.iAV»/'o(Otl>)»  V-i'^Vo« 

In  dem  neuen  Systeme  sieben  wir  wiederum  von  jeder  Gleichung  die 
nichst  ▼orhergehende  ab  und  erhalten  das  System: 

wenn  lAp  =0^^,  _2Aj,  =  /"o i  V-i=Vo»V-2=  9r 
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Fuhren  wir  in  der  angegebenen  Weise  der  Transformation  so  weit  als 
überhattet  möglich  'i6t,  fort,  so  entsteht  schliesslich  das  System: 

2)  -  j^^oA7«,=vir 

OD  i^r 

wenn       =  /i  (0,  p)  nnd  Vo  =  ^^o  • 

Offenbar  sind  die  Werthe  der  Unbekannten  ar^,  welche  aus  dem  System 
2)  hervorgehen,  nicht  verschieden  von  den  Werthen,  welche  aus  dem  ur- 
sprünglichen Systeme  folgen.  Ist  nun  (w,  p)  eine  rationale  ganze  alge- 
braische Function  r'*""  Grades  in  Bezug  auf  m,  so  verschwinden  bekanntlich 
alle  qAJ,  deren  .s\>  r  ist.  Die  Determinante  des  Systemcs  2)  enthält  also 
dann  Ilorizontalreihen  ,  deren  s.iniintliclie  Elemente  verschwinden,  folglich 
verschwindet  auch  die  Detcrniinaute  selbst  und  das  System  2)  enthält  einen 
Widerspruch,  also  auch  das  System  l).    Wir  erhalten  so  den  Satz: 

Sollen  dntch  ein  System  Gleichungen  wie  1)  sämmtliche 
Unbekannte  Xp  bestimmt  sein,  so  darf  die  Coefficienten- 
fnnetion (m,  p)  keine  ganze  rationale  algebraiiehe  Fane- 
tion  in  Being  mnf  m  sein. 

Hieiin  liegt  sogleich  der  analytiiehe  Aosdroek  für  die  Unbeatimmtlieit 
oder  Unmögliebkeik  ^ines  Problemes,  das  etwa  anf  ein  System  nnendlicli 
▼ieler  linearer  Gleichungen  fIKhren  sollte,  dessen  CoefBeientenfiinctton 
/•  ("*f  P)  in  fiesog  auf  m  eine  ganse  rationale  algehraische  Function  iat 

Kann  man  /*q  (m,  p)  sowohl  wie  9«  ^  Functionen  der  stetig  Variablen 
«1  betrachten  und  ist  es  erlaubt,  beide  als  Functionen  von  m  nach  dem 
Taylor'scben  Lehrsatie  lu  entwickeln,  so  kann  man  das  System  2)  nodi 
weiter  dahin  umgestalten,  daae  man  anstatt  der  Differenien  die  Differential- 
quotienten nach  si  in  die  Rechnung  einführt.  Unter  den  gemachten  Voraus- 
setiungen  ist  nämlich,  wenn  man  den  r***  DiifereatialquotieBten  von  ^  (m,  p) 
nach  m  knra  mit  f^^  (m ,  p)  bezeichnet: 

oA%  =  /i»  CO,  />}  +      /o"+ '  (0.  P)  +  ^»  /"o"  +  '  (0' />)  +  ••• 

wobei  die  mit  A  bezeichneten  Werthe  Coefficienten  sind ,  die  nur  von  den 
Werthen  der  an  ihnen  stehenden  Indexe  abhängen.  Was  die  Werthe  der 
A  selbst  anlangt,  die  für  uns  weniger  von  Wichtigkeit  sind,  so  erhält  man 
dieselben  leicht  aus  der  symbolischen  Formel 

die  den  Werth  von  ^''^  giebt,  wenn  man  die  rechte  Seite  entwickelt  und 
statt 

1    dm  j 

schreibt 

17* 
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L    am'  = 


Lftsst  man  nun  die  0**  Gleichung  des  Systemes  2)  nnverMndert,  sieht  dann 
Yon  der  1**"  Oleiehnng  ab  die  mit  J^x  mnltiplieirte  2**  Gleichung,  von  der 
nea  entstandenen  Gleichung  die  mit  J*,  —  ^|  J^^  mnltiplieirte  8**  Gleichung 
n.  s.  f.,  so  bleibt  schliesslich  die  Gleichung: 

A  (0, 0)     +     (0, 1)     +/;  (0,  2)  a;,  + , ..  +  Z',  (0,     a;,  + . . . « y',, 
die  wir  als  1**  Gleichung  des  neuen  Systemes  betrachten. 

Behandelt  man  in  älniliclier  Weise  alle  folgenden  Gleichungen  des 
Systemes  2),  indem  man  immer  von  einer  gerade  zu  trnnsformirenden  Gleich- 
ung dieses  Systeraes  die  mit  leicht  zu  findenden  Fnctorcn  multiplicirten 
folgenden  Gleichungen  absieht ,  so  erhttlt  man  aus  dem  System  2)  das  neue 
System 


«) 


qr 


das  sich  von  d(  m  System  2)  dadurch  nnterscheidet ,  dass  an  Stelle  der  »••• 
DiOeienjcen  nacli  m  der  Werth  des  Ditferentialquotieuten  von  (jn^p) 
und  (fm  ^ür  m  =  0  gesetzt  ist. 

Um  eine  Jvcttenbruchentwickelung  für  die  Unbekanulen  zu  erhalten 
gehen  wir  aus  von  der  Form  2),  §  2,  nämlich 

0  1  ^  1 


In  diesem  Systeme  raultipliciren  wir  die  w'"  Gleichung  mit  (<p„^i)y  die 
{m -{- ly^  mit  ((prn)  y  zlelien  dann  beide  Gleichungen  von  einander  ab  und 
betrachten  die  neue  Gleichung  als  die  des  neuen  Systemes;  setsen  wir 
dabei  noch 

1)  fmip)-  iVm)  /•+ 1  (P)  =  ifm  {p)  . 

so  lautet  das  neue  System,  rorausgesetat,  dass  keiner  der  Funetionawerthe 
(^)  yerschwindet, 

4)  m  0  . 

In  diesem  System  transforniiren  wir  jede  einzelne  Gleichung,  z.  B.  die 
m*''  dadurch,  dass  wir  zu  ihr  hinzuaddiren  die  mit  |ii'"m-f-3  mnltiplieirte 
(m  4-  3)'",  dann  die  mit  ;i'"i«+4  raultiplicirte  (m  -}-  4)''^,  die  mit  fx^m+s  mnlti- 
plieirte (m  -1-5}*"  n.  s.  f.  und  bestimmen  die  Wertheder  ^  durch  das  System 
Gleichungen: 

j»%+S  (m  +  3)  =—  ^ai  (w-l-a) 

f*'"m  +  3V'm  +  3(mH-4)  +  ft'"„  +  4  ^m^4  ^Wl  +  4)  =  —  1^^«  (m  +  4) 

=  —         (»»  +  5) 
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Ist  die  gemachte  Voranssetzang,  dass  keiner  der  Functionswertho  (g)^,) 
rerscbwindet,  erfttUi,  so  erhalten,  weil  t^m  (^n)  nicht  verschwinden  kann, 
die  aoe  dem  Sjeteme  5)  folgenden  Werthe  der  fi  eine  bestimmte  branebbare 
Grofse  derart,  da«8  in  der  m**"  transforrairten  Gleichvng  des  S/stemes  4) 
•ftmoiUiche  Coefficienten  der  Unbekannten  x  ▼eracbwinden  mit  eintiger 
Antnahme  der  Coef&eienten  von  0^%  ^m-^i  ^wf  9t  nämlich  (m), 
i^m  (m  +  0*  und         +2),  80  dass  statt  des  Systemes  4)  das  nene  System 

•)      ••|^^^in(rt*F=0  •  ♦•(p)=»Ofllr|><mnnd 

OD  1  a 

eisehetnt. 

Da  aber  die  die  ünbokannten  x  enthaltenden  Systeme  von  Gleichungen 
4  nnd  6  nur  unter  der  Voraussetzung  gelten,  dass  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen in  derselben  Art,  wie  die  Anzahl  der  Unbekannten  ins  Uueudliche 
wächst,  so  folgt,  dass,  wenn  wir  ein  ins  Unbegrenzte  Wachsen  darch  Lim 


andeuten ,  für  die  Systeme  4)  nnd  0)  genauer  an  sehreiben  ist 

0 


•) 


Xllll  m 


Um 


I  —  OB 


f 


n-2 


(m)  ar«  +  ^»  (»■+ 1)         -f  ♦i» (m  +  2)  ar«+, 


+  ^«+3  («)  +  f*'"lll+4t/^n.+4(«)  +  ...+<*'"«-l  ^«-l  («) 

+i^»«Wl*««o| 

Das  System  Gleichungen  &)  hat  eine  Form ,  die  leicht  auf  die  frttbere 
Normalform  fUr  die  Auflösung  eines  Systemes  unendlieb  Tieler  linearer 
Gleichungen  gebracht  werden  kann;  man  braneht  au  diesem  Zwecke  nSmlich 
BQr  die  Ordnung  der  Gleichungen  sich  umgekehrt  su  denken.  Folgen  nun 
ans  dem  System  ö)  solche  Werthe  der  Unbekannten  fiund  ist  der  Werth  von 

«•  =         »o  beschaffen ,  dass  das  Glied 

fn  W 

ffir  jedes  m,  das  der  Bedingung  genügt:  Lim  0<.  m  <  n  —  1 ,  vernachltts- 

sigt  werden  kann  gegen  die  ttbrigen  noch  in  derselben  Gleichung  mit  vor- 
kommenden Glieder,  so  geht  das  System  8)  Uber  in 


0)  Lim 

SS  OB 


0 
m 


W       +        (»»  +  l)««+l  +  t«'«  (»»  +  2)  «„+1  =  0 


fn  (n)  Xn  =  . 

Die  ersten  n  —  1  Gleichungen  dieses  Systemes  erlauben  nun  Icicbt  die  Ent 
Wickelung  des  Quotienten  zweier  Unbekannten  mit  aufeinanderfolgendem  Li» 
dex  in  einen  Kettenbrnch.  £s  ist  nämlich 
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Ist  zur  Abkürzung 


■,.r(m+r+2) 


80  erhält  man 


<?W+2  — ^«  +  2 


dabei  iit  naeh  dem  System  9) 

und  zur  Berechnnng  des  Wertbes  irgend  einer  der  Unbekannten,  etwa  der 

,  hat  man 

10)  *F+2  ^i»+3       a^n-i  a^n 

Abgesehen  von  den  Voranssetsangen,  nnter  denen  ans  dem  System  8) 
^as  System  0)  hergeleitet  werden  konnte,  wnrde  noch  die  Bedingung  ge* 
stellt,  dass  keiner  der  Functionswerthc  (<;p„,)  verschwinde.  Versohwindeo 

aber  solche  Fanctionswertbe  und  ist  etwa  ((5p^)=o,  (9?^)  =  0,  ((jp,)  =  0  . .., 
so  hat  dies  für  das  System  4)  keine  andere  Wirkung,  als  dass  anstatt  der 
Cocfficienteufunction  t/;^,  •••  die  frühere  Coefficiontenfunction  /j, 

fr^  ft  ...  in  das  System  4)  eintritt,  indem  man  die  y*',  r**,  Gleichung 
des  ursprünglichen  Systemes  von  Gleichungen  ohne  Weiteres  in  das  System 
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4)  aufnimmt  und  dass  man  übrigens,  wie  früher  an  zwei  aufeinanderfolgen- 
den Gleichuiigeu  gezeigt  wurde,  irgend  zwei  Gleichungen  des  uispiiiug- 
licheo  Systemes ,  deren  rechte  Seiten  nicht  verschwinden,  benützt,  um 
ans  ihnen  eine  neue  Gleichung  mit  verschwindender  rechter  Seite  abzaleiten. 

§4. 

Die  inyme  CoeffloiettteBfapotion» 

In  §  2  ist  angeteigt  worden,  dati  die  Aufltfrang  des  gegebenen  87^ 
ttenies  Gleichungen 

«I  (» 

die  Porm  hat 

oder  n^enn  man  die  Wertbe  aller  Unbekannten  s  aasammenstellt: 

Das  System 


GC   '  u 

wird  aufgelöst  durch  das  System 

N  ^  !  • 

00  '^T  ' 
Denkt  man  sich  das  Sj^stem  2}  als  das  ursprüglich  gegebene,  also  die  9  als 
die  Unbekannten ,  so  mnss  notbwendig  aneh,  weil  jedem  tp  des  Systemes  2) 

nnr  ein  einziger  bestimmter  Werth  zukommt,  das  System  l)  die  Lösung  des 
Systemes  2)  darstellen. 

Zwei  solche  Sytiteme  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen  wie  l)und2), 
von  denen  also  das  eine  die  Lösung  des  andern  darstellt,  nennen  wir  in- 
verse  Systeme*,  lieber  zwei  solche  inverse  Systeme  lassen  sich  nun  ohne 
Weiteres  folgende  Sätze  aussprechen: 

!•  Das  inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  unendlich  vieler 
linearer  Gleichungen  ist  wiederum  ein  System  nnendlieh  vieler  linearer 
Gleichongen. 

2.  Das  inverse  System  eines  gegebenen  Systemes  hat  inm  inversen 
System  das  gegebene  System. 

g.  In  dem  inversen  Systeme  wichst  die  Ansabi  der  Gleichungen  und 
Unbekannten  auf  genau  dieselbe  Weise  ins  ünendlicke»  wie  im  ursprüng- 
lichen Systeme. 


*  £nthült  das  gegebene  System  linearer  Gleichungen  eine  endliche  Anzahl  der- 
selben,  so  nenut  man  djisjenipe  System  das  invcrso  desselben,  dessen  rechte  Seite 
je  eine  Unbekannte  muItipUcirt  in  die  Determinante  des  orsprünglichen  Systemes 
enthalteo. 
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4.  Kennt  man  die  Coefficienienftinction  des  inversen  Systemes,  so  er- 
hftlt  man  das  invene  System  des  nfsprttngUeben  Systemes,  indem  man  die 
genannte  Coeffieientenfonetion  an  die  Stelle  der  Coefficientenftinction  de« 
nraprtfnglieben  Systemes  setst  und  an^serdem  die  Rollen  der  Unbekannten 
X  nnd  der  Bekannten  9,  beide  mit  gleiebem  Indei,  mit  einander  vertanacht. 

Durch  diesen  letzten  Satz  4)  sind  wir  in  den  Sfntid  j^osetzt,  sofort  das 
inverse  System  eines  gegebem-n  Sy.sleines  uncrüUicli  vieler  linearer  Gloich- 
UDgen  zu  bilden,  sobald  wir  die  Cootliciontenlunctiou  des  inversen  8y- 
iitemes  kennen.  Wir  nennen  diese  Coet'Hcieiitent'unction  die  inverse 
Coefficientenfun  ction  und  drücken  die  Beziehung ,  dass  (m,  ^)  die 
inverse  Coefticientenfunction  des  Systemes  mit  der  Coefficientenfanctioa 
/o  C'"*  P)  *®'>  analytisch  kurz  au»  durch 

Die  Aufgabe,  welche  jetat  allein  noch  an  lösen  ist,  redneirtsich  nun  darauf, 
^  ('"1 P)  M  bestimmen ,  wenn    (m,  p)  gegeben  ist. 

Durch  Vergleichung  der  Gleichung  des  Systeme»  2)  mit  der  Gleich- 
ung 3),  §  2,  erhält  man  ferner 

Nun  ist  gemäss  der  Bedeutung  von  r«p  und  R 

/•  (0, 9)  ^  +  /o  (1 .  rt  ^ + /i  (a.  ^)  ^  + . . .  +  /i  (»h    ^  +  •  • 

tl  wenn  q  ==p 
0  9^P* 

Es  ist  daber  aneb,  wenn  man  fUr  ^seinen  Werth  einsetat: 

/i 

/.(O»  9)  J  f.  (/».  0)  +  /,  (i,  y)  J u     1)  +•/. v)  ^  A  (P.  2)  + . .  • 

»♦"i  .     ,      N  .  ^  ^      N  .  1  1  wenng=3p 

I  w     M  H 

Da  diese  Gleiebnng  gilt,  welchen  Werth  auch  p  und  q  ans  der  Beibe 
der  positiven  Zahlen  von  0  bis  00  annehmen  mag,  so  folgt,  dass  die  lAm 

(n  1)'  Wertbe,  welche  J  (m,  p)  annehmen  kann,  wenn  m  nnd  p  alle  Zah- 
len Ton  0  bis  II  dnrchlanfen ,  sieb  ergeben  ala  Lösungen  der  Lim  n  + 1 

Systeme  von  Um  n-|-l  linearen  Gleichungen  der  Form: 


^i'r.(p.o)//;(o,p)=>i, 
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.     j         ^0      "'^  ''^o  («.P)  =  0 

Diese  Oleichangeo  sind  sSmmtlieh  linear  nnd  e«  folgt  daraus:  Hat  man 

Dir  JfQ  {m,p)  irgend  eine  Function  beKebig  angenommen,  die  d^rGletebuDg 
3)  für  ein  beliebiges  p  und  y  gonügt,  so  ist  dieselbe  auch  der  einzig  mög- 
liche Werth,  den  Jf^  besitzt. 

Die  Gleichung  3*)  stellt  auch  das  Product  der  y'*"'  Veiticaln.'ihe  in  der 
Detenniiiante  des  urvS|iriiii^lic  lien  Systems  mit  der  />'^"  lloiizontalreihe  der 
Determinante  des  invorsen  Systemes  dar,  wenn  die  Multiplication  nach 
demselben  Gesetze  ausgeführt  wird  ,  wie  es  für  die  Multiplication  der  De- 
terminnnten  gilt.  Da  dieses  Gesetz  offenbar  ancb  dann  noch  gilt,  wenn  die 
Ansabl  der  Elemente  einer  jeden  Determinante  anf  gleiche  Weise  ins  Un- 
begrenate  wächst,  nnd  da  in  der  durch  die  Multiplication  ersoheinendeii 
I>etermtDaiit6  alle  Elemente,  mit  Ansnahme  der  in  der  Diagonalreibe 
stehendeii,  die  simmtUeb  der  Einheit  gleich  sind,  verschwinden,  so  folgt 
der  anch  Ittr  Systeme  unendlich  vieler  linearer  Gleichungen 
giltige  Satz:  Die  Determinanten  inverser  Systeme  sind  zu 
•inander  reciprok. 

Die  Sätzti  1  bis  3  iu  diesem  l*aragraphen  können  nun  leicht  nnd  be- 
stimmter in  der  analytischen  Furmel  zusammeugefasst  werden : 

Ist 

I)  y/;(»i,/»)  =  F,(«t.p), 

•0  ist  anch 

Sind  snr  Anfldsung  vorgelegt  die  beiden  Systeme: 


0 1  00 


nad 

0  TT 

10  unterscheiden  >iih  diese  hniden  Systeme,  die  wir  (4ienfalls  wie  in  dem 
Falle,  wenn  die  Anzahl  der  Gleichungen  beider  endlich  ist,  conjugirt  nen- 
nen wollen I  dadurch  von  einander,  dass  die  r'**  üorizontalreibe  der  Coeffi- 
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eienten  der  linken  Seiten  des  einen  Systems  die  r**  Vertiealreihe  im  andern 
Systeme  ist.  Ist  nnn  die  AnflOsting  des  Systems  3): 

5)  -  = 

80  lehrt  eine  einfache  Betrachtung  der  Gleicbuug  3),  §  2,  dass  die  Lösuug 

des  Systems  4)  dargestellt  wird  durch  das  System 

0  i 

•)  "  ^0  {Pt »»)  «JPji  — «■ 

OD '  « 

In  den  Systemen  5)  und  6)  ist  der  Sets  ausgesprochen:  Die  inTer« 
sen  Systeme  einander  conjugirter  Systeme  sind  wieder  eon< 
jogirte  Systeme. 

Auf  die  Coeffieientenfnnctionen  ttbertragen,  lautet  dieser  Sats: 
Ist 

II)  //•oK/>)  =  ^oKp), 

80  ist  aach 


Hat  man  femer  lor  Anf Itfsnng  das  System 

«1  <7 
oo '  o 

and  wird  dasselbe  gelöst  durch 

•o  steht  die  Auf  iSsnng  dieses  Systems  in  nahem  Zosammenhange  mit  der 

AllflfoUDg  des  folgenden  Systems: 

WO  tp{p)  oin  nur  vom  Argunionte  p  ahliängiger  Factor  ist;  setzt  man  näm> 
lieh  -^i p)  !/f>-^  -T^py  so  geht  das  vorgelegte  System  über  in  das  frühere.  Um 
also  t/p  zu  erhalten,  hat  man  den  Werth  von  ,  wie  er  sich  aus  dem  ersten 
System  ergiebt,  noch  durch  '>p{p)  zu  dividiren,  oder  um  den  Werth  von 
zu  erhalten,  muss  man  die  inverse  Coefücieuteofunctiou  des  ersten  Systems 
darch  ^{m)  diYidiren,  folglich  hat  man: 

oder: 

in)  JUm^p). 

Ist  femer  die  Aoflösnng  von 


gegeben  dnrch 
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0 1  y 


•o  gelingt  aoeh  die  Auflöbung  de«  Syatema 

°l  ^  I 

WO  xC*")  Argamente  m  ebh&ngiger,  nicht  venehwindender  Fae- 

tor  Ist,  leicht  durch  das  erste  System.  Diyidirt  man  nämlich  in  dem  letste- 
reo  System  die  m**  Gleichung  doreh  2(">)t     entsteht  das  neue  System: 

das  verglichen  mit  dem  ersten  Systeme  die  Auflösung  haben  moss : 
oder 


m 

OD 


xip) 

Anf  die  Coefficientenfonctionen  übertragen,  liegt  hierin  der  Sats: 


IV) 


Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Sittse  UJ)  and  IV)  in  einem  einilgen 
Lehrsatse  durch  Worte  aossadrttcken;  in  Zeichen  geschieht  dies  dareh 

V)  /i|.(p),(«)/;(».rt=^j^^;^^/A(-.p). 

Ist  ferner  nur  Auflösung  vorgelegt : 

0  * 

und  h&t  ffj(m,p)  die  Form: 

WO  die  Functionen  und  ^  Argumente  ihre  ludices  gebrauchen,  so  neh- 
men wir  noch  die  beiden  Systeme  an: 


«) 

nnd 

«) 


0 
tn 
«0 

0 


P  mXp        —  "m  j. 


Entnimmt  man  ans  dem  Systeme  0)  den  Werth  von  Vp  und  setst  den- 
selben ein  in  das  System  8),  so  wird  die      Gleichung  dieses  Systems: 


In  dieser  Gleichung  ist-aber  der  Coefticicnt  von  Xp: 
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Das  zur  Auflösung  vorgelegte  System  kann  also  gedacht  werden  aU 
da«  Resultat  der  zur  Auflösung  vorgclegteo  beiden  Systeme  8)  und  9). 

Die  Coefficientenfunction  f^ijn^p)  ist  gebildet  nach  demselben  Gesetse, 
nach  welchem  das  p^*  Element  der  m*"*  Horizontalreihe  in  der  Determinante 
gebildet  werden  mnss ,  die  dai  Prodact  der  Determinanten  der  beiden  Sj- 
Sterne  8)  nnd9)  deratellt;  nennen  wir  also  B  die  Determinante  des  ▼ofgeleg* 
ten  Systems  nnd  i?|  nnd  resp.  die  Determinanten  der  Systeme  8)  und  0), 
so  gilt  die  Gleichung: 

Ist  nun 

so  ist  auch 

1 « F.  (p,0) /(0.P)  +  ^0  (P,  1)  /"o  ( l, ;>)  +     (P»2)  f.  (2,p)  +  . . . 

+  ^9  iP% «)  /o  («iP)  +  .  •  •  • 
oder,  wenn  man  die  Werthe  von  f^{ii^p)  elnsetst: 

=  R  Fo  (p,  0)  G^o  oZ^  +  0*1  t +  «♦i  tXn  +  . . .  +  »tr  rX^  +  . . . ) 

+        (/>, l)  (,*,oZ?  +  ,ti  tU  +  t^tZ^  +  •  •  •  +  l*r  rZ^  +  •  •  •) 


Ist  hierin  M  der  Coefficient  von  «Xp' 

R  F,  (p.Oj oll'-  +  (p.l)  +  . . .  +  ß^«  (P.w)  m'^m  + 
Ist  femer 


so  ist  auch 


oder 

=        pJ^ttZp  +  -^1  ^p^i  fZ#  +  •  •  •  +  -^i  ^ "If  +   .  » B; 
es  ist  also  auch 

Durch  Vergleichung  der  beiden  ftir    geftindenen  Werthe  entsteht  nun: 

^1 1^«  r*'ml  =     ^Up.O)]      +  [R  Fo  (j.,l)J  »^«  + . . .  +[R/o(P,»»)] 

Ist  femer 

nnd  ronltipliciren  wir  die  vorige  Gleichung  mit  r^m%  «od  addiren  darauf 
alle  so  entstehenden  Gleichungen,  wenn  m  alle  ganssahligen  Werthe  von  0 
bis  00  annimmt,  so  entsteht: 

R,Rt  ^mrVmpX^^  ^-[Fo(p.a)r9'«o*-+i;(P.Or«Ui*« + 

w  u 

Oder,  wenn  man  beachtet,  dass  * 

R=Ä,i?, 

nnd  dass 
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Hierin  iat  der  Sets  ansgesproehen: 
Ist 

nnd 

80  ist  auch     

H«t/«(m,p)  die  allgemeinere  Form: 

0  12  r 

SO  kaan  dieselbe  auf  die  Form  im  Lehrsatz  VI)  gebracht  werden,  weoo 

r  r  r  r 

Ii)  -r=-?. 


Es  erfüllt  nämlich  nicht  nnr  die  Form  von  f^{m^p)  im  Lehrsatz  VI) 
die  in  den  Gleichangen  U)  ausgesprochene  Bedingung,  wie  man  leicht  er- 
kennt, wenn  man  ^ 

setzt,  sondern  man  kann  auch  umgekehrt  mittels  der  Gleichungen  11)  die 
Fnnctionswerthe  von  tn'ii'r  nnd  rXp  bis  auf  coastante  in  sie  multiplicirte  Fec- 
toren  ermitteln;  so  folgt  «.  B.  aus 


nnd  ans 


r 


wodurch  alle  %  bestimmt  sind  bis  auf  diejenigen,  welche  den  Werth 

you  /t(0,0)  bilden;  Hir  diese  ist  aber 

r 

giltig  für  ein  beliebiges  r. 

£a  sei  endlich  in  dem  zur  Auflösung  vorgelegten  System 

0  I  ^ 

* /•("».P)  d^y  =  9. 

wo  die  Fifiietionen  ^(iR,p)  nnd  ^c(m,p)  weiter  keinen  besonderen  6e* 
sehrlinkungen  unterliegen  mSgen. 
Alsdann  ist  nach  S) ,  §  2, 
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Die  Determinante  B  ist  aber  bekanntlich  gleich  der  Samme  aller  der  De- 
terminanten, die  man  erhftlt,  wenn  man  in  der  nrsprttnglichen  Deternunante, 
die  ala  Elemente  nnr  die  Fanetionswerthe  9o("*tP)  enthtit,  alle  möglichen 
Combinationen  bildet ,  indem  man  statt  einer  Horisontalseile  mit  den  Föne- 
tionswerthen  (Po(fn^p)  «ine  eolche  mit  den  Fnnetioniwerthen  tlft(m,p)  tob- 
stitnirt,  bis  man  auf  die  Determinante  kommt,  die  nnr  die  Fanetionewerthe 
%fo{m,p)  enthSlt. 

Bezeichnen  wir  eine  dieser  Dcterminauteu  mit  Jivt  so  sei  auch 

Denten  wir  entsprechend  die  Elemente,  welche  an  Bw  gebaren,  durch 
f^üfi  an,  so  ist  auch   

setst  man  die  gefandenen  Werthe  Ton  R  nnd  m^f,  in  die  Torige  Oleichnng 

Jf9(mtp)s=^^  ein,  so  erhält  man  den  6ata: 
Ii 

Ist 
seist 

vn)    J/o(«»p)=^  [vo(«.p) + =^4r-^. 

wenn  11^  irgend  eine  der  Elementardeterminanten  bezeichnet,  die  man  er- 
hält, wenn  man  zur  Bildung  der  Horizontalreihen  entweder  nnr  die  Func- 
tionswerthe  9o('"tP)  ^^^^  '^»i'^tP)  benützt,  deren  Element  allgemein  durch 

beseiebnet  ist,  nnd  wenn  das  Zeichen  andeutet,  dass  alle  Com- 
binationen, welche  bei  der  Bildung  der  Elementardetermiuanteo  gewonopn 
werden  können,  genommen  werden  sollen. 

Durch  die  Sätze  I)  bis  VII)  in  diesem  Paragraphen  ist  die  eingangs- 
erwfthnte  Aufgabe  gelöst,  nämlich  die  Keduction  der  Berechnnng  complicir- 
terer  InTcrser  Coefficientenfnnctionen  auf  die  Berechnnng  einfacherer  in- 
Terser  Coelficientenfnnctionen. 

AnwiBdiiiigwi  dar  biilMrig«ii  Thaori«  auf  apeoielle  BfitoM 

▼OA  Qleiohiuigeii. 

Es  sei 

Das  ZOT  Auflösung  vorgelegte  System  lautet  also : 


0  I 

0  -Lg- 


P  U/"  JCf  =  9, 
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vacl  es  sind  und  vor  der  Hand  noeh  aobestimmte  Fimotiotten  resp. 
Ton  p  nnd  tu. 

Bereits  frfiber  wurde  das  System  aufgelöst,  in  welchem  9«,»^  war; 
die  dort  gefundenen  Werthe  von  f^{q)  sind  ancli  bier  wieder  branebbar,  da 
in  .beiden  fraglichen  Systemen  die  linken  Seiten  identisch  llberelnstim- 
nen«  Bs  ist  daher  anch  hier 

fn  [q)  =  («9  —  Cfo)  («9  —  «1)  («V  "~  "2)  •  •  •  ("9  —  «n  -  l). 

Nach  den  früheren  Formeln  finden  wir  ferner  für  die  (qo„)  die  Werthe: 

(gci)  =     —  ao<Po» 

(Ti)  =  <3Pt  —  (t'o  +  «0  <Pi  +     «1  90 1 

(V«)  =  5>f  —  («•+  «I  +  «»)  9«  —  («•«!  +       +  «I «t)  9i  —  «^«1  «t ?PW» 

n  r«g 



wenn  in  dem  Werthe  Ton  (^)  allgemein  nnd  das  Zeichen  £  mit 

den  darnnter  stehenden  Indiees  bedeutet,  dass  die  symmetrische  Fnnetlon 
SIS  der  Reihe  der  Elemente  ««,  a'i,  a'f-ft«— 1  und  yon  der  Form  der 
einsehieii  Glieder  angenommen  werde,  als  das  eine  hinter  27  angefahrte  an- 
giebt. 

Man  erkennt  leicht  das  Bildnngsgesets  der  für  ein  ondlicbes  n  nnd 
kann  durch  den  Schluss  vom  Gliede  auf  das  («+1)'^  Ghed  die  all- 
gemeine Giltigkeit  der  eben  für  (gj„)  angegebenen  Form  auch  für  ein  in's 
Unendliche  wachsendes  n  nachweisen;  dasselbe  gilt,  wie  schon  früher  be- 
merkt wurde,  von  fn(fi)^  «nd  da  die  Determinante  des  vorgelegten  Systems 
Ton  Gleichungen  das  Product 

/•.(0)A(lJ/'.C2)/.(3).,./-nC")... 
ist,  so  erkennt  man  daraus,  dass  das  Torgelegte  System  Gleichungen  so 
lange  Ton  einander  nnabbängige  Gleichungen  enthält,  als  sämmtliche  von 
emander  yersebteden  sind. 

Man  erhilt  femer  nach  den  frflheren  Formeln: 
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Aneb  die  Reihe  dieser  Werthe  A  kano  dweh  den  Sehlnts  ▼om  n*^ 
GHede  aof  dts  (fl+l)**  Glied  ala  allgemein  giitig  nachgewiesen  werden. 

Setst  man  die  ehen  gefundenen  Werthe  in  die  Formel  f&r  jp^  4),  {  2, 
ein,  so  entsteht: 

1  

^''^f«,,  — «o)'«/;  — «iM«;»— «|)..»(«^— «>+l)-- 

+  9,         a'^a  I « t . . .  «V— t  •  •  • 

+  qPt  a  0  «'  I  «'t  •  •  •  «V  ~  1  «V+a  •  •  • 

+  9m  o  o«'t «  «  . . .  «V-t  «V+l  •  •  • 

 1» 

wobei  das  Zeichen         »llgo™«*»  bedeutet,  dass  man  ans  der  Reibe  de? 

Elemente  a'oa'io't ...  a'|,-^ia^^i  a'|,^.2...  symmetrische  Functioueu  bilde, 
deren  jedes  Glied  die  Form  des  hinter  angeführten  hat  nnd  soviel 
weniger  Elemente  der  eben  hingeschriebenen  Reihe  enthalte,  als  der  inner- 
halb des  Zeichens  Z  stehende  Werth  (m)  besagt. 

Der  eben  für  Xp  gewonnene  Werth  erlangt  eine  sehr  ttberstebtliehs 
Form,  wenn  wir  die  Function: 

2  _  (a  —  ttp)  {z  —  Kt)  (:  —  er,)  . . .  (t  —  ^p-}\  (g—  «/>-f  i)  (- —  4i2)^- 
(a, — ao ) C —  of , ) (a^  —    ) . . . (cf,,  —  of^ - 1 ) ( c^,,  —  cf,, -f  1 )( «/^  —    +  2 )  •  • . 
einführen.  Entwiclcelt  man  nämlich  Z,  nach  Potenzen  von  z,  so  mag  die 
Entwickelang  lauten: 

nnd  es  setgt  sich,  dass  allgemein  ^il»  gerade  der  (Joefficient  Ton  ^  in  dem 
Werthe  von     darstellt.  Es  ist  also  auch 

2)  —  p^o9i  +  ^''i  Vi  +  J»^t  Vi  +  •    +ir^«  V«  +  •  ♦  • 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  nun: 

J  ap'^  =  m^p  I 

nnd  umgekehrt  nach  I),  §  4 : 

"  JA    —  « 

*'  m-^p  —  "p  • 

Soll  nun  wirklich  die  Gleichung  2)  einen  brauchbaren  Werth  für  jedet 
Xp  darstellen,  so  rauss  nnch  §  1  der  Kost  der  Reihe  in  dem  Werthe  von  Xf 
durch  Vermehrung  der  in  dorn  .System  l)  bonützten  Gleichnnj^en  für  ein 
beliebiges  p  kleiner  gemacht  werden  können,  als  irgend  eine  uocli  so  kleine 
Grösse  d.  Eine  hierauf  beatigüche  Untersuchung  kann  aber  erst  weiter 
gefahrt  werden,  nachdem  man  den  Functionen  ipm  und  ihre  besümmten 
Formen  gegeben  hat. 

Es  sei 

Alsdann  ist: 
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• 


1 


[-;^.v(-l)(-Ä)(-Ä)-]„.„„... 

I 

L      (2/^  +  l7 J  »sirxi«, 


1 


(2j>+l)«»« 

(2/>  +  l)»\      2«.2!^2*.4!  2».6I^"7 

C2//+1J»*)  2».2!;^^V^«         2'.  21  "^2*.  41;* 

{q'  ~  e"-«'-«!     «.2«. 41     2«.  öl) 

+   

,(l  l  ,  !  - 

■^V^-  ^''^'.2*.2!"^^^-».2*.4l 

+  ^.2»— »(2r-2)l"*"i^^'^)*'+-  •  j* 

Hiernach  ist: 

T  •••^j|/.22/'-2(^2p~2jl"^22/'(2/;)lj' 

weoD 

i/  =  (2m + 

Schreiben  wir  hierfür  in  leicht  verständlicher  Abkttrsnng: 

ZtllseliriA  f.  MathaBtlik  «.  Pkftik,  XV,  4.  |g 
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80  ist  nach  V},  §  4,  aaeh: 


also  aoeb: 

und  nach  I)*  §  4: 

damnaeb  aaeb: 

so  ist  nach  II),  §4,  die  LSsung  des  Systemes: 

M 

gegeben  durch 

Es  sei  ferner  noch 

—  ♦  I 

alsdsDD  entsteht  fOr  den  Werth  von  Sp  einfach : 


'      "      (2P  +  1)»'   t   ^    ^  (^±±i  Y 

Unter  den  gemachten  Annnhmen,  nXmlich: 

=  (2/t>  +  1)'  71»,  <?>m=2"', 

errtillt  nun  der  für  Xp  gefundcuo  Werth  die  an  ihn  nach  §  1  zu  stellenden 
Bedingungen  für  ein  beliebiges  ». 

Der  bier  fiir  Xp  gefundene  Werth  giobt  nun  auch  durch  Substitution  in 
dHs  zur  Auflü-HUiig  vorj;ol«'gto  System  Gleicbungen  zu  neupn  Kntwicke* 
lungen  Gelegeobeit.  Substituirt  man  näuilich  in  die  m'*^  Gleichung: 

« 

SO  entsteht; 

n  rof  iVr     ,     .,51«.  cos  \  V z  ,  .    . ,   5  rt .  cos  i  iTz 

\¥/  ~  4  \T/      4       *         vT/  ~  T 

Oder  wenn  wir  die  Gleichung  mit  scc  i  multipliciren  und  aUdann  statte 
4  u'  schreiben :  (^/^  =  u) 
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1«_  (8;j)2m   Köw)'"   +...«=(2M)»"WCif, 


(f/-  (t)'- 


•iiie  OleiehnDg,  die  richtig  iit  für  jedes  ganze  positive  m  und  ins  der  für 
M=0,  die  bekennte^  Entvkkelutig: 

(fj-"'"©'-'  (YP""""" 

folgt. 

£fl  sei 

Alsdenn  ist 

l 


,  _    *     (P  +  i)'  »>'  2^)     ~  3' «')  • " 


1  1  /- 
 .  "7^  *  1«  ^  M 


1 


+  1)'  «•  J«s(ii-|.l)t«l 


1  !  V* 

wenn  k=^{p-\-\)*  ji», 

"^ifr(2r-I)l'^(2r+l)l/  "^^  •  l* 

Hieraus  folgt  als  Werth  der  iuversen  CoefficientenfunctioD : 

18» 

^  kj  .^  .d  by  Google 
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yrenn  iV=(in  + 1)*  «*. 

Aus  dieser  Glpichung  8)  lassen  sich  mit  llilfo  der  Sätze  in  §4  leicht 
eine  grosse  Anzahl  andrror  ableiten,  naineutlich  wenn  luan  noch  die  vorhin 
unter  1)  gew»)nnenpii  Ket-ullatc  mit  benülzt.  Wir  übergehen  diese  Ablei* 
tungen  hier,  da  dic^c]Len  za  weit  vom  Ziele  dieser  Arbeit  abführen. 

I8t  nun  speeieil  noch  q)f^ssst^^  eo  wird  a-^ss^  und  e«  genfigt  wie- 
denim  der  für  geAindene  Wertli  den  in  §  1  an  ihn  geatellten  Beding* 
nngen. 

Setst  man  die  fttr  die  Unbekannten  gefundenen- Werthe  ein  in  ir- 
gend eine  der  Gleiebnngen  dee  nrsprOngUch  gegebenen  Sjretemes,  b.  B.  in 
die  m**  )  flO  erbttlt  man : 

2  sin  }/z  i   ff^"»       {inf'^       (3«)**  —  } 
7/~     <        *  ?  ■•"  +  '••(—,«1 

eine  Gleichung,  die  giltig  bleibt,  welchen  gansen  poiitiren  Werth  m  auch 
annehmen  möge 

Die  eben  gewonnene  Entwickelung  Iftut  sich  anch  in  der  Form 
achreiben : 

l/«        I  ?f  — «  2*71*— X  3'7C»-J^  ( 

2  sin  l/ z 

Oder,  wenn  man  durch  w^™.  ;= —  dividirt  und  dann  i  =  m'  setzt: 

V* 

Kür  OT  =  0  entsteht  hieraus: 

Kine  Entwickelung  für  die  Cosecante,  die  symnietrisclier  verlÄuft,  als 
die  gewöhnlich  unter  ähnlicher  Form  für  diese  Function  gegebene  Knt- 
wickelung. 

§<• 

Es  sei 

wo  üp  nur  von  nur  von  m  abhängig  ist. 

Das  Bur  Auflösung  vorgelegte  System  linearer  Gleichungen  lautet 
demnach : 
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im 

SS« 


m 


4J'  + 


Wir  stellen  zunächst  die  Noniialform 

0 


lim 


fm  (P)  ^>  =  (<3Pm) 


/•(p)  =  0  fUr  p<m, 
her.    Zu  diesem  Zwecke  tnnltipliciren  wir  znnftcbst  allgemein  die  m** 

Gleichung  mit  aQ-^bm^  wodurch  das  gegebene  System  übergeht  iu: 


Um 

»=00 


m 


In  clie>cm  System  ziehen  wir  nun  die  0'*  Oloichung  von  jeder  folgenden 
«h;  dadurch  füllt  in  allen  folgenden  Olcichungen  die  UubekauntO  fort 
uud  der  Coefiicient  von     in  der  m'*^"  Gleichung  wird: 

«p  +  *»     «P  +  *0      («p  4- M        +  *o)  * 

Anstatt  des  gegebenen  Syatemes  erhalten  wir  also  das  neue: 

Bringen  wir  in  dem  System  für  m  >  1  den  allen  Gliedern  der  linken  Seite 
derm''"  Gleicbang  gemeinsohaftlichen  Factor  bf^^b^  auf  die  rechte  Seite 
und  setsen  wir: 


*^  P  —  j.   I  _  *^  p ' 


*0  +  "p 

•   ilpC — • 

60  cutsteht  aus  dem  letzteren  System  für  m>l  das  neue  System: 


Um 


rn 


Vp  -^V==^'- 

-4-^  + 


Dieses  neue  System  ist  ganz  wie  das  ursprünglich  gegebene  geformt, 
mit  dem  einsigen  Unterschiede,  dass  der  niedrigste  Index  m  nicht  0,  son- 
dern 1  ist.  Ans  dem  suletit  erlangten  Systeme  muss  sieh  daher  das  neue 
•hleiten  lassen: 


weuu 
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V«  6711^:  • 


Ans  dem  Torigen  Systeme  folgt  nun  das  fernere  System: 

U.  8.  f. 


3 

Hm  „ 

n 


Hiermit  ist  aber  die  gesaehte  Normalform  des  gegebenen  Systemes  ge- 
ftrnden,  indem  wir  von  dem  gegebenen  Systeme  sowohl»  wie  von  dem  trans- 
formirten  allemal  nar  die  erste  (beginnende)  Gleicbuni,^  beibehalten.  Die 
gesnehte  Normalform  ist  daher: 


0  I 

Jim    „I   .  say"-. 


a 


Dabei  ist  aber 


Nach  unserer  früheren  Bezeichnung  ist  also: 
wo,  wie  man  leicht  findet, 

^              ''/i  j  I  +  ''/i  ''p  4  2  +       +  i 
mA»^i=  -    —   • 

Op~^'r  +  i   "p  — <V  +  2 

(öji  —  'V + 1 )  i"p  —  'v + 2)  ("p  —  + =0 
^        (ftp+i_+«p^  ( W>  +  "p)       +   )       -H <'i''h) 

Um  nun  J — \—r-  zn  finden,  bestimmen  wir  den  Coeffioienten  von 

im  Werths  von  .Tp.  Hierzu  ist  aber 

9«— r — 7-  ^'iw"!  r~9oi 
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- 6.  -  6,  6,  -  6«         6,  -  6,  fr,  -  6,  frV- 

.        «t  +  *m    ,        «1+^  . 

V  «=  r  ^r-  9  «  —  r  r -  V  • 

«0  +  ^1  «I  +  ''l  ««  4-^1  ^0  +  ''o  «I  +  K  f't  +  ''o 

  .  _  —   ^1  —  •   —    ^'•t 

_  K  +    i^h  +  />.)  («.  +  ft.)  («j  4-  'aO 


-  ^>^)      -  ft,)  C^,  -  A3)  (63  —  b^) 

_    4-  ^)  («I       («t  +  <>t)  («.  +  ^) 


Vi 


(60  -  A.)  (6.  -  6.)     -  6«)  (6,  - 

-  *i)  (*t  -     (*s  -  *i )  (b,  -  6«) 

(A|  -  M      -  ^)      -  *o)      -  *«) 
 »t 

II.    ( 4- '>«,)(>/, +  /'  4-/'in) 

K4-^m-l)(^^4-^^w~l)..(<^m-l4-A|n-l) 
("y  4-  Am-?)  («1  4^A„_2)  .  ^  •  . 

. .  ,{am-^'^bm-9)  4-friw~»)  

*  ..  (6„_,-6.^)(6«.,-6«_,)(*«.,-6«)''— * 

_ (%4-^^/i-3)0^ 4-AiH^) ... 

(°"»~34-Am-a)  («-•:^+*«-3)  («nf-l -ym-s)  

.  . .  —  Am-3)  —  A„_3)  (/>„,_!  —  fe„_3)  (A„  _3  —  b,„) 

'^o4-Ao)(a,4-/0(^.4-A..).-  ^ 

(A,-^«j  C^t-Aj  (.A,-/g.  ((^o-A^j  '^o- 

SeUt  man  die  erhaltenen  Wertbe  der  A  und  in  die  vorige  Gleieb- 
S)  ein,  ao  erbSU  man  als  Coefficient  von  ipmi 

Um     +   

■=  *  («0  ^      (''i  —  '^y)  '  '  ("p  -\—"p)  {"p  4- 1     "p)  i^'p  +  2  —  ^'p  ^  •  • .  (^n  —  f'p) 

w  (g(|4-Aw)  (q I  4-  Am )  •  .  .  ('»//^- 1  4-  Am )  ("p  f  I  4-  Am )       -I  2  +  Am ^    •  •  ("n  +'  m) 

(Ä«-      (6,  -  A«j . . .  (6. . ,  -  6«)  (6« + ,  -  6«) . . .  CA.  -  bm) 
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oder: 


^m  +  "p 

Vertauschen  wir  iiocli  in  diesem  Ausflrucko  die  Indnxe  p  und  m  mit 
eiunndcr ,  so  stellt  dann  derselbe  die  gesuchte  inversc  Cocltkieuteufuactiou 

/ — ^-T"  dar.   Um  eine  kOrsere  Formel  fUr  dieselbe  sn  erhalten,  führen 

wir  die  Functionen  ein : 

G  (n)  =  (u  +  «n)  ("  4-  ''i)  ("  +  "0  • . .  C"  +  ^n), 

C'  (f/)  ^  (  M  —         (m  —  rt, )  („  -^„j)  ...{it  —  «„)  , 

//'  (pj  =    -         -  6.)  (^y  -      . . .     -  6,). 
Alvdonn  entsteht: 


Das  behandelt«  l^ystem  von  Gleiclmngen  enthält  nun  so  Innge  keinen 
Widerspruch,  als  das  Product  der  durch  Gleichung  l)  d<  finirten Functionen 
fm  (»0  nicht  verschwindet.  Verschwindet  daher  in  dem  Prodnct  dieser 
Functionen  der  Nenner  nicht,  so  darf  auch  der  Zähler  nicht  zu  Null  wer- 
den, oder  es  müssen  die  sNmmtlichen  mit  a  bezeichneten  Fanctionswertbe 
von  einander  verschieden  äein.  Verschwindet  der  Nenner  oder  wird  der* 
selbe  nnendlich,  so  darf  im  ersten  Falle  nach  der  Zähler  in  nicht  höherer 
Ordnung  zu  Null,  im  zweiten  Falle  in  nicht  niederer  Ordnung  unendlich 
«erden ,  als  der  Nenner.  Sind  diese  BedingunjEen  erfüllt,  so  mttssen  noch 
die  Functions werthe  fpm  die  Eigenschaft  haben,  dass  der  vermittelst  der  in- 
▼ersen  Coefficientenfunction  leicht  darstellbare  Werth  irgend  einer  der  Un- 
bekannten iß  sich  nur  um  einen  Werth  6  ändert,  der  kleiner  bleibt,  als 
irgend  eine  noch  so  kleine  gegebene  Grösse  c,  wenn  man  die  Ansah!  n  der 
Gleichungen,  die  die  Werthe  der  ersten  n  Unbekannten  lieferten,  um  eine 
beliebige  Anzahl  vermehrt 

Die  Auflösung  des  eben  behandelten  Systemes  von  Gleichungen  kann 
in  einem  bestimmten  Falle  leicht  auf  die  Auflöhung  des  im  vorigen  Pars* 
graphen  behandelten  Systemes  inrttckgeftthrt  werden.  Ist  nftmlicb  die 
CoefScientenfhnction 


so  beschaffen,  dass  entweder  sKmmtliehe  I  dem  absoluten  Werthe  nach  grös- 
ser sind  als  sämmtliche  «,  oder  in  derselben  Besiehnng  sämmtliche  «  grös- 
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»er  sind  als  sftmmtliche  /,  so  kann  man  die  Entwickolung  der  Coefficienten' 
1 


fiiDction 


im  ersten  Falle  vornehmen  nach  anfsteigenden  Potensen 


▼OD      im  sweiten  Falle  nach  anfsteigenden  Potensen  von  — .   Da  die 

Reclinung  in  beiden  Fällen  ziemlich  dieselbe  ist,  so  führen  wir  sie  nur 
durch  für  den  Fall,  für  welchen  die  Entwickelnng 

eine  eonvergente  ist.  In  diesem  Falle  kann  nXmIicb  das  System 

0  I    n  I 

oder  das  System 


oi  »  I 


geldst  werden  mit  Hilfe  der  beiden  einfacheren  Systeme: 


A) 
B) 


Um 

Um 


n 


Nach  %  4  entsteht  nftmlich  nicht  nnr  das  wirklieh  sn  lösende  System 
SOS  den  beiden  Systemen  A)  nnd  B),  sondern  es  kann  anch  die  inverse 

Coefficientenftinction  des  wirklich  sn  lösenden  Systemes  leicht  ans  den  in- 

rersen  Coefficientenfnnctionen  der  Systeme  A)  nnd  B)  abgeleitet  werden, 
während  diese  Ci)e<lieioutPnfunctionen  selbst  wieder  leicht  ans  dem  im  vori- 
gen Paragraphen  bebaudeiten  Systeme  bescbaÜt  werden  können. 


Nach  VI),  §4,  ist 


Nach  §5  ist  aber,  wenn  wir  ^ranz  die  dortige  Bezeichnung  beibehalten, 

Um  ferner  )  erhalten,  benüiüeu  wir  den  ÖaU  Ilj  in  §4  und 
die  Resnitate  in  §  ö.  Es  findet  sieh  dann 

wenn  ,j^p  erkitrt  wird  dnrch  die  Relation : 
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0-i;)G--7r)G--^)-0-/7=;)G-/;7.)0 


Es  ist  daher 


nndnach  IV),  §4, 


Bei  Vergloichniig^  iliesor  Formel  mit  der  früher  für  das  vorgelegte  System 
Gleichungen  eilungteu  Werthe  der  inverson  CocfficieDtenfuoctioa  bekom- 
men wir  hier  die  allgemeine  Siiuimationsforuiel : 

^     ^  .   _!_ 

die  giltig  ist,  wenn  man  in  den  frttberen  fftr         H*  und  &  angegebenen 

Werthen  allgemein  statt  a^,  —ct,„^  statt  b„,  tp  setzt  nod  deren  weitere  QU- 

tigkeitsbedingungen  dieselben  bind,  wie  die,  unter  denen  überhaupt  die 
beiden  durchgeführten  Lösungsarten  des  vorgelegten  Systemes  möglich 
waren. 

Die  analoge  Sommenfermel ,  die  folgen  würde,  wenn  wir  aanftfamen, 
dass  sämmtliche  a  grösser  als  sämmtUche  i  iiind,  kann  leiebt  in  analoger 
Weise  hergeleitet  werden. 

Wir  gehen  nnn  dasn  Uber,  den  in  der  allgemeinen  Bereehnung  des 
Torgelegten  Systeme«  von  Gleiehnngen  noch  nnhestimmt  gelassenen  Wer* 
then  der  o,  k  und  <p  specielle  Formen  so  geben.    £s  sei  sauSchat 

1 

Alsdann  ündet  man 

^'  "        (a .  +  fto)  C«,  +  6'.) («;  +  ^)  . . .  ia\  +  W 

und 

(«•  —  a«)  (<U  —  Ol»)  . . .  (fl«  -I  — 

X    ^ "  o  —  ^0^  (^'o^ **! ^  '  •  («i»  +  fem -|.  t)  (ffw  -H  fem  +  a)  . . .  (flm  -H 
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 ("'<,  —  ff»)  

Auf  denselben  Werth  von  am  muss  man  im  Allgemoinon,  so  Iniij^e  n  endlich 
ist,  stets  nothwend ig  auch  kommen,  weoQ  man  deu  aogeuommenen  Wertii 

fOD  go«  s  ,  I      in  die  obige  allgemeine  Formel  snr  LSsnog  des  vor* 

+ 

gelegten  Sjatemet  von  Gleichungen  einsetzt.    Dieser  Werth  iat  aber: 

—  «il       («w  — ««-l)(<»«i'-«J«i  +  l)  ...  (Om  — ««) 

Vergleieht  man  die  beiden  für  Xn*  gefundenen  Warthe ,  so  entotebt  bei 
Weglasanng  gleicher  Facturen  die  all  geraeine  Summenformel: 


X    -  J- 


(«'•  —  «« )  («  •  +  {«  •  +  ^1 )  . . .  («  0  +  *• )  * 
Diese  Fqrmel  gilt  anter  denselben  Bedingungen,  unter  denen  das  vor- 
gelegte System  Gleichungen  ttberbaopt  auflösbar  Ist  und  sie  gilt  aueh  noch 
Air  ein  unendlicb  grosses  n,  wenn  die  beiden  Warthe  ron  x„,  (m  allgemein 
•ine  beliebige  ganze  positive  Zahl  zwischen  0  und  n  incl.),  ans  denen  diese 
ßniiimenformol  abgeleitet  wurde,  durch  endliche  Aubtli  ücke  der  gebrauchteu 
Form  dm  stollbar  sind. 

Wenden  wir  im  Besondern  auf  diese  Summenformel  die  erlaubte  Sub- 
stitatioo  an: 

bp—p\    a«  =  ti  +  ffl, 
•0  entsteht  auf  der  linken  Seite : 

V  ( - 1 V«- -  +  ■    + p   0  (^^ + p   •)  •  •  ^ + ^  + 

"  0*-H  0    +  •-^)  .  •  •    +     j  I  ^  fL+^ti  .  "  +  '" 

T'  2  •    {<      "114: i  •^4ri-«'^^~i-„^,«4rj-,74.^,;:|."^  + 

Die  in  Klammem  eingeschlossene  Summe  Ittsst  sich  nach  der  Ganssi** 
•eben  Beseichnungsweise  kttrser  darstellen  durch 
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Die  reehte  Seite  der  Snromenformel  giebt  dagegen : 

,   (« —«'oX«  — «0+  0  "  Oir:L^o + ")  _ 

(tl— fl'o  -h  »»)  «'o  Ko  +  0  («'o  +  2)  . . .  (rt'o  +/0 
oder,  wenn  wir  i'- Functionen  einführen  nach  der  Relation: 

Aus  der  allgemeinen  Sammenformel  enUtebt  aUo  nach  den  angeführteu 
Snbstitationen : 

\    II  «+»  +  1  «  o+l  •     ^     w  — 

r«+«+i ru-flora'.+n  +  i  * 

Ist  nocb  m  a  fi,  80  entstellt  hieraus  die  Pfafrsehe  Srnnmenformel 

Ist  dagegen  j/  — r/^,  «o  erhält  man  wogen  des  in  der  vorigen  Formel  im 
Nenner  vorkommenden  Factors  Fu  —  ^^'o~  TO  =  co 

VM+lM  +  m+l      1  J 
giltig  80  Innge  tn^  n  und  so  lange  die  Elemente  dieser  hypergeometrischen 
Beihe  dritter  Ordnung  den  Bedingnngen  für  die  Lösbarkeit  des  au  Grande 
gelegten  Sjstemes  genügen. 

Ist  ferner  bei  weiterer  SpecialisiniDg 

ao  erhAlt  man  bei  Substitution  dieser  Werthe  in  den  obigen  allgeneiBSB 
Werth  von  Wm 

=  (-  ftn-h  2)  (2.4-0...  (2m  +  l)  ^ 

Ist  dagegen 

«i»  =  2m-t-8,  6«=2m;   a'o=2;i  +  &, 

SO  entsteht: 

2"-"'+' («— m+l)!  (4»+6)(4«+8)  ..  (2«+«+5)* 
Bildet  man  nun  ftlr  den  vorigen  Fall 

i  .3.5  ...  4/1  +  3 

fttr  den  letzten  Fall : 

1.2.8... (2a  +  3)  ,,,^3 
1.3.6...  (4a  +  5) 
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fo  findet  man ,  das»  P>»f<  (|)  oder  (|)  gerade  der  OoeHficient  Yon 

«2»+2  oder         igt  iu  der  Entwickelmiff  von   nach  aafsteiiren- 

^1— 2«!  +  «^ 

tlf'u  Potenzi'H  von  cf.  Diesen  Zusainmenliang  zwischen  df^n  Kugelfauctionen 
und  den  Lösungen  des  durch  die  angegebenen  Substitutionen  eutijtehcudea 
System  es  linearer  Gleichnngeo  bat  zuerst  Gauss  erkannt;  vergl.  dessen 
Methodui  uova  integr.vohres  etc.,  und  J n  c  o  h i  auf  einem  ganz  andern  Wege 
itreng  nachgewiesen ,  vergl.  desaen:  lieber  Gausa*a  neue  Methode,  die 
Werthe  der  Integrale  nähernngsweiae  %n  finden,  Joamal  von  Crelle  Bd,l. 

Während  die  bisherigen  SpecialfUle  ein  endliehea,  wenn  auch  im  All- 
gemeinen nnbeaehrXnktea  n  ▼oranasetiten ,  uiügc  nnn  hier  noch  ein  Fall 
Plati  finden,  in  welchem  wir  ohne  Weiteres  n  sich  dem  Unendlichen  nähern 
lassen. 

Ist  nämlicb 

«t^  =  (^/^  + 1 )  2 ;   f2f-\-\  =  —  {'2p  +  l)Zt 

so  findet  sich : 

n  (r)  ^      p.    0'  4-  2  S)  (>'  -  2     (r  -h  4  r)  (f  -  4  z)  (v  +  6^)  (p-^Qg)... 
C(u)      (II  — «)(M-i-«j(ii  — 8«)(tt  +  80  (II— 5«)(ii  +  ö«)  («  —  7t)... 

_C  (m)  ^  ("  +  0(«  — 0  (><4-3z)  (ti  — 8r)(>/  +  5  2)  Ct/-8z)(«  +  70. . ._ 
H'{u)         V,    (i;  -  2  r)    +  2  z)  (»  —  4         +  4  0  (d  -  ö        +  6  «)  ." 

Kaa  ist  bekanntlich 

.  tnn     mn  Sii-4-jn  2n  —  m  4n  +  m  4n  —  m  fin-f-m  On  —  fn 
an      2«  '     2fi    *    tu    '    4fi    '    4fi     *    6fi    *  On 

cot  S^E  .  .  .  _  ,  ^  —  ^   .     .  .  

2w  2«      '    2w        2«  4n     '     4«  ö«  Ü/i 

also  ist  auch 

vif 

H  {v)  __  zz 

^  '  CO*  

2t 

um 

„  ,  ^  cos  

G  (tt)  _  2t 

^  '  *i«  — 

Das  Bestehen  dieser  letzteren  Gleichung  erfordert  aber,  daas  n  ala  unge- 
rade Zahl  aich  dem  Unendlichen  nähere,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn 

man  rechter  Hand  die  Wertbe  von  cos  —  und  sin  —  so  einsetzt,  dass  sich 

2t  2t  ' 

in  den  etnielnen  Factoren  bei  Avsftthning  der  Diyiaion  die  einseinen  Nen- 
ner wegbeben. 
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Denken  wir  nns  nnn  in  den  beiden  loteten  Qlelekmigen  z  als  ooastant, 

dagegen  tr  nnd  9  als  Terftnderlich,  so  entsteht  für 

Lm  — Jus«.        L«  — +  2zj^_jj:pj^ 

(-1)"    ts  , 
a=f-  - — ^  =  —  ,  wenn  tn  gerade  , 

f(-l)T  " 
n 

im  m  — 

2  2r  , 

=  — ■   =  — ,  wenn  mnngeraae. 

 1          II«!  » 

Es  ist  also  immer,  gleichgiltig,  welchen  Wertli  m  habe: 


L"  — >=•« 
Aehnlicb  findet  man  auch 


2z 


  _2z 


Man  erbftlt  also  in  dem  angenommenen  Falle  fttr  die  inverse  Coeffieienten- 
fnnetion: 

j  1^  4Z*  I 

Die  inverse  CoefficientenAinetion  nnterscheidet  lieh  also  onr  dnreh 

einen  constanten  Factor  von  der  ursprünglichen  Coefficientenfunction. 

Die  letztere  Formel  giebt  nun,  wenn  man  die  Wertbe  von  a«,  und 
einsetzt: 

1)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  gerade  ca  2s, 

,      I   1^ 

2)  wenn  m  gerade  =  2r,  p  ungerade  s25— 1 » 

^      1     _  Ii  ^   ' 

3)  wenn  m  ungerade  —  2r  -f-       gerade  =  2 

^      1  _4z  —1 

4)  wenn  m  ungerade  s»  2r  -f*  1 1 P  ungerade  =2*  —  1, 

1     _4z       —  i 
+  2(r— *)  +  !* 
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Man  erbftlt  «Ü80  fflr  die  Unbekannten  x  die  Wertbe: 

«Jr  — -r     :-rT  + 


^  2r-i-7      2r  — r>      2r-f- Ö  ^ 
___4z|     qro  y,  qn,      .      (Ts  <P 


^2r-ö^  tr+7^2r-7 


wobei,  der  Herleitnng  dieser  Formeln  gemllss,  die  eingeklammerten  Reiben 
mit  einem  solcben  Fnnctionawertbe  Ton  9  sebliessen  mttssen,  dass  dessen 
Index  eine  ungerade  Zabl  ist,  wXbrend  die  Lesbarkeit  des  Problemes  selbst 

erfordert,  dass  die  Functionswerthe  solchen  Bedingnngcn  gonügon,  die 
die  Convergenz  der  eingeklammerten  Reilien  erfordert.  Die  sonstige  Be- 
sch.'ijTcnheit  der  Functionswerthe  9  ist  ganz  willkürlicli.  Dieser  letztere 
Umstand  berechtigt  uns,  noch  einige  bemcrkonswertho  Folgerungen  aus 
denjenigen  Relationen  zu  ziehen,  die  man  erhUlt,  wenn  man  die  gefandeneo 
Warthe  der  Unbekannten  x  einsetzt  in  das  ursprünglich  gegebene  System 
fon  Oleiebnngen.  Es  ist  die  (2  ai  ^  l)'*  Gleichung  des  Toigelegten 
STitemet: 


(|-|-2m)s  '  (~i4.2m)s  '  ^8  +  2m)s  *       3  +  2m)< 

+  (6  +  2;/i)»''"  (-5  +  2»)  s 
dagegen  die  (2m)*«  Gleichung: 


(i— 2m)2     (— 1— 2m)«      (3  — 2m)«     (—3  — 2m)« 

(5  -  In)  z  +  (-  5  -  2m)«+  — =  ' 
Setsen  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  für  x  gefundenen  Wertbe  ein,  in- 
dsm  wir  beide  sich  ergebende  Formeln  durch  ein  doppeltes  Vorieichen  an- 
denten,  acf  entsteht: 

j       LT  T"^  :ri + T+ T  • -J 

— 3t  2m  L  3       I       ö      —  l      7      — a  J 
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_   ?  r fo  ,    Vi  ,    Vi.    9>I    ,    ^4  I     <Pb     .  1 

+  j  =  K-\ 

Dioso  Gleiclmng  gilt  nun  für  Wei  tlie  von  (jp ,  die  innerlialb  sehr  weiter 
Grenzen  willkürlich  angenommen  worden  können,  si«  gilt  also  identisch, 
und  et»  müssen  nun  die  Cnefficicnten  der  einzelnen  iTuoclioiiBwertlie  ^  dieser 
Forderung  der  Identität  genügen,  oder  es  ist 


3) 


(5  +  2i/i)'  •  (5  — 2my 
±       i  1_        .        1  ,   I        ,  1  


(5- 2i/i)' (5  +  2mj«     •  •  •  I  ~ • 


2m  2*4-1     3 +  2m  — 2*+3 


'  d  +  2m2s  +  3      ö  +  2i»  —  2»-|-5  '  ö  «f  2m      +  5 

1   1_  1  I 

'^l±2m  — 2#  +  7'^7+2«  2tH-7'^***j 

Q\     ±a^       )_J__J  _L  L_  I  ■       t  i_ 

J  +2,„  2,4-1  2m  +  i  — 2«+l  ''"3+2«i  2#+8 

.      _1   III  1 

""■4:2111  +  8*- 2*+ä"'"6±2»  2*  +  5"'"T2«+5 

-  -  '    +•    '  L_+ ..U,o. 

—  2*  +  5     7  +  2«!  2*-4-7  ^  4_  2m4-7  — 2i-f  7  ) 

Ans  den  Gleichungen  3)  und  4)  ziehen  wir  die  für  ein  beliebiges  reelles 
ganses  positives  m  giltige  Entwickelung :  ^ 

(1  +  2  m)«  ^  (I  —  2  tfi)«  ^  (3  +  2  m)*  ^  (3  —  2 mf  ^  (5  +  2  «)* 

^(5-2i«;»^  *'      4  • 
die  iiHr  den  einfaebsten  Fall  m  =  0  fibergebt  in  die  bekannte  Formel: 

3«+  5*+  7«^  9«  ^  8  • 

Aus  den  Gleichungen  b)  und  ü)  dagegen  ergiebt  sieb: 

_i  ?—  -i  L_+_J  L_ 

1  +2m  1  — 2#  ^i  -f  2m  1  +2«  ^3  + 2m  8  —  2«     84.2m  3  +  2« 


1  1  _ 

6±Ti    • 
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eine  Glddmog,  die  gilt  für  ein  beliebiges  reelles  gtnses  positives  «  and  m, 
so  ]«^e  f  ^  m. 

In'gans  eneloger  Weise,  wie  des  in  diesem  Peragraphen  behandelte 
System  linearer  Oleiebnogen  gelöst  wnrde,  lassen  sieb  ancb  solche  Systeme 
lösen,  deren  GoefBeientenftinetion  anf  die  Form  gebracht  werden  kann : 

wo  «  and  e  beliebige  Fnnetionswertbe  des  Argamentes  p,  ^  and  6  beliebige 
Fnnetionswerthe  des  Argamentes  m  bedenten,  die  aber  für  ein  beliebiges 
p  and  q  den  Bediogungen  genügen! 

«,  a,  =  a,  tr^i    bpß^  =  bfß^. 
Man  Yergleiehe  femer  hieran  noch  das  System  beliebig  vieler  linearer 
OleiehuDgen,  dessen  Losung  mitgetbeilt  wnrde  von  Dr.  B.  Heine  im  Jonr* 
nal  von  Grelle  Bd.  67:  „Ueber  die  Zähler  nnd  Nenner  von  Kettenbrtteben.'* 

§7. 

Anwendung  auf  Kettenbrilohe. 

Soll  eine  Fnnetion  von  etwa  f{x)  in  einen  Kettenbmch  entwickelt 
werden,  so  kann  diese  Entwiekelnng  entweder  vorgenommen  werden,  wenn 
man  ein  System  Gleichnngen  kennt  von  der  Form: 

=  A-n/i 


1) 


WO  nan  die  mit  f  beseichneten  GkOssen  wiederom  Fnnctionen  von  »  sind 
oder  indem  man  ohne  Weiteres  die  ans  diesen  Gleichnngen  abgeleitete  Form 
des  Kettenbrnches: 


in  inf. 

angiebt.  Es  treten  nun  die  beiden  Aufgaben  auf:  l)  dicWertbe  der^  und  v 
2U  bestimmen,  wenn  die  Functiun  f\  und  die  Form  des  Kettenbrnches  ge- 
geben ist,  2)  die  Function/,  zu  bestimmen,  wenn  der  Kettenbruch  gegeben 
ist.  Diese  letztere  Aufgabe  scbliesst  selbstverständlich  die  Frage  nach 
der  Convergenz  oder  Divergenz  des  Kettenbrucbes  mit  ein. 

ZtiuehriA  f.  Milheawtili  «.  Phrsik  XV,  4.  10 
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Beieieliiiet  nmn  niiD  die  aiifeinanderfolgeiiden  Nftheriuigsbritebe  des 
Kettenbniebes  durch 

^  ^» 

80  dmss 


8) 


^1  .  ^     ^  /q  Ma  

^1  *    ^2  f*lMi-'»'l 


Zwischen  den  einselnen  Z  und  A  bestehen  nnn  bekanntlich  folgende  Re- 
lationen: 

^  i»^.+t  A^-"  ^.+t  U.  A—t/ 

nod  es  ist  offenbar  fiHr  »  s  od  ip 

■''Ii» 

Mnltiplicirt  man  säiumtlicbe  GleicbuDgen,  die  sich  aus  ö)  ergeben ,  weoQ 
man  linker  Jlaod  mit 


.beginnt  and  mit 


A,    A,     ^0  A,  A, 


?5±i — ^ 

sehliesst,  so  erhJflt  man 

Addirt  man  ferner  sänimtliclie  Gleichungen,  die  sich  aus  der  ersteu  der 
Gleichungen  Ö)  ergeben,  wenn  man  linker  iiand  mit 

^n+l  Zu 

beginnt  nnd  mit 

sehliesst,  so  folgt 

Die  Gleichung  7),  die  man  noch  zur  bequemeren  Behandlung  mit  A'g 
multipliciren  kann,  gilt  nnn  identisch.  Jlat  man  nun  ans  4)  die  allgemein« 
Form  von  iN'„  erkannt,  so  liefert,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe  bestimmt  ist, 
die  Gleichung  7)  so  viel  Bedingungen,  als  noch  unbekannte  Grössen  in  ^• 
enthalten  sind,  in  Form  eines  Systemes  (beliebig  vieler)  lioe« 
arer  Gleichungen.  Die  Anflösnng  dieses  Systenes  liefert  den  Weitk 
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fOtt  Jl^fl  vnd  dtmit  dann  nneli  durch  die  Oleichungen  4)  den  allgemeinen 
Werth  von  fi„  und  Vn»  wordurch  aber  auch  die  Entwickeluug  in  den  Ketteu< 
brucL  so  gut  wie  geschehen  ist*. 

Ijit  aber  der  Kettenbnich  bereits  gegeben,  so  liefern  die  Gleicbnngen  4) 
die  allgemeine  Form  von/n  und  Hat  man  dieselbe  festgestellt,  so  kann 
man  die  ebenfalls  identisch  giltige  zweite  Gleichung  der  Gleichungen  6) 
benutzen,  um  die  Constanten  ^u  bestiiumen,  die  in  der  allgemeinen  erkann* 
ten  Form  von  2^  und  Nu  Yorkommen.  Die  Bestimmung  dieser  Oonstanten 
f&hrt  wlederom  auf  ein  System  (beliebig  vieler)  linearer  Gleicb- 
«ngen  (wenn  die  Aufgabe  bestimmt  ist,  auf  so  yiele,  ala  Oonstanten  in 
Nu  und  an  .bestimmen  sind).  Die  Anfldsnng  des  Systemes  führt  auf  die 
Kenntniss  der  Warthe  dieser  Oonstanten  ^  das  Einsetsen  der  Wertbe  der- 
selben in  die  allgemeine  Form  tou     und  JV«  auf  die  Kenntnits  des  Wer- 

Zu 

tbes  des  n^^^  Nälieruogsbrucbes  — ^'  des  gegebenen  Keitenbrucbes  und  — 

ftr  II  as  00  anf  den  Werth  des  Kettenbruehes,  im  Allgemeinen  in  der  Form 

des  Quotienten  aweier  unendlicher  Beihen.  Die  Kenntniss  von  —  für  ein 

beliebiges  n  lässt  nun  aber  leicht  auch  noch  liestuntersuthungen  zu,  wo- 
durch nun  alle  Fragen,  die  mit  der  oben  genannten  zweiten  Hauptaufgabe 
für  KettenbrUcbe  im  Zusammenhange  stehen,  gelöst  sind, 

§8. 

Anwendung  auf  physikaliiohe  FtoUeme. 

Die  Zurückfübrnng  physikalischer  Thatsaehen  anf  die  einfachsten  £r- 
kläruDgsprincipien,  die  nur  die  AVirkung  zwischen  punktförmigen  Massen 
behandeln  können,  führt  in  der  Kegel  auf  partielle  Differentialgleichungen. 
Die  Integration  derselben  ist  der  mathematische  Ausdruck  für  die  Wechsel- 
wirkung endlich  ausgedehnter  Massen,  die  allein  unserer  Beobachtung  cu- 
ginglich  sind.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Mathematik  auf 
die  Physik  besteht  also  in  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen. 

Es  hat  in  der  Regel  keine  Schwierigkeit,  eine  l"'uncti»)n  zu  finden,  die 
der  partiellen  Dififerentialgleichung  genügt,  oder,  mit  andereu  Worten,  es 
kann  die  Kenntniss  einer  Lösung  der  partiellen  Differentialgleicliung  vor- 
ausgesetzt werden.  Dabei  unterscheidet  sich  aber  die  allgemeine  Lösung 
einer  partiellen  Differentialgleicbung  von  der  allgemeinen  Lösung  einer  ge- 


*  Als  Beispiel  vergleiche  man  hierzu:  Gauss  f^Mcthodus  novo  inlegr.  vaK  ect»'* 
IKe  Entwickelang  von 

bi  «inan  Ketteabracb. 
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wSbolieben  Differentialgleiehnog  dadareh,  dass  die  erater«  vnendlieh  Tiele 
willkttrliebe  OonsUnton,  die  letttere  nur  eine  beMfarinkte  (gemui  be- 
•Ummte)  Ansabl  foleber  Constanten  besitst. 

Mit  solcben  allgemeineii  LtftiuigeD  partieller  DifferentialglAiebttiigeD, 
in  denen  die  ConeCanten  beliebige  Wertbe  beben,  itt  aber  so  got  wie  noeh 
niehts  erreicbl,  Tielmebr  liegt  die  Haaptsebwierigkelt  des  Problemee  der 
Integration  partieller  Differentialgleiehnngen  darin,  die  Oenatanten  so  an 
beatimmen,  das«  das  Integral  gewissen  gegebenen  Bedingungen  gentlgt. 

Um  diesen  Bedingungen  zu  genügen,  kann  man  non  so  Terfabren,  dasa 
man  sieb  die  Function  u,  welcbe  das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Dif> 
ferentialgleichnng  darstellen  möge,  so  dass  sie  ingleicb  den  gegebenen 
Nebenbedingungen  genügt,  entwickelt  denkt  in  eine  Beihe,  deren  Argu- 
ment in  zweekmissiger  Weise  ans  gewissen  LSsnngen  der  partiellen  Dif* 
ferentialgleichnng  snsammengesetst  ist  Die  Anwendung  der  gegebenen 
Bedingungen  auf  die  Function  u  führt  auf  identisch  gültige  Gleichungen, 
aus  denen  nun  weiter  Systeme  von  (linearen)  Gleichungen  abzuleiten  sind, 
deren  Losungen  die  Warthe  der  zu  bestimmenden  Constanten  liefern. 

Die  Lösung  derartiger  Systeme  vou  linearen  Gleichungen  wird  im  All- 
gemeinen gelingen,  mit  Hilfe  des  Satzes  VII,§  4,  wenn  es  gelingt,  gewisse 
einfache  FftUe  zu  bestimmen,  in  denen  sich  die  inverse  Coefticienten- 
fnnction,  gemäss  der  .£igeutbUmlicbkeit  des  Argumentes  der  Function  u, 
leicht  ergiebt. 
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Vaber  die  Vxiaclie  der  nngleiehan  Leitnngwfthigkeit 

der  Gate  für  Wftrme. 

Von 

Dr.  MoflK  in  Bonn. 


Der  Dmk»  weleben  Gmo  gegen  eine  Wand  aueben,  den  wir  mit 
Spanniing  beieiehnen  ond  mit  Quecktilberliöbett  menen,  itt  die  Summe  der 
AniUteie,  welebe  die  wlgbaren  Tbeiie  des  Oeses  gegen  die  Wand  ansttben. 
0ie  ▼oUkommene  ElasticiUt  des  Oeses  bedingt,  dass  hierbei  kein  Theil  der 
Bewegnug  in  Wärme  umgesetzt  wird.  Die  Spannung  des  Gases  bleibt 
immer  dieselbe.  Sie  hängt  von  der  Temperatur  des  Gases  und  der  Natur 
des  in  dem  Gase  vorhandenen  cliomi.schen  Elementes  oder  Verbindung  ab* 

Bei  gleicher  Spanmmg  enthalten  die  Gase  sehr  ungleiche  Mengen 
wÄgbarer  Substanz,  und  diese  wird  relativ  durch  das  specifische  Gewicht 
des  Gases  ausgedrückt.  Die  absolute  Summe  der  Bewegung  des  auf  die 
Wand  stüssenden  Gases  besteht  aus  dem  Product  von  dem  Gewichte  <ler 
wägbaren  Substanz,  multiplicirt  mit  dem  (.Quadrate  der  Geschwindigkeit  der 
einzelnen  Körpertheiichen. 

Nehmen  wir  1  Liter  Wasserstoffgas  und  1  Liter  Sauerstoffgas  in  2  Cu- 
bikdecimeteru  an,  welche  durch  eine  nicht  permeable,  aber  bewegliche 
Wand  getrennt  wird,  so  erleidet  diese  Wand  von  beiden  Seiten  einen  glei- 
chen Druck,  also  keine  Verschiebung.  Nun  ist  im  Liter  Saueratoff  16 mal 
so  viel  wHgbaro  Substanz,  als  in  dem  Wasserstoff  vorhanden;  da  aber  beide 
einen  gleichen  Druck  ausüben,  so  mUssen  sieb  die  Wassersioffatome  rascher 
bewegen,  als  die  des  Sauerstoffs. 

Setzen  wir  die  Geschwindigkeit  der  Wasserstoffatome  —w  und  die  der 
Banerstoffatome  und  die  speetfiscben  Gewichte  wie  1:16,  so  ist  wegen 
des  gleichen  Druckes 

alao: 

m* :  s*  =  16  : 1 .  , 
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Allgemein  verhulten  sich  die  relativen  Gescbwindig- 
keiten  der  Atome  zwoior  Oase  b  f  i  gleicher  Tempcratnr  nm- 
gekeltrt  wie  die  Quadratwurzeln  ihrer  speci  Ii  sehen  Ge- 
wichte. 

Nehmen  wir  das  leichteste  Gas,  den  Wasserstoff,  als  Einheit  des  spe- 
cifisohen  Gewichts  an,  so  erhalten  wir  nach  obigem  Satae  die  folgenden 
relativen  Geschwindigkeiten  der  Gasatome : 


Oeschwindifrkcit.  i 

Sul'stanx. 

Speciüsches 

VA. 

Wasserstoff  =  lOü. 

Gewieht. 

/100\ 

^        ^       ^  ..^ 

• 

— 

 ;  ■  

KTä} 

Wasserstoff  >    .  • 

1 

1 

100 

Ammoniak    •   .  . 

8,5 

2,015 

84^1 

Wasser  .... 

g 

8 

33.8 

Stickstoff  .... 

14 

8,74 

26,8 

Kohlenoxyd  .   ,  . 

14 

3,74 

26,8 

14,5 

3,807 

20,8 

Sauerstoff.    .   •  . 

10 

4 

25 

Schwefelwasserstoff 

17 

4,13 

24,2 

SalzsHnre  .... 

18,25 

4,272 

23,4 

Kohlensäure  . 

22 

4, (19 

21,4 

Chlor  

[  3ö,5 

5,1  tö8 

10,7 

Brom  Wasserstoff 

1  40,5 

6,3(34 

15,7 

Jodwasserstoff   .  . 

64 

8 

12,5 

80 

8,04 

11,2 

127 

1 
1 

11,269 

8,87 

» 


Die  Zahlen  dieser  Tafel  werden  anf  eine  nierkwOrdige  Weise  dardi 
die  Besnltate  unterstittst ,  welche  Magnus  *  aber  die  nnglelche  Leitnags* 
fthigkeit  der  Gase  fir  Wärme  erhalten  hat.  Er  mass  die  Zeit,  welche  ein 
Thermometer  nothwendig  hatte,  nm  in  einer  Glasröhre  eingeschlossen,  die 
von  einer  constanten  Temperatur  umgeben  war,  um  eine  bestimmte  Zshl 
Grade  su  steigern,  und  zwar  in  2  Verauchsreihen  von  20"  auf  8()®C.  und  von 
20**  auf  00°C.  Da  die  nur  20  Millini.  weite  und  100  Milli  m.  lange  Glasröhre 
an  alleu  Stellen  vom  Daiypfe  siedenden  Wassers  umgeben  war ,  so  könnt« 


*  Poggendorff,  Annalen  112  ,  502. 
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t» 

n 


1,41  Minute, 
»,23 
5,87 
0,87 


«* 


VOB  Lnftatrömimgen  nur  eio  sehr  kleiner  Theil  suri  Wirkung  xnkommen. 
Die  von  Magnus  erhaltenen  Besultate  sind  im  Mitt^i^^dprBeobachtnngen 
folgende: 

£s  waren  erforderlich,  um  das  Thermometer  zu  erwärmen: 

in:  TOD  20  auf         von  20  auf  00«: 

Wasserstoff    •   .   .  )  Mlwite, 
atmosphärischer  Lnft  8,5 
Ammoniak  •    .    •    .  8»5 
Kohlensäure  .    .    .  4,25 

Geschieht  die  Uebertragnn;,'  der  Wärme  von  den  Wänden  der  Glasröhre 
«uf  das  Thermometer  durch  du;  Schwingungen  der  Gasatomo,  so  mxisa  die 
Geschwindigkeit  derselben  daran  einen  grossen  Antheil  haben. 

Die  Wirkung  der  Masse  i.st  schon  in  die  obige  rormel  eingegangen, 
indem  bei  dem  besonilem  Falle  angenommen  wurde,  dass  in  dem  ÖauerBtoff 
iöuial  so  viel  wägbare  Substanz  aLs  im  Wasserstotl'  anschlage. 

Leitungsfäbigkeit  und  Zeit  der  Erwärmung  sieben  nothwendigin  einem 
emgekehrten  Verhältnisse. 

Berecimen  wir  nun  die  Magnus 'sehen  Kesultate  in  der  Art,  dass  wir 
die  Leitnngsfähigkeit  des  Wasserstoffs  ^100  setsen,  und  die  anderen  Gase 
als  umgekehrte  Werthe,  indem  wir  100,  resp.  141  durch  die  Erwftrmungs- 
leiten  dividiren«  so  ergehen  sieh  folgende  Zahlen: 


■ 

Substani. 

Aus  dem  kpecifisohen 

Gewicht  berechnete 
OesoliWindigk«ii. 

Aus  der  Ver- 
stu-lisreibe 
20  —  80». 

Ans  der  Ver-  | 
suchsri-ihe 
20  —  00°. 

Wasserstoff    .   «  . 

100 

100 

—  =»100 

 as  100 

1,41 

Almoapbärische  Luft 

26,72 

100 

—  =26b0 

5,23  ^ 

Ammoniak    •   .  • 

84 

100 

—  =  28,5 
3,5  • 

141 

 =  20,3 

5.37  ' 

Kohlensäure  .    .  . 

81.4 

100 

Wasserstoff,  Luft  und  KohlcnsUuro  stimmen  ausgezeichnet;  für  Luft 
berechnete  Geschwindigkeit  26,72,  gefunden  26,0;  für  Kohlensäure  berech- 
net 21,4,  gefunden  22,2.  Die  unter  der  obigen  Voraussetzung  der  mechani- 
sehen  Theorie  der  Affinität  gefundenen  Zahlen  stimmen  mit  den  Versuchen 
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Im  ersten  Falle  bis  auf  0,18  Procent,  im  zweiten  bis  anf  0,8  Procent.  An- 
moitiak  stimmt  weniger  g^t,  im  günstigsten  Falle  um  5,5  Procent.  Ammo* 
niak  und  Luft,  deren  specifischo  Gewichte  sich  wie  8,5  und  14,5  verhalten, 
haben  bei  Magnns  gleiche  ErwärmoQgsieiten.  Da  aber  diese  Veraoehe 
überhaupt  keine  aehr  scharfen  Messungen  salaasen,  sowie  denn  anch  nur 
halbe  und  Viertelminoten  aufgeführt  werden,  so  kann  man  aus  den  Difife- 
rensen  von  so  ttabe  susammenfallenden  Gasen,  wie  Luft  und  Ammoniak, 
keine  naebtbeiligen  SeblOsse  sieben.  Die  specifisefaen  Gewichte  ▼on  Was- 
serstoff nnd  KoblensSnre  verbalten  sieb  wie  t;32,  dagegen  Ton  Ammoniak 
in  Lnft  wie  1 :1»7;  nnn  kommt  aber  noch  binsn,  dass  Tom  speetfisehen  Ge- 
wichte die  Qnadratwnrsel  gesogen  wird,  wodnreb  das  VerbXitniss  noeb 
melir  abgesebwSebt  wird«  Die  Differens  der  Qoadratwnrseln  betrigt  bei 
Wasserstoff  nnd  KoblensXnre  3,<W04,  dagegen  bei  Luft  nnd  Ammoniak  nnr 
0,904,  ist  also  im  ersten  Falle  mehr  wie  12  mal  so  gross.  Die  grttsste  Ueber- 
eSnstimmnng  swiscben  Versnob  nnd  Theorie  findet  also  dort  statt,  wo  die 
Wabrscbeinliebkeit  eines  ricbtigen  Resultates  die  grösste  ist 

Die  anfgestellte  Ansiebt,  dass  sieb  dieGesebwindigkeiten  der  Gasatome 
bei  gleiebem  Dmcke  umgekehrt  wie  die  Qoadratwnneln  der  speeifiseben 
Gewichte  ▼erhalten,  findet  also  in  den  Magnus'scben  Yersneben  eine  ex- 
perimentelle Stutze,  nnd  die  bis  jetzt  nnerkllhrte  grosse  Leitnngsfllbigkeit 
des  Wasserstoffs  gegen  alle  anderen  Gase  findet  in  der  ungleichen  Ge- 
schwindigkeit der  Gase  ihre  Begründung,  ohne  dass  man  genöthigt  wÄre, 
dem  Wasserstoff  eine  metallische  Natur  zuzuschreiben. 

Hierliin  gehört  auch  die  bekannte  Erscheinung,  dass  derselbe  galFS- 
nisclie  Strom  durch  einen  gU  ich  dicken  Platindraht  geführt  im  kohlensauren 
Oase  glüht,  im  AVasserstoft'  aber  noch"  dunkel  bleibt.  Bunzen  führt  die- 
selbe Erscheinung  in  seinen  gasomotrischen  Methoden  (R.  2fi5)  für  Knlilen- 
sHure  und  Sauerstoff  an,  wo  der  Platindraht  immer  zuerst  und  am  hellsten 
in  der  KohlensfCuro  glühte,  und  erklärt  die  Erscheinung  dahin,  dass  die 
Kohlensäure  unter  dem  geraeinschaftlichen  Einfluss  von  Leitung  und  Strah- 
lung ihre  Wärme  schwieriger  abgiebt,  als  das  Sauerstoffgas.  An  die  Stelle 
dieser  Erklärung  setzen  wir  jetzt  die  bestimmtere,  dass  das  kohlensaure 
Gas  vermöge  der  geringeren  Geschwindigkeit  seiner  Gasatome  gegen  Sauer- 
stoff' im  VerhJiltniss  von  21,4  zu  25  den  Platindraht  seltener  berührt  und  ihm 
also  weniger  Wärme  entzieht,  und  die  geringere  Geschwindigkeit  der  Koh- 
lens&nre  gegen  Sauerstoff  geht  aus  dem  gleichen  Drucke  bei  ungleichem 
specifischen  Gewichte  (22:16)  hervor. 

Die  meisten  Autoren,  welche  über  diesen  Gee^enstand  gearbeitet  haben, 
nehmen  an,  dass  die  W^rme  der  einzige  Grund  von  der  Spannung  der  Gase 
sei.  Ol ansi US  (Sammlung  II,  284)  drttckt  dies  so  ans:  „Man  weiss  naeh 
dem  Gay-Lnssae'schen  Gesetz,  dass  der  Druck  eines  Tollkommenen 
Gases  bei  oonstantem  Volum  in  gleichem  Verhältuiss  mit  der  yon  — >273^  C. 
an  gerechneten  Temperatur,  welche  wir  die  absolute  Temperator  nennent 
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wächst,  HDd  es  folgt  darans ,  cIa9i  die  absolute  Temperator  der  lebendigen 
Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  proportional  ist.** 

Zunächst  nehme  ich  an,  dass  der  Drnck  der  Gase  auf  ihre  Umgebung 
von  der  Grösse  der  ganzen  Bewegung,  welche  die  Gasatome  besitzen,  ab- 
btammt.  Nach  der  Lehre  vom  absoluten  Nullpunkt,  die  ich  selbst  nicht  an- 
nehme, aber  denjenigen  gegenüber,  welche  sie  annehmen,  gebrauchen  darf, 
Uatt  sieh  die  .Summe  der  Wärme,  weiche  in  einem  Gase  enthalten  ist,  aof 
•einer  ppecifischen  Wärme  nnd  sainem  specifisehen  Gewichte  bereebnen, 

2  Liter  Wasserstoffgae  wiegen  0,17878  Gramm  nnd  1  Liter  Sanerttofljf^M 
wiegt  l^notB  Gramm.  Ihre  mittlere  specifiaehe  Wirme  (nftmliek  iweimal 
die  des  Wasserstoffs  nnd  einmal  die  des  Sauerstoff  getheilt  dnroh  8)  betrügt 
o;mi  gegen  Wasser  als  Einheit.  Bei  0*  besitien  beide  Oase  978*  absolnte 
Temperatur;  die  Snmme  der  darin  enthaltenen  Wirme  betrigt  also 
278  •  1,60000 . 0,2871 »  104,18  Wirmeeinheiten. 

Verbrennt  man  die  3  Liter  oder  1,60006  Gramm  Knallgas ,  so  entwickeln 
sie  (weil  .1  Gramm  Wasserätoff  oder  9  Gramm  Knallgas  34462  W.  E.  aus- 
geben) 

Die  Summe  dieser  Wirme  muss  nun  vorher  in  dem  Knallgase  in  irgend 
einer  Form  yon  Bewegung  vorhanden  gewesen  sein,  weil  eine  Bewegung 
sieht  ans  Niehts  entstehen  kann.  Ich  habe  sie  als  chemische  Bewegung  auf- 
gestellt, die  Ton  der  Wirme  als  soloher  Torsehieden  ist,  aber  beim  Austreten 
doreh  die  ebemisehe  Verbindung  als  Wirme  frei  wird.  Dass  die  ehemiseho 
Bewegung  raumerfKllend  ist,  ergab  sieh  ans  der  ungleichen  Ausdehnung 
der  Allotropien  Ton  Sehwefel,  Phosphor,  Selen,  Arsen,  Kohlenstoff  u.  a. 
Bie  speetisehe  Wirme  allein  kann  hier  keine  bedeutende  Bolle  spielen, 
denn  sie  ist  filr  die  Gase  vor  der  Verbrennung  1,61.0,2371  ta 0,88  und  naeh 
der  Verbrennung  1,61,  weil  sie  itfr  Gewichtseinheit  des  Wassers  =1  ist.  Es 
•ind  also  durch  die  Verbrennung  selbst  1,61 —  0  38  =  1,23  W.  E.  scheinbar 
verschwunden,  stecken  aber  in  dem  nengebildeten  Wasser. 

Unter  Annahme  dos  absoluten  Nullpunktes  würde  sich  die  Bewegung 
•0  vertheilen : 

ganze  austretende  Bewegung  im  Knallgas  6161,  2  W.E., 

geht  ab  reine  Wärme  —104,13 

bleiben  ftlr  ebemisehe  Bewegung  .    .    .  6057,07  W.B. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  1,23W.B.,  welehe  das  Wasser  mehr  ent- 

bilt,  als  das  Knallgas,  bereits  im  Calorimeter  mit  gemessen,  also  nieht  wei* 

ter  SU  bertteksiehtigen  seien,  so  wfirden  wir  das  anlTallende  Resultat  haben, 

dass  die  als  Wirme  yorhandene  Bewegung  nur 

104,18.100    ,  ^„  „ 

—  s=  1,68  Frocent 

der  gansen  bei  der  cbemisehen  Verbindung  austretenden  Wirme  eind. 
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Dms  diMe  Summe  toh  Bewe^^g  vorher  in  dem  KnalIgMe  TorhftodeB 
gewesen  sein  mnm,  liest  sieh  nsch  dem  Oeseti  der  Erheltang  der  Kraft 
sieht  Id  Abrede  stellen ,  weil  der  chemische  Vorgang  der  Verbindung  nur 
die  Bedingnng,  aber  nicht  die  Ursache  der  WKrmeentwickelnng  sein  kann. 
Wie  es  mSglich  sei,  dass  Terschiedene  Bewegungen  an  demselben  Atom  sm 
gleicher  Zeit  haften  können,  ist  Torläofig  schwer  in  begreifen.  Die  Oo- 
ezistens  ▼eischiedener  Schwingungen  ist  eine  allgemein  bekannte  That- 
Sache,  Eine  gespannte  Saite  ans  Stahldraht  kann  au  gleicher  Zeit  tönen, 
sichtbar  und  warm  sein,  Ton  einem  Ifagnete  angezogen  werden,  einen  elek* 
trischen  Strom  führen  und  alle  Af&nitftten  des  Eisens  und  Kohlenstoib  m 
sich  trsgen.  WXhrend  die  tönende  Saite  als  Ganses  nach  den  Gesetsen  der 
Pendelbewegung  hin«  und  herschwingt,  besitsen  ihre  kleinsten  Theile  die- 
jenigen Bewegungen ,  welche  als  Lieht-  und  WXrmeetrahl  aus  ihr  austreten 
und  als  elektrischer  Strom  darin  Leitung  finden.  * 

Wird  ein  Gas  abgekühlt,  so  tritt  snerst  diejenige  Bewegung  aus, 
welche  wir  Wärrae  nennen  und  die  schon  als  solche  vorhanden  war;  wird 
es  weiter  abgekühlt,  so  tritt  auch  ein  grosser  Theil  von  derjenigen  Be- 
wegung, welche  die  chemibciun  Kigenschaften  bedingt,  als  Wärme  aas, 
und  das  zur  Flüssigkeit  verdichtete  Glas  (CO,,  C/,  S(\,  C,N,  AO,  CHI, 
N etc.)  behält  nur  einen  kleinen  Theil  als  Flüssigkeit  übrig.  Von  dieser 
kann  es  in  einzelnen  Fällen  {CO,)  bei  grösserer  Kälte  noch  einen  Theil 
verlieren,  indem  es  in  den  festen  Zu.st.iiid  iiliergeht.  Von  den  permanenten 
Gasen  (//,  0)  können  wir  ^^'arIne  entziehen,  aber  nicht  den  Theil  der 
raumerfüllenden  Bewegung,  weiche  nicht  Wiinne  ist,  und  welche  wir  che- 
mische Affinität,  Qualität,  nennen.  Wie  weit  wir  bei  den  permanenten  Ga- 
sen von  diesem  Punkte,  wo  sie  auch  chemische  Bewegung  abgeben,  noch 
entfernt  sind,  können  wir  nicht  wissen,  weil  die  Gase  eben  permanent  sind. 
W^ir  können  aber  nach  G  ay -Lussac's  Kegel  nicht  schliessen,  dass  die 
Gase  bei  — '^TS^C.  keinen  Raum  mehr  einnehmen  und  nach  Alariotte's 
Gesetz  nicht,  dass  die  Gnse  bei  — 273'*C.  wohl  den  Kanm  wie  bei  0°,  aber 
keine  Spannung  mehr  besitzen.  Beides  schliesst  einen  physikalischen 
Widerspruch  ein,  denn  ein  Körper,  der  keinen  Raum  einnimmt,  hat  auf« 
gehört  za  existiren,  und  Raum  einnehmen  ohne  Widerstand  nach  aussen, 
ohne  Spannung,  ist  ebenfalls  undenkbar. 

Die  chemische  Bewegung  ist  eine  dem  Atom  anhaftende  Bewegung, 
die  aber  durch  ungleiche  Schwingnngssahl  und  Grösse  der  Eicursion  nicht 
Wärme  ist  Sie  bedingt  neben  der  Wftrme  den  CohVsionssnstand  des  Ele- 
mentes. Sie  ist  entweder  gar  nicht  flh'ertragbar,  wie  bei  den  permanenten 
Gasen,  oder  nur  als  Wftrme  abertragbar,  wie  bei  den  sich  yerdiditenden 
Gasen,  und  daher  kommt  es,  dass  wir  bei  chemischen  Verbindungen  den  frei 
werdenden  Theil  der  Bewegung  nur  als  Wirme  messen  können.  Der  be- 
sondere Fall,  dass  in  der  galvanischen  Kette  die  frei  werdende  Bewegung 
erst  als  elektrischer  Strom  auftritt,  macht  keine  Ausnahme,  da  sieh  der 
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Strom  bei  seinem  Veraebwindeii  sogleich  in  Wärme  amseUt  und  nur  als 
solche  der  Quantität  nach  gemessen  werden  kann. 

Hat  sich  Sauerstoff  mit  Wasserstoff  cheiuibcb  zu  Wasser  verbunden, 
so  verlieren  sie  ihren  pcrinancnton  Zustand  und  das  Acrjuivalent  sind  die 
34402  W.  E. ,  welche  l  (ir/iuuii  WasserstotV  beim  Verbrennen  ausscheidet. 
Aber  das  Wasser  enthält  selbst  noch  chemische  Bewegung,  die  durch  seinen 
Frier-  und  Siedepunkt  bezeichnet  ist.  Der  Sauerstoff  des  Wassers  kann 
noch  einmal  Bewegung  ausgeben,  wenn  er  in  eine  feuerbeständigere  Ver- 
bindung übergeht,  und  dies  geschieht,  wenn  er  in  Zinkoxyd  übertritt.  Die- 
ser Vorgang  findet  bei  der  Auflösung  de«  Zinkes  in  verdünnter  Schwefel- 
säure statt,  und  die  hierbei  austretende  Wärme  ist  kleiner,  als  wenn  sich 
Zink  mit  gasförmigem  Sauerstofl'  verbindet,  weil  der  Sauerstoff  bei  sein<'r 
Verbindung  mit  Wasserstoff  schon  einen  grossen  Theil  seiner  chemischen 
Bewegung  ausgegeben  hat.  Die  bei  der  Auflösang  von  Zink  in  verdünnter 
ScbwefeUäure  auftretende  Wärme  cutsteht: 

1.  aus  der  grösseren  Feuerbeständigkeit  des  SaaerstoffiB  im  Zinkoxyd 
im  Vergleich  zu  der  im  Wasser; 

2.  aus  der  grösseren  Feuerbeständigkeit  der  Schwefelsäure  im  sebwe* 
felsanren  Zinkoxyd  gegen  die  im  freien  Zustande; 

S.  weniger  der  lur  Vergasung  des  Wasserstoffs  und  Wiederberatel- 
Inng  im  permanenten  Zvistande  verwendeten  Wärme. 

Verbindert  man  die  Vergasung  des  Wasserstoffs  durch  Oxydation,  so 
wird  die  unter  8  anfgefäbrte  Wärmemenge  erspart  und  die  freiwerdende 
Wärmemenge  steigt  um  diese  GrOssei  weniger  deijenigen  Wirmemenge, 
welche  der  ausgesebiedene,  vorher  mit  dem  Sauerstoff  verbundene  Körper 
ata  chemische  Bewegung  aufhimmt.  Hierin  liegt  die  Erklärung  der  Zwei- 
kammersäule :  weil  Kupfer  eine  geringere  Verbrennungiwärme  als  Wasser- 
stoff bat,  so  wird  Wärme  erspart,  wenn  man  statt  gasförmigen  Wasserstoffii 
metallisches.Knpfer  ausscheidet  (  D  ä n i  e  1 1  * s  Batterie) ;  weil  Stiekoxydgas 
eine  geringere  Verbrennungswärme  als  Wasserstoff  hat,  so  findet  derselbe 
Gewinn  an  Wärme,  resp.  Strom  statt,  wenn  man  Stiekoxyd  statt  Wasser^ 
Stoff  ausseheldet  (G  r  o  v  e  *  s  Batterie)* 

Die  durcb  den  chemischen  Vorgang  in  der  Zelle  frei  werdende  Be- 
wegung erscheint  in  der  Kette  erst  als  Strom,  im  folgenden  Augenblicke 
aber  als  Wärme,  und  die  Wärme  ist  das  messbare  Aequivalent  des  Stromes. 
Die  bei  der  Auflösung  von  Zink  in  TerdKnnten  Säuren  frei  werdende 
Wärme  ist  absolut  dieselbe  Grösse,  der  Vorgang  mag  innerhalb  oder  ausser« 
halb  der  Ketto  vor  sich  gegangen  sein.  Die  Wärme  in  der  Kette  ist  keine 
Qualität  des  »Stromes,  kein  Acccssorium,  sondern  das  absolute  und  einzige 
Aequivalent  desselben ,  wenn  er  verschwunden  ist. 

Anmerkung.  Der  vorstehende  Aufsatz  wunle  mir  von  Professor 
Poggendorff  ohne  Erklärung  und  Angabe  der  Gründe  zurückgeschickt, 
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nachdem  derselbe  schon  an  40  Mitthoilnngen  von  mir  und  zwar  vom  Jahre 
1832  an  in  seine  Annalen  aufgenommen  liatte.  Ich  schreibe  dies  einer  Ge- 
reiztheit des  Herrn  Prof.  Poixgcndorff  zu,  weil  ich  ihm  in  meiner  All- 
gemeinen Theorie  der  Bewegung  und  Kraft"  S.  82  den  Vorwurf  gemacht  habe, 
dftas  er  1842  den  Aufsatz  von  Dr.  J.  Ii.  M»l«r  in  Ueilbronn,  der  jetzt  der 
ADgelpunkt  der  ganzen  neueren  Pbysik  {geworden  ist,  zurückgewieteu  babe. 
In  der  That  gab  er  dadoreb  eine  grosse  Knrtsichtigkeit  zu  erkennen,  die 
aber  dadnreb  erklSrt  werden  kann,  dass  er  noeb  beute  ein  Anbinger  der 
Contacttbeorie  ist,  folglicb  mit  der  Lebre  von  der  Erbaltnng  der  Kraft  anf 
einem  gespannten  Fnste  stoben  mnss.  Wer  den  ebemiscben  Vorgang  in  der 
Sftnie  nnd  zngleieb  die  Bewegung  elektro-magnetiscber  Mascbinen  ftlr  eine 
Wirkung  des  Contaets  erkiftrt,  kann  unmöglieb  fllr  eine  Lebre  stimmeo, 
welebe  jede  neue  Bewegung  aus  dem  Verbraueb  einer  bereits  Torbandeiiea 
Bewegung  ableitet.  Der  Einwand,  dass  die  Abhandlung  von  Mai  er  und 
auch  eine  von  mir  im*  Jahre  1837  eingesandte  über  die  Natur  der  Wärme 
keine  ., neuen  cxperimentalon  Untersuchungen  enthalte",  kann  nicht  mehr  an- 
genommnn  werden,  da  doch  viele  Abhandlungen  vonClausius,  welche 
gesammelt  zwei  Bände  gaben,  und  auch  von  Anderem  in  die  Annalea  aufge- 
nommen wurden,  ohne  dass  sie  experimentelle  Unterancbungen  enthielten« 
Ein  Jonmal  istein  öffentlicbes  Verkehrsmittel,  worauf,  wie  auf  der  Eisenbahn, 
Jeder  zugelassen  werden  mnss,  welcher  bezahlt,  und  die  Bezahlung  besteht 

* 

hier  in  einem  neuen  wissensebaftlieben  Inhalt.  Diesen  tu  benrtbeilen  bat 
allerdings  der  Herausgeber  das  Recht  und  die  Pfliebt;  allein  dann  mnss  er 
aneb  die  Fähigkeit  dazu  babeui  die  Herrn  Poggendorff  ginzlieh  ab* 
gebt,  wie  aus  dem  Ma*ier*scben  Falle  klar  ist.  Kein  Journal  Ist  so  toU 
sinnentstellender  Druckfehler,  als  «eine  Annalen,  nnd  das  kommt  daher, 
dass  er  oft  den  Sinn  der  Abbandlungen  nicht  versteht  und  bei  einigermassea 
undeutlichem  Mannscript  ein  qui  pro  quo  setzt,  da  er  den  Verfassern  nicht 
einmal  Correctur  zukommen  lässt.  Kein  Naturforscher  wird  die  Bedeutung 
experimenteller  Untersucluingen  verkennen  oder  unterschÄtzcn ;  es  ist  dies 
der  bekannte  Weg  der  Induction.  Aber  auch  die  Deduction  hat  ihre  hohen 
Vortheile.  Der  Gedanke  Maier's,  dass  die  Bewegung  ein  Aeqnivalent  in 
AVUrme  habe,  hat  die  Physik  mehr  gefordert,  als  hundert  Abhandlungen 
mit  blossen  WMgungen  und  Messungen.  Die  Entdeckung  des  Sauerstoffs 
bat  die  Chemie  nicht  weitergebracht,  sondern  die  Erkennung  und  ErkU- 
rung  desselben  als  Element  wurde  die  Grundlage  einer  neuen  Wissenschaft. 
Im  vorliegenden  Falle  waren  die  Thatsaeben  bereits  durch  Magnus  fest- 
gestellt, aber  es  fehlte  die  ErklXrnng.  Wozu  hier  neue  Untersuchungen 
unternehmen,  wenn  die  vorhandenen  noch  nicht  erkUrt  sind?  Die  Tbat- 
Sache  gewinnt  erst  ihre  Bedeutung,  wenn  sie  in  die  Reihe  der  Brsehei* 
nungen  eingeordnet  wird  und  damit  in  einen  bestimmten  Zusammenbang  tritt 
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Wenn  ein  Körper  durch  Wärmezufuhr  ausgedehnt  wird,  so  vermohren 
«icli  die  Anzahl  seiner  Vibrationen  und  zugleich  erweitern  sie  ihre  Ampli- 
tude. Die  erstgenannte  jMonge  stellt  die  fühlbare  Wärme  dar,  und  die  auf 
die  Erweiterung  der  Amplituden  verwendete  wird  latent,  d.  h.  sie  hört  auf 
Wärme  zu  sein. 

Ich  habe  diesen  Satz  schon  18d7  in  Baumgartner 's  Zeitschrift  für 
Physik  V,  8.  427  in  folgender  Form  ansgedrückt:  Sensible  Wärme  ist 
lolebe,  welehe  eine  Vermebrang  der  Vibrationssalil  aar  Folge  bat;  latente 
bt  tolebe,  welehe,  ohne  die  Ansabl  der  Vibrationen  in  indem,  nnr  anf  die 
OfOtse  derEienrsion  oder  anf  die  Verlnderong  des  AggregetsoBtandeBEin- 
floM  baL*« 

Bei  Oaaen  können  wir  die  Ansdebnnng  bei  gleiebseitiger  Erwftrmnng 
doieh  atarre  Winde  TerUndem,  man  kann  aber  dann  die  verwendete 
Wirme  nicht  messen,  weil  die  WSnde  daran  Theil  nehmen.  Man  bat  deabalb 

bei  Gasen  die  zur  Ausdehnung  verwendete  Wärme  anf  einem  Umwege  ans 
^er  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  berechnet  und  sie  zu 
29,43  Procent  der  ganzen  Wärme  gefunden.  Die  Details  der  Berechuung 
finden  sich  in  meiner  mechanischen  Theorie  der  chemischen  Affinität  S.  49. 

Bei  Flüssigkeiten  kann  man  die  Ausdehnung  bei  Erwärmung  nicht 
verhindern,  man  kann  aber  die  Kraft  der  Auadebnong  durch  Compression 
messen.  « 

Bei  festen  Körpern  ist  noch  kein  Mittel  gefunden  worden,  die  aof  Ana- 
dehnung  nnd  Erwftrmnng  einieln  verwendeten  Wirmemengen  an  messen 
oder  an  bereebnen. 
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Wenn  man  diese  GrSssen  bei  einer  Flüssigkeit  experimental  bestimmen 
wollte,  so  mfisste  man  eine  dnreb  Wärme  aosgedebnte  Flüssigkeit  doreb 
einen  ftnsseren  gemessenen  Drock  anf  das  Volnm  einer  anderen  Temperatur 
Burttckbringen,  nnd  die  dann  frei  werdende  Wärme  würde  der  Erweiteruig 
der  Amplituden  entsprecben,  weil  dnrch  den  Druck  diese  Erweiterung  wieder 
zurückgeführt  würde.  Allein  die  hierbei  sieb  entbindende  Wärme  ist  so 
ausserordentlich  klein,  dass  sie  an  sich  durch  kein  Thermometer  angegeben 
wird,  ziulom  müssen  die  Wände  bei  dorn  ungeljeuren  Druck  so  massiv  sein, 
dass  sie  bei  der  guten  Leitun<:jsrähigkeit  der  Metalle  für  Warme  jede  Mes- 
sung unmöglich  machen  würden. 

Es  bleiben  also  jetzt  keine  anderen  Wege  übrig,  als  die  Compression 
der  Flüssigkeit  ohne  Rücksicht  auf  W^rmeentwiekelung  nach  Atmosphären- 
dmck  sn  messen,  und  andererseits  die  Ansdebnnotg  der  Flüssigkeit  durch 
Wärme  ohne  Rücksicht  anf  die  geleistete  Arbeit.  Ans  beiden  Grössen  ra* 
sammen  lässt  sich  die  Aufgabe  lösen.  Die  Aosdebnnng  ist  bei  ▼ielen 
Flüssigkeiten  genau  gemessen,  aber  die  Compression  bei  nnr  weniges. 
Da  das  Wasser  als  die  wichtigste  aller  Flüssigkeiten  in  beiden  Rücksichten 
mit  Sorgfalt  nntersncht  ist,  so  wollen  wir  damit  die  Berechnung  ▼omehmen. 

Als  Thatsachen  stellen  wir  die  Kesnltate  voran,  worauf  sich  die  Be* 
rechnnng  gründet. 


Tenperatnr. 

25 
50 
75 
100 


Volum  des 
Wassers. 

1 

.1,00203 
1,01205* 
1,02570 
1,0431& 


ZttAnmmendrück  barkeit 
durch  1  Atmosphäre  in 
Milliontel  des  Yolumt, 

80 
40 
44 
At 

40 


Die  Wasservolnmina  sind  die  tob  Desprete  ermittelten  (HOller*s 
Physik,  %,  6.  Anfl.  II,  570).  Die  Compressionen  sind  von  Orasst  ermittelt 

(s.  AnnnL  rf.  Chimie  et  de  Physique  8®  ser.  XXXI,  437;  Krön  ig 's  Jonmal 

für  die  Physik  des  Auslandes  II,  129,  und  Clausius  gesammelte  Schrif- 
ten II,  18). 

Die  Compressionsfähigkeit  nimmt  nach  oben  ab,  was  theoretbch  leicht 
einsQsehen  ist.  Da  mit  der  Erwärmung  die  Zahl  der  Vibrationen  aunimnit, 
dagegen  der  messende  Atmosphärendmck  gleich  bleibt,  so  muss  bei  Ter* 
mehrter  Vibrationssabl  die  Wirkung  eine  klemere  werden,  weil  mehr  Vi> 
brationen  su  comprimiren  sind.  Die  Zahlen  für  76^  und  100^  C.  sind  nach 
der  Differens  von  25®  und  Ufi  mit  je  swei  Milliontel  interpolirt. 

Der  Gang  der  Berechnung  ist  folgender: 
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1.  Für  99^  C.  Da  dma  Wasser  sieh  tob  +  4*  bis  um  0,OOMID  ein- 
dehnt  und  ftir  jede  Atmösph&re  Druck  am  0,000016  snaemnieDgedrfickt  wird, 

3080 

so  würde  die  Aasdebnung  von  2030  MillioDtel  durch  — ^  =  03,7  Atmo- 

40 

sphiren  Tollkommen  wieder  avfgeboben  werden  und  die  meehenisehe  Arbeit 
der  AnsdehniiDg  dorch  diese  Grösse  gemessen  sein*  Denken  wir  ans  ein 
Onbikdeeimeter  Wasser  als  Würfel  nnd  dass  sieh  das  Wasser  nnr  naeh 
oben  aasdehnen  konnte,  so  wird  die  senkreeeto  Ansdehnnn  naeh  oben  von 
4  anf  in  Länge  aasgedrfiekt  ^  .  0,008090  »0,00000  Meter  Hohe  haben. 
Der  Draek  einer  Atmosphäre  anf  ein  Qaadratdeeimeter  beträgt  103,3  K% 
folglieh  obige  63,7  Atmosphären  sind  »  103^3  X  63,7  =  0660,21  K,  nnd  da 
die  Ansdehnnng  des  Wassers  dorch  den  Gompressionsdrnek  dieser  GrOsse 
an  Drnck  gleich  gefanden  worden  ist,  so  ergiebt  sieh  die  8amme  der  Be- 
wegung aas  Druck  und  HubhOhe  b  6580,21  X  0,000208  =  1,025  K^M.  Da 
nun  424  Kilogrammmeter  a  i  Wärmeeinheit  sind ,  so  entsprechen  diese 
1,925  K<>M. 

^=0,00155  W.B. 
424 

Zur  Erw«ärmnng  von  1  Wasser  von  4  auf  25°  gehören  21  W.  E.;  es  ver- 
hält sich  also  die  Wärme,  welche  nüthig  ist,  das  Waaser  aoszudehueu,  zu 
Jener,  welche  zur  Erwiirmung  verwendet  wird 

wie  0,00455  :  21  oder  wie  l':  4615 
oder  die  latent  gewordene  Wärme  beträfet 

0,0217  Procent  von  der  fühlbar  gebliebenen. 

2.  Für  50'^  C.  Das  Volum  des  Wassers  ist  1,012050  und  die  Zusammen- 
drUckuug  für  eine  Atmosphäre  =  0,000044;  um  die  Ausdehnung  von  0,012050 

aufanheben,  wird  ^         =278,0  Atmosphärendruck  noth wendig,  welche 

38293,87  K9  wiegen.  FUr  ^  Meter  Höhe  beträgt  die  Hebung  0,001205  M., 
und  die  Summe  der  Bewegung 

28203»67  X  0,001205  »  84,060  K<>M.« 
and  diese  entsprechen 

?ij?St  =  0,0804  W.E. 
424  ' 

Nun  enthält  aber- ein  Wasser  Ton  4  auf  erwärmt  40^  Zuwachs,  und 
weil  das  Kilogramm  auch  Wasser  ist,  46  W.  E.  Damaeh  beträgt  die  auf  die 

0  0804 

Ausdehnung  verwendete  Wärme  =  0,175  Procent  von  der  frei  ge- 

bliebenen Wärme. 

8.  Bei  75®  C.  Volum  des  Wassers  1,0257  und  Zusammendrückbarkeit 

V  0,025700 
0,000042.   Zum  Aufheben  der  Ausdehnung  sind  erforderlich  rr^rrr^  =  612 

0,000043 

Atmosphären;  diese  wiegen  68810^6      nnd  fOr  die  Hebang  Ton  -f^ . 0,0857 
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betiSgt  die  Summe  der  Bewegung  mi9,0  X  0^00157  « 102»47  K*M.;  diese 
sind  gleich         ^^>^  W.£.  Im  Ganzen  sind  aber  sur  Erw&rtoimg  von 

4  «nf  75^  71** «71  W.B.  Terwendet  worden,  und  der  anf  Anadehnvng  ver- 

wendete  AnUieil  beträgt 

71 

4.  Bei  100<^.  Volum  des  Wassers  1,043150;  Compressibilität  für  eine 
Atmosphäre  ^  0,000<)40.    Zur  ZurUckfübraog  auf  das  Volum  bei  4^  sind 

erforderlich  ^^J^  Atmosphären ;  diese  wiegen  110024,64  nnd 

0,(100040 


aiif0,00481ö]f.Höhegehohen,giebt478p04K<>H.B         W.B.a  1,120  W.E. 

424 

Im  Wasser  selbst  sind  aber  100  —  4  aOe  W.£.  enthalten,  also  der  auf 
Attsdelmuig  yerwendete  AntheU  beträgt 

1 120 

1,176  Procent. 

Die  auf  Ansdehnong  yerwendete  Wärme  beträgt  also  bei  den  yersehie- 
denen  Temperatnren  in  Proeenten  von  der  ftihlbar  gebliebenen 
bM26^  beifiO^  bei  7^  bei  100^ 

0,0217  Procent   0,175  Proeent  0,510  Proeent   1,176  Procent. 

Zieht  man  die  auf  Ausdohnflng  yerwendete  Wärme  von  der  Kinbeit  ab,  so 
bleibt  die  AVärmc  bei  constantem  Volnm  übrig.  Mau  muss  bei  obigen  Zah- 
len das  Komma  um  zweiStnllen  links  schieben,  weil  sie  Procente  vorstellen. 
£s  ist  alsdann  ('=  Wärme  bei  constantem  Druck  und  css  Wärme  bei 
constantem  Volum 


bei  26^ 
csO,009788 


bei  00^ 

C=sl 


bei  75« 
C=l 

CSS  0,00401 


bei  100^ 
C»l 

e  «=0,06824. 


Eine  Untersnehnng  ttber  denselben  Gegenstand  ist  yon  Clansins 
yorgenommen  worden  nnd  inPoggendorff*s  Annalen  Bd.  12&,  8.  SOS  nad 
Agg.  enthalten.  Die  yon  ihm  geftindenen  Zahlen  sind  Überall  yiel  grosser 
als  die  yon  mir  berechneten.  So  beträgt  nach  ihm  bei  60^  die  latent  ge- 
wordene Wärme  S,68  Procent,  während  sie  nach  obiger  DarsteUnng  nur 
0,175  Procent  beträgt ,  also  etwa  den  twantigsten  TheO  yon  8,68  Proeent. 
Dies  kann  jedoch  nicht  wunderbar  erscheinen,  wenn  man  die  verscbiedene 
Art  der  licrleitung  betrachtet.  Die  obige  Eutwickelung  geht  von  bekannten 
Grössen  und  Thatsaclien  aus  nnd  sclircitet  mit  einfachen  SchlilSbon  bis 
zun)  Resultate  weiter.  Ks  niüsste  also  dariu  ein  logischer  oder  einKechcn- 
feblei  nachn:cwiesen  werden ,  um  das  Kcsultat  anzugreifen.  '  Obgleich  ich 
bis  jetzt  keinen  sulcben  darin  entdecken  konnte,  so  soll  doch  nicht  damit 
gesagt  sein,  dass  vier  Augen  nicht  oft  mehr  sehen  als  aweL  Clansins 
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Vmcluet  seine  Zahlen  nach  einer  Formel ,  die  sieh  auf  theoretische  Vor- 
SQsteUangen  grttndet  und  worin  der  sogenannte  absolute  Nallpnnkt 
(-»S^OO  eingebt,  so  dass  die  Temperatur  «f^  mit  der  Grösse  «78+29»206 
in  der  Formel  figurirt.  leb  halte  diesen  Sats  vom  absoluten  Nullpunkt  fttr 
lebr  problematisch,  veil  dessen  Dorchführung  su  einer  pliysikaliseben  und 
physischen  Unmöglichkeit  führt.  Wenn  nSmlich  die  Gase  sich  durch  Jeden 

Grad  unter  0  um      ihres  Volums  bei  0^  susammensiehen  sollen ^  so  folgt 

273 

dsraus,  dass  sie  bei  —  273^  gar  keinen  Raum  mehr  einnehmen,  denn  1  —  ~- 

"  273 

ist  =  0.  Ein  Ding,  was  aber  keinen  Kaum  mehr  einnimmt,  hat  aufgehört 

-iU  cxistireu.    Da  die  Gase  ungleiclie  Aiisdolumngscoenicienten  haben ,  so 

würde  es  ebenso  viele  absolute  Nullpunkte  geben.    Abhängigkeit  von  der 

Natur  eines  einzelnen  Gases  ist  mit  dem  Begriff  absolut  nicht  in  Einklang 

zu  bringen.    Indem  man  das  Widereinnige  dieses  Schlusses  gefühlt  hat, 

rührte  man  die  Sache  auf  das  M  ariotte'sche  Gesetz  hinüber,  Hess  das  Gas 

sein  Volum  von  0^  behalten  und  nur  die  Spannung  ffir  jeden  Grad  unter 

Null  nm  ^  der  Spannung  bei  0^  abucbmen.     Man  kam  dann  zu  dem 

Schlüsse y  dass  das  Gas  bei  —273^  keine  Spannung  mehr  habe,  aber  seinen 
Btam  wie  bei  (f  erfülle.  Es  ist  das  fast  noch  ein  grösserer  Widersprueb, 
sls  der  Verlust  des  Gewichtes,  denn  wodureh  kann  ein  Gas  seinen  Raum 
behaupten  als  durch  Spannung?  Es  hat  also  niehts  genutzt,  dass  man  die 
6a7'Lnssac*sche  Regel  mit  Hilfe  des  Hariotte*schep  Gesetzes  zur 
Hinterthüre  wieder  einführte ,  indem  nun  zwei  physische  Unmöglichkeiten 
in  einem  Punkte  zusammenlaufen. 

Berechnen  wir  eine  der  von  Clausius  gefundenen  Zahlen  rückwärts 
bis  auf  das  Volum  des  Wassers,  so  können  wir  darin  eine  Controle  der 
Richtigkeit  haben.  Hei  50'*  soll  die  latente  Wärme  des  Wassern,  welche  auf 
Ausdehnung  verwendet  wurde  (Po gg.  Ann.  125,  S.  374)  0,0358  von  der  fühl- 
baren betragen.  Da  diese  letztere  von  4^  an  46  W.  E.  beträgt,  so  haben  wir 

-rs=  0,0956,  woraus  x=a  1,6408  W.E.  (oben  0,0004 W.E.);  diese  entsprechen 

1,6468. 424 «=096,24  K^M,  (oben  84,084).  Setzen  wir  nur  denjenigen  Decimal- 
brueh  welcher  zu  1  gefügt  das  Volum  des  Wassers  bei  50^  ausdrückt  ss 
ao  haben  wir 


^     .  103,3  .  ^  =  698,24  K°  M. 


oder 


0,000044  10 

,     606,24 . 0,00044  ^ 

""—-^  


also  «  =  ^0,0030  =  0,06  und  das  Volum  des  Wassers  bei  flO^  s=  1,060,  statt 

1,01205 . 

Z«iUcbriA  f. MalhsawUll  «i.  Ph]sik,  XV,  4.  20 
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Diese  grosse  Abweiebong  von  der  nDmittelbaren  Messung  zeigt,  dsss 
die  Vontnssetsungen  Yoa  Clansins  nieht  aotreffen. 

Bei  dem  Wasser  ist  die  auf  Ansdebnmig  Terwendete  und  latent  wer^ 
dende  WSmie ,  wie  die  Versnobe  scigen ,  ein  sebr  kleiner  Bmehtbeil  der 
fühlbar  bleibenden,  and  der  Werth  steigt  mit  der  Temperatur. 


Anmerkung.  Auch  dieser  Artikel  wurde  tnir  von  Poggendorff 
zurückgestellty  und  bior  ist  doch  klar,  dass  <iie  Boliandlung  desselben  Gegen- 
standes in  Bd.  125,  S.  374  seiner  Annalen  durch  Clausins  sich  ebenfalls 
nicht  auf  eigne  experiinentalo  Untersuchungen  gründet,  im  Gegentheii  be- 
rechnet Clausius  diese  Resultate  unter  Zugrundelegung  einer  sehr  zwei- 
felhaften Formel,  während  ich  meine  unmittelbar  an  vorhandene  Messungea 
und  Wägnngen  anscbliesse,  die,  weil  noch  kein  Gebranch  davoo  gemacht 
worden  ist,  so  gut  wie  neue  sind.  Mit  wie  wenig  Kritik  Poggendorff 
bei  derliedaction  seiner  Annalen  zu  Werke  geht,  zeigt  ein  Passus  im  letzten 
Hefte  (Bd.  139,  S.  G5l),  der  ihm  durchgegangen  ist.  Es  heisst  hier:  „Nach 
übereinstimmenden  Versuchen  von  Dufour,  Depretz,  Kopp  und  Du* 
vernoy  ist  die  Ausdehnung  (des  W^assers)  vom  Zustande  seiner  grössten 
Dichtigkeit  bis  zum  Gefrierpunkt  fasst  doppolt  so  gross,  als  die  bis  zur 
Siedehitse  Statt  dessen  ist  omgehrt  die  Ausdehnung  von  +  4^  bis  100^ 
113,0  mal  so  gross  als  von  4®  bis  0^.  Es  ist  dies  keine  berechtigte  Eigen- 
thflmliehkeit  des  Verfassers,  wofttr  der  Herausgeber  nieht  varaatwortlich 
wSre,  sondem*ein  Sehnitser. 

•  ff 
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XIX.  TTeber  die  developpable  Pläohe,  weicht  «ner  g«gebenea  PlAoha 

ii]iiBO]iri«b«&  iit 

Im  XIII.  Bande  dieser  Zeitschrift  ist  auf  Seite  328  eine  einfache  Re- 
lation aufgestellt  swiscben  dm  Distanzen  der  Berührungspunkte  P  und  P, 
sweier  Flächen  vom  Punkte  der  Wendecnrve  der  developpabeln  Fläche, 
welche  denselben  amscfarieben  ist,  den  KrUmmungsmassen  in  den  Punkten 
P  nnd  Pf  und  den  Krtimmungsbalbmewwn  der  Nonnalscbnitte  beider  Flä« 
eben,  welche  durch  die  Verbiodongtlinie  der  bemerkten  Ihinkte  gehen. 
Diese  Beletion  iMsst  eich  aua  einer  andern  Gl^chnng  herleiten ,  welche  sich 
durch  Betrachtnng  yon  nnr  einer  Fl&che  und  einer  ihr  vmschriebenen  de- 
▼eloppabeln  FlXche  ergieht,  wie  im  Folgenden  geseigt  werden  soll. 

Auf  einer  Fläche  sei  eine  beliebige  Cnrve  C  gegeben,  die  berührenden 
Ebenen  längs  derselben  hüllen  eine  developpable  Fläche  ein.  Sei  {x ,  y,  z) 
ein  Punkt  der  Curve  fornor  (|,  t;,  der  Punkt  der  Wendecurve  der  de- 
veloppabeln Fläche,  wolcher  dem  Punkte  (.r ,  z)  entspricht.  Die  Winkel, 
welche  die  Normale  im  Punkte  (jr,  y,  z)  zur.Fliiclie  mit  den  Coordinatcn- 
axen  bildet,  seien  h,  c.  Längs  der  Curve  C  können  x,  y,  z  als  Functio- 
nen einer  Variahein  i  angesehen  werden.  Zur  Bestimmung  von  ^,1},  £  bat 
man  die  Gleichungen: 

—  x)  cosa  +    —  y)  co«6  +  ({—  «)  co5 ssO, 

"ä?"  +  "         +       "äF"  ^» 

wo  inr  Abkfiraang  geaetst  iat: 


dx  d  Cosa     dy  d  cosb  -   dz  d  cosc 


20» 
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*    Nimmt  men: 

i  {ii-yy+(e-»)'=i>", 

00  geBen  die  Gleichungen  1) : 

cos  a  .  cos  II  +  cos  ß  .  cos  b  -\-  coty  .  cosc  ~  0 , 
dcosa  .        ^dcosb  .  dcosc 

d^cosa  .        -  d*cosb  .  &*cosc  II 

et»  g,.  +'o*ß-^tr  +co'y 
Aas  den  vontehenden  Gleichungen  findet  man; 

cos a  — TT  1-  cos  b  — 5— ^  +  cos  c  — ^—^  =  0, 


dl 


ö) 


d  rosa  d  co&a     d  cosb  d  cosß     d  cosc  d  coty  II 

dt      dt         dt       dt         dt       dt  ^~ 

d^eosa  .       ,  d^cosß  ,  cosy  ff 

cosa-^s  h  cosb  — -~  +  cosc  — ^:r^  =  -=:. 

df  a<*  df  J) 


Zufolge    er  Gleichungen  3)  sind  tt,ß,y  die  Winkel,  welche  die  Tan> 
gente  snr  Wendecnrye  im  Punkte  (^t^ti)       den  Goordinfttenazen  bildet. 
Sei: 


7) 


cosß, 

dcota 

deosß 

dt  ' 

dt  ' 

d^cosa 

d^cosß 

dt"  * 

dt'  » 

COSüy 

cosc 

cos  et  y 

cosß^ 

cosy 

d  cos  tt 

d  rosy 

dl  ' 

~^7~' 

dl 

Mittels  der  Gleichungen  4)  und  h)  findet  man  leicht: 

_  {d  cosctV        cos  ßV  .  (d  cojyY 

"  \dT)  ^\rw)  ^\dT)  ' 

— f!(^f')'+(HfOV(^0'i- 

Durch  Elimination  von  A'  zwischen  dipson  Oleichungen  folgt: 

Beseiebnet  man  das  Bogenelement  der  Wendecurre  der  developpabeln 
Flicbe  durch  dt,  ist  9  der  Krlimmnngshalbmesser,  r  der  Torsionsradias  im 
Punkte  (I,  i|,  () ,  so  bat  man : 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Hittheiliuigen.  385 


Ferner  ist  nach  6): 

^  Mit  Hilfe  der  voritehenden  Oleiehang  ond  der  Otetehnng  9)  giebt  die 
Gleicbang  8): 

10)  \r)  w*/i_^n** 

Aus  den  beiden  ersten  Gleicbangen  5)  und  der  Gleichung: 

dcosa  .       ^dcosß  .  d  cosy 

Cosa  ^j- cos ß -Y^-^*^osy —^j^^O 

entwickele  man  die  Werthe'der  Differentialqnotienten  von  cot«,  eosß^  eoif 
nach  i  und  substitnire  dieselben  in  die  Gleiebung  0)^  dann  folgt: 

\o  dt)  ~  \J))'/d  cosaV  ,  /d  cosby  ,  /d  cosc\*' 
Hierdnrch  gebt  die  Gleiebnng  10)  Uber  in: 

d.  i.  nach  2):  • 

/  /d  cos rtV     /a  cos  f^\*,f9  cos e\* 

\rj         '  \dx  dcosa     d  y  d  cosh     d  z  d  cosc 


11) 


j_      :  l_ 

dt     dl      et     dt      dt  dt 


Der  Factor  von  £^  anf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
iMsat  sich  mittels  der  sweiten  der  Gleichungen  4)  anf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen,  wenn  man  s  ala  Functionen -sweier  Variabein  ansieht | 
vm  hier  keine  anderen  Theorien  an  Hilfe  an  nehmen,  aoU  eine  direete  Her- 
leitnng  der  betreffenden  Form  gegeben  werden. 

Bozeichnet  man  tlurch  dp  das  Bogenelemont  einer  Curvo  C^  auf  der 
Fläche,  legt  durch  die  Tangente  derselben  und  die  Normale  zar  Fläche  eine 
Ebene,  so  hat  man  für  dra  Krümmungshalbmesser  A  der  Schnittenrve  im 
Punkte  («ty,s)  die  Gleichung: 

1  _deoiü  doD    dcoth  dy    deose  dz 
n       dp"  Wp'^   dp  dp"^  dp  dp* 
oder,  da  coau,  cosh^  cosc  Functionen  von  x^y^z  sind: 
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dcosa  dx    deosa  dy    deota  dz\dx 
dx    dp      dy    dp      dz  dp/dp 
.  „     drosb  dy     drnsb  dz\  dy 


/"drosb  dx 


:c  dx 
I~p 


cy 
dcosc  dy 


dz  d  p/ d  p 
dcosc  dz  \dz 


dy   dp      dz    dp/ dp' 

Diese  Gleiehang  lässt  sich  auch  Hchr<)iben : 

I   fdcosa  dx    dcosb  dy    dcosc  dz\dx 

R~\~dx'  dp^  dx'  dp'^Tx   dp)  dp 


Ii) 


+ 

/dcosa  dx 
Die  Differentialquotienten 


(dcosa  dx    dcosb  dy    dcose  dz\d y 


dy   dp      dy  dp/ dp 
dcosa  dx  .  dcosb  dy  ,  deose  dt\dt 

dp)  dp* 


dt 

dx  dy 


dt 


dz 


sind  die  Cosinas  der  Winkel, 


dp*  dp*  dp 

welche  die  Tangente  zur  Curve  C,  im  Punkte  [x,y,z)  mit  den  Coordinaten- 
axen  bildet.  Die  Curve  C,  sei  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Normal- 
ebene,  welche  durch  die  Verbindungsliviie  der  Punkte  (4t iji^)  und  {x,ytz) 
geht.  Es  ist  dauu  nacli  3): 

dx 


dp 


Die  GJeicbuDg  12)  wird  hierdurch: 

1      /       dcosa  .       -  dcosb  .  dcosc\ 


•») 


,  /       dcosa  ,        -  dcosb  ,  dcosc\  _ 

,  /       dcosa  dcosb  dcosc\ 


Mittels  der  beiden  ersten  Oleiebaogftn  4)  und  der  Gleichung 

CO!*«  +  co^ß  +  CU8*  y  =3 1 


folgt: 


deosa  .  .  dcosb 
eota   k-cosß 


dx 


dx 


dcosa 

dcosb 

dcosc 

'dx'' 

dx  * 

dx 

Cosa , 

cos  h , 

cosc 

dcosa 

C  cosb 

dcosc 

'dF* 

TT» 

dt 

+  cosy 
1 

cos  a . 

d  Cosa 

'dT' 


dcosc 
dx 

0 


) 


cotu 


cosby 
dcosb 

~dr' 


cosc 
dcos  c 


(drosa\*  /dcosb\*  fd  coscV 
ir)  +  {  »r)  +  KräT) 

Des  Prodnct  der  beiden  Determinanten  ist  gleich: 
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(detua  deo$b  dcosb  deo$m\dco$b  /i 
dx    dt        dx   TT)  dt  "^y 


dciaadeotc    deos e dco$a\  deosc 


üosa\  deosc 
dt  )   dt  ' 


dx      dt    ^  dx 

Transfonnirt  man  auf  ähnliche  Weise  die  beiilon  übrigen  Termo  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  13),  so  geht  dieselbe  über  in: 


J4) 


(dcosa\*  ,  /drosby  .  /dcosc\* 


(dcos 


dcosa  dcosb 


dcosb  dcosa    dcosa  deosc 


deosc  dcosa\  dcosa 
IT 


)sa\  dcos 

T)  ~dt 


ist: 


/deo$bdcosa  dcosa  dcosb    dcosb  deosc    deosc  dcosb\ccosb 

^  IT  'dx"^  dT  ~dz      W  ~dz~y  ~dt 

fdeoMc  deota  deosa  deosc  ,  drose  dcosb    dcosb  deos e\deose 

"*'k"a7"  "äi  W 'dsT  ^  TT 'dy      ai  Wy/IT" 

Wegen: 

dcosa  dcosa  dx     dcosa  dy    dcosa  dz 

Tt  döT  dt'^~dii~  di'^~dz~  dt 


deosa  dcosb    dcosb  dcosa    dcosa  dcos e 

Ti     dy      dt     dy  ^~fi  dV 


-( 


dcosa  dcosb 
~dir  dy 


dcosa  dcosb  d Cosa  deosc 
^dy'  ~dx"^'dx  d't~ 


dcose  deosa 
dT  dt 

dcosa  deosc 

"äs  ' 


dx 


deosbdeose    deasb  deose\dx 

""""äy    dl     dz  dy/di 


dx 

dt' 

deosa 

d  cos  a 

~dT' 


dt' 

dcosb 

dcosb 

~d7~' 


d* 
dt 

deosc 

d  cos  c 

■~ä7" 


Die  Deteiminante  anf  der  rechten*  Seite  Terecbwindet  infolge  der 
Gleichungen: 

dx  .      .  ^y  ,  dz 
eosaj^  +coä6  — +  co5c^  =  0, 

dcosa           c^cosIj  deosc 
cwa-^~  +  co«/»-^y-  +co«c-gj  0, 

deosa  ,      ,  dcosb  .  deose 
cosa^  hcM^-ä  h<»*c  — — =0. 

ot  dz  dz 

dx  1 

Der  Factor  von  ^  ist  gleich         wenn  /  nnd  r'  die  beiden  Hanpt* 

hrtiinniQngsbalbmessor  der  Fläche  im  Punkte  (x,^,:)  sind.  Es  ist  also: 


dcosa  dcosb    dcosb  dcosa  .  dcosa  deosc 


dt     dy       dt     dy  ^    dt  dt 


dcose  dcosa 
^t  dz~ 


1  dx 


rr^dt' 
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Mit  Ililt'e  der  vorstehenden  und  zweier  annlogen  Gleichuogeo  erhält 
man  aus  14) : 

^.r  d cos n     dy  d cos h     dz  d cosc 

r  r"    Ti  "TT    Yi  ~är Vt  T/~ ' 


\dT)    VW)  +  VW) 

Hierdurch  geht  die  Oleichnng  11)  üW  in: 


oder: 

9  JD.ff 


r     r  r 


was  die  sn  Anfang  bemerkte  Gleicbitng  ist 

Bei  (licsor  Gclo-j^pulieit  tniigc  folgende  lienierkiing  Platz  finden  über 
die  dovcloppahfln  Flachen,  welche  eine  g(;gebcue  Flache  längs  einer  be- 
stimmten Curvo  berühren  können.  Die  (rleichungen  der  Generatrix  seien: 


lö) 


cosX    cos  y  cosZ' 


Sieht  man  Vi  eosX,  eo»Y%  cot  Z  als  Fanetionen  einer  Variabein  I  an, 
so  mnss  folgende  Gieichnng  stattfinden: 

d  X          df/  dz 

Fi'      dl*  dt 

'eo$Xf     cosV^  eosZ 

drosX    deosV .  dcntZ^ 

~~dt~'    dt  *  "dr 


=0. 


Bedeuten  g  und  h  zwei  Unbestimmte,  so  knnn  man  setzen: 

dx  «...  dcosX 

V  «...  d  cos  Y 

dz  «r  .  .  dcosZ 

Da  die  Oeneratrix  15)  in  der  berOhrenden  Ebene 

(I  —  «)  cof  a  +  (iy  —  y)  Cös6  +  tt'-  »)  cosc  =  0 

liegt,  80  ist: 

17)  eosX  cosO'^'Cotycoth'^eosZeotcs^fi, 

Mnltij)licirt  man  die  Gleichnngnn  Iß)  resp.  mit  man,  cosb^  cosc^  bildet 
die  Summe  der  l'roducte,  so  erhält  man  mit  Kücksicht  auf: 


und  die  Gleichung  17) : 
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h  (cm a  —  h CO* b   1- cos  e         j «O. 

Für  den  Fall,  dass  As=:0  geben  die  Gleichungen  15)  und  10): 

<).r  y        dz  ' 

Dnrch  diese  Gleichongeu  ist  die  TaugeDteuääche  der  Corvo  bostimmt. 
Nimmt  man: 

eosn~-  \-eosb  —-  |-co*  c  — —  =0, 

dt  Ol  Ol 

•o  giobt  die  vor«tobende  Gleichnng  in  Verbindung  mit  17): 
€o$Xeos  a     eot  V  cos  b'^cot  Z  cot  c    0 , 
^deota  ,       „deotb  .       „deose  ' 

^  "är + ^  "ir + ^  -gr =^  ^  • 

Die  Gorade  15)  iot  dann  der  DnrchBcbnitt  beider  Ebenen: 

(4— ar)  eot  a  +  (i? — y)  eo$b  +  (f— «)  co#  c s o, 

worano  nnmittolbar  folgt,  dass  die  doveloppablo  Fläche  die  Enveloppe 
der  berührenden  Ebenen  Ittngs  der  gegebenen  Carve  ist, 

A.  EniNrper. 


ZX  JhM  Paimllelognmm  te  Bewegungeii  in  der  WeUenlehr». 

(Hienia  Taf.  IV,  Fig.  1—9.) 

I.  Dorchlftoft  ein  Punkt  (der  Hilfapnnkt)  gleichförmig  die  Peripherie 
oinee  Kreioea,  so  macht  seine  Projection  onf  einen  Dnrchmossor  dieses 
Kreises  eine  einfache  (Pendel-)  Schwingung.  Diese  Darstellung  der  ein- 
fachen Schwingung  ist  so  anschaulich  und  schliesst  sich  der  analytischen 
Former  fiar  diese  Bewegnngsart  so  eng  an,  dasa  sio  sich  für  Schub  wecke,  und* 
fflr  solche  ist  das  Vorliegende  lediglich  geschrieben,  als  Grundlage' fUr  die 
Pendel*  und  Wellenbewegung  sehr  empfiehlt.  Auch  bietet  sie  den  Vortheil, 
dass  sich  die  bei  der  Lehre  von  der  Pendelbewegung  auftretenden  Begriffe 
in  anschaulichster  Weise  definiren  lassen.  Beseichnet  m  den  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  sind  p  und  g  die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  etwa  des 
▼ertiealen  und  durchläuft  der  Hilfspunkt  von  p  ans  die  Peripherie,  sich  im 
Sinne  des  Uhrs^igers  bewegend,  so  wird  der  Ausschlag  der  Projection  auf 

den  horizontalen  Dnrcbroesser  durch  y»a  ftn  2 IS ausgedrückt.  Hier 

0 

bezeichnet  9  die  Umlanfsseit  des  Hulfspunktes  resp.  die  Schwingungsdaner 
seiner  Projection* 
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Fasst  man  m  als  Theilclieii  eines  fadenförmigen  Körpers  auf,  dessen 
Längsftxe  in  der  Ruhelage  auf  der  Eljciio  des  Kreises  in  m  senkrecht  steht, 
und  ist  .T  die  Entfernung  des  Punktes  m  vom  Mittelpunkt  der  Wellen- 
erregttng,  v  die  Geschwindigkeit  der  Welle,  so  begiaat  m  seine  Bewegang 

8vr  Zeit  I  .  Man  liat  also ,  wenn  man  I  von  dem  Moment  der  Wcllea- 

r 

erregnng  ab  rechnet,  für  die  Ausschläge  von  m 

y  =  «  m  —  I  /  — ~J  =  f*sm  —  {vt  —  X), 

wenn  k^dv  die  Wellenlinge  beseiehnet.  Hatte  der  Punkt  m  im  Angen- 
blick,  wo  die  Wellenerrcgung  ihn  erreiebt,  einen  gewissen  Abstand  Ton  der 
Ruhelage  oder  batte  der  Hilfspnnkt,  yon  seinem  Ausgangspunkt  ans  ge- 
rechnet, einen  dem  Centriwinkel  A  entsprechenden  Bogen  durchlaufen,  so 
geht  die  letztere  Gleichung  über  in 

Ifssasin  I — flp)  +  ^ 

Die  hier  auftretende  Grösse  A  beisst  die  Phase  des  Punktes  m.  Nach  dem 
Geaagten  ist  sie  als  der  Centriwinkel  des  Bogens  an  definireui 

X  m 

den  der  Hilfspunkt  zur  Zeit  <  =    ,  also  in  dem  Moment 

dureblanfen  bat,  wo  m  yon  der  Wellenbewegung  ergriffen 
wird«  Zum  Vergleicb  gebe  ieb  bier  die  Definitionen  des  BegriflTs  Phase 
▼on  namhaften  Autoren.  Selbstredend  lassen  diese  Definitionen  in  Besog 
auf  Wissenschaftlichkeit  Nichts  lU  wflnschen  fibrig,  dem  Sebflier  aber 

machen  sie  wegen  des  Mangels  an  Anschaulichkeit  grosse  Schwierigkeit* 

So  sagt  z.  B. 

Airy  (^On  the  nndulntonj  thcorie  of  optirs  p.  17)  .-  Bf/  the  phnsc  of  a  tvavc,  we 
shnll  denutc  Ihc  sitiialion  of  a  particle  in  a  wove,  considcred  as  affecling  iU  äis- 
placCftiriil  and  molion.* 

'  Thomson  and  Tait  (treatise  on  natural  phUosophy  p.  37):   The  Phase  of 
.  a  simple  harmonic  molion  at  any  instant  is  the.  fraction  of  the  rrhole  period  which 
hai  elapsed  since^  the  moving  poinl  last  paued  through  ü»  middle  posüton  «s  Ae 
positive  direction» 

Beer  (Einleitung  in  die  bdhere  Optik,  p.  80)  giebt  fUr  den  Anssclilag 
des  Theilebens  die  Oleichnng 

ysaasut—  {vi  —  «  —  6  —  »  t)  . 

wenn  die  Zeit  Ton  dem  willkttrlich  gewählten  Momente  t  ab  und  die  Ab* 


*  OoaieqQenter  Webs  nioimt  Airy  den  ganasn  Aosdrack 
Maas«  der  Phase. 
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scisspn  von  detnjenigon  Punkte  ans  gerechnet  werden,  der  zur  Abäcisse  ^ 
bat.   Bezeichnet  man  vi  —  ^  durch      so  ist 

Die  Constante       welche  hier  auftritt,  beisst  die  Phase  der 

Wellenbewegung. 

Wie  man  siebt ,  herrscht  auch  niehi  einmal  die  ndthige  Uebereinstim- 
mnng  in  Bezug  auf  den  Begriff  Phase.  Die  eben  gegebene  Definition 
Bcbliesst  sich  dem  Sione  naeb  an  die  Becr^sche  an. 

Stntt  die  Bewegung  des  einzelnen  Punktes  in  der  Wellenbewegung 
nnd  die  Wellenbewegung  selbst  als  gleich  wicbtige  Momente  hinzustellen, 
empfiehlt  es  sich  fttr  den  Unterricht,  die  Art  der  Bewegung  des  Punktes  als 
das  Wichtigste  hinsustellen ,  die  Wellenbewegung  erst  in  a weiter  Linie  fol* 
gen  sn  lassen.  Es  entspriebt  das  Gesagte  anch  der  pbysikaliscben  Beden- 
tnng  beider  in  der  Lehre  ron  Liebt  nnd  Sehall.  Die  Attribute  der  Bewe- 
gung des  Punktes  werden  als  ebarakteristisehe  Kennseiehen  wahrgenom- 
men. Die  Wellenbewegung  hat  mit  der  Empfindung  und  Wahrnehmung 
Nichts  sn  thun. 

IL  Selbst  sur  Erklärung  derlDterferenserseheinuugcn  ist  es  am  sweek- 
mltosigsten,  nur  ein  Theilchen  ins  Auge  an  fassen.  Wie  sich  dann  die  Re- 
sultate der  Rechnung  mit  Hilfe  des  Vorigen  vor  die  Ansehanung  bringen 
lassen,  soll  jetzt  gezeigt  werden.  EsVerden  dabei  swei  Wellen  Ton  gleicher 

Länge  nnd  von  gleicher  IntensitSt  Toransgesetat. 

Die  beiden  concentrischen  Kreitio  (Fig.  l)  haben  die  Radien  «und  6,  wo 
a  >  ^.  Befindet  sieh  ein  Punkt  vermöge  der  einen  Wellenbewegung  in  e 
(der  ililfspuiikt  in  vermöge  der  andern  in  k  (der  Hilfspunkt  in  g),  so 
findet  man  seine  wirkliche  Lage,  indem  man  die  Parallellage  construirt, 
wovon  dm  und  gm  zwei  anoinanderstossendo  Seiten  sind,  und  vom  End- 
punkte f  der  Diagonale  ein  Perpendikel  fn  fällt.  Der  schwingende  Punkt 
ist  dann  in  w,  denn  kn  ~  gh  =  mc.  Der  grosste  Worth  dos  Ausschlags  ist 
offenbar  mf.  Die  re.sultirendo  Schwingung  hat  mit  den  componirenden 
gleiche  Dauer.  Weil  nämlich  dm  und  gm  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Centri- 
winkel  beschreiben,  so  gilt  dasselbe  für  mf.  Und  haben  dm  nnd  gm  jedes 
eine  ganse  Drehnng  gemacht ,  so  hat  mf  dasselbe  gethan. 

Ist  dmp  =  B  die  Phase  des  Punktes  besttglieh  der  einen  und  gmp^A 
die  Phase  besOglieh  der  anderen  Wellenbewegung,  so  ist  fmp  die  Phase 
des  Punktes  m  fttr  die  resnltirende  Bewegung.  Fttr  die  Tangente  dieses 
Phasen  winkele  fmp  hat  man 

«nn     me  +  mk      h  sin  fi  -\-  a  sin  A 
nf     äe-^gk  ~~  beos  ß'^areos  A  ' 

Der    Ausschlag    ist    m  f  =  ^{1* -\- 2al/ cos  (^A — />').  Bekanntlich 
stimmt  das  hier  durch  directe  Anschauung  gewonnene  Eosultat  mit  den  Er- 
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gebnisseu  der  Kecbnung  überein.  Werden  die  Bewegungen  des  Poaktes  ii 
in  Folge  beider  Wellenbewegnngen  aasgedrttckt  durch 

y  =  a  sin       (v i  —  x)  und 
80  ut  die  reinitirende  Bewegung 

wo  e  nnd  C  sieh  dareh  die  Oleichnngen  e  eat  C^acoi  A-^b  cot  B  and 
e9mC=a8inA'\'hiinB  bestimmen.   Man  hat  dann  wie  oben 

c«  =  «•  +  62  +  2ab  cot  {A-B) 

^    asin  A  4-biin  B 

ig  C=5  _-  . 

'        a  cos  A  -\-  b  cos  ß 

Üüi  sich  die  Aenderung  der  resultirenden  Amplitude  bei  verändertem  Ph«- 
senunterscbiede  zu  veranschaulichen,  nehme  man  die  Phase  von  munter 
dem  Einflüsse  der  einen  Wellenbewegung  ==  0,  d.h.  man  drehe  das  Pa- 
rallelogramm dmyf  um  m  bis  md  mit  tnp  zusammenfällt.  Aondert  man  dann 
den  Pbasenunterschied ,  so  ergiebt  sich  die  resultirende  Amplitude  als  Seite 
eines  Dreiecks.  Die  beiden  anderen  Seiten  des  Dreeiclcs  sind  die  Amplituden 
der  Theilschwingnngen  und  schliessen  das  Supplement  des  Phasenwinkels 
als  Winkel  ein.  Besehreibt  man  nm  $  in  Fig.  2  einen  Kreis  mit  der  gr^ 
seren  Theilamplitude,  legt  anptf  in  p  den  gegebenen  Phasennntersehied 
A  an,  so  ist  em  die  resultirende  Amplitude,  deren  Extreme  also  mäsaa^^-'b 
nnd  j9i/=:  a  —  b  sind. 

Diese  Methode  gestattet  auch  ohne  Weiteres  den  Phasennntersehied 
fÜT  eine  gegebene  resultirende  Amplitude  an  eonstrniren.  Will  man  die  ge* 
wonnenen  Resultate  mittelst  des  fKr  Scbulswecke  so  sehr  geeigneten 
E  i  s  c  n  1  ob  r'schen  luterferenzapparats  vor  die  Anschauung  bringen,  so  hat 
n)an  der  Wcllenleisle  eine  solche  Lage  zu  gehen,  dass  der  Abstand  des  An- 
fangs derselben  von  der  ersten  Nadel  der  sovielte  Tbeil  einer  Welleuliiogc 
beträgt,  als  die  gefundene  Phase  von  2  Ii  ist. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Cnnsti  uction ,  wenn  die  Theil- 
scbwingungen  gleiche  Amplituden  haben.  Das  Parallelogramm  wird  dann 
ein  Rhombus.  Der  Phasennntersehied  für  eine  gegebene  re- 
sultirende  Amplitude  ist  der  Centriwinkel  derjenigen 
Sehne,  deren  Abstand  yom  Mittelpunkt  des  Kreises  (Radius- 
Amplitude  der  Theilschwingnng)  der  halben  resnltirsn- 
den  Amplitude  gleich  ist 

ITT.  Vielleicht  werde  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  das  hier  ge* 
gebene  Princip  noch  weiter  verfolgen.  Hier  mdge  nnr  noch  der  Beweis 
Plate  finden ,  dass  die  Ansahl  der  Stdsse  sweier  Töne  in  einer  gewissen 
Zelt  der  Difllsrens  der  Sohwingungssahlen  für  dieselbe  Zeit  gleich  ist. 
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Die  Schwiiigiuigidener  sei  9  mp.  d'»  wo  J  ^  d*,  die  Amplitaden  seien 
gleieli  nnd  swar  s  e.  Wir  denlcen  nna  twei  Hilfspunkte  Ton  a  (Fig.  a) 
ausgebend,  die  Peripherie  des  Kreises  darchlanfend. 

Im  Moment,  wo  der  sieb  scbneller  bewegende  Punkt  zum  ersten  Male 
wieder  nacb  a  znrtickgokehrt  ist,  befindet  sieb  der  sieb  langsamer  be- 
wegende in  b.  Der  Bogen  ba  wurde  letzterer  in  der  Zeit  d  —  ö  durcblaufen, 

wodarch  sich  die  LSnge  dieses  Bogens  au  — j^2c»ergiebt.  Die  Amplitude 

0 

ist  jetzt  nicht  nielir  das  Maximum  2  c,  sondern  sie  ist  nach  dem  Frühorou 
geringer,  nSmlicb  die  von  tu  auög;eliPnde  Dia<,'<)nalo  des  aus  via  und  inh  zu 
bildenden  Parallelogramms.  Das  Maxiniuni  wird  wieder  eintreten  ,  wenn  der 
Pliasonuuterschied  2 TT  geworden  ist.  Die  zw  ischen  zwei  Maxiniis  vertiies- 
sende  Zeit  ist  also  gleicb  derjenigen  Zeit,  worin  der  sieb  scbneller  bewe- 

gendePunkticas:— — 2c»ma1  die  ganse  Peripherie  durchUlnft   Es  ist 

also  Zeit  »wischen  swei  Maximis :  — -7 ,  ZahlderHaiimisin  der  Zeiteinheit: 

0  —  0 

^-J-  Bs-^  —  4"       darin  liegt  der  Sats. 
00       o  0 

Schliesslich  darf  ich  nicht  unerwähnt  lassen ,  dass  ich  die  erste  An- 
regung sum  Vorliegenden  der  im  Artikel  58  der  Physik  von  Thomson  und 
Tait  gegebenen  Construction  verdanke. 
Duisburg,  den  20.  December  1800. 

KaniiiiB. 


XXL    Bemerkung  su  der  BeitfiBmung  der  Abplattungsgreanm  lllr  dif 
Xrdtnhäroid  (—  und        aus  der  Hutation. 

*  \304  678/ 

(Hierzu  Taf.IV,  Fig.  4  u.  5.) 

Im  fünften  Buche  seiner  Mccanique  Celeste  Btitz  14  findet  Laplace  bei 
Untersuehung  der  Nutatlon  der  Erdaxe  die  Formel 

2C-  A  —  0,00519323  

C  r+/5T0.748493  * 

Hierin  ist  ß  eine  gewisse  aus  den  Bewegungen  und  der  Masse  des 
Mondes  au  berechnende  Constante ;  C  das  Trügheitsmomeat  der  Erde  für 
die  Botatioasaxe,  A  und  B  die  Trägheitsmomente  für  awei  llquatoriale  Axen. 
Indem  nun  das  Verhftltniss  der  Trägheitsmomente  hereelmet  wird,  ergehen 
aieh  swei  Grenaen  für  die  Abplattung: 

1.  wefln  die  Erde  homogen  yorausgesetat  wird ,  sich  also  der  Einfluss 

der  Vertheilung  der  Dichte  eliminirt: 
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2}  wenn  die  Masse  der  Erde  im  Mittelpunkte  concentrirt  gedacht  wird, 

ftlso  ebenfalls  jener  EinflnsB  htnwegfKlU;  — . 

678 

Abgesehen  nun  von  den  Correctionen ,  derep  die  von  Laplace  be- 
nutzten Zalilcnwerthe  gemäss  neuerer  Beobachtungen  bedürfen  mögen,  ift 
es  doch  auffällig,  dass  ans  der  Nutation  eine  obere  Grense  der  AbpUttuDg 
folgt,  die  schon  kleiner  ist  als  die  geodätisch  bestimmte;  da  mm  aber  die 
Voranstetsang  für  die  obere  Qrensen  den  tbatsXehlicbenVerb&ltnissenflber 
die  Vertheilong  der  Brdmasse  dnrcbaas  nicht  entspricht«  aondem  diese  Ver- 
theilnng  sich  sehr  betrichtlieh  von  der  Homogenitit  entfernt  und  der  Ye^ 
anssetsnng  fir  den  kleinem  Werth  nftbert,  so  sefaeint  es,  als  müsse  dieser 
astronomisch  bestimmte  Werth  der  Abplattnng  sieh  betrttehtlich  yon  den 
geodXtisch  bestimmten  entfernen. 

Folgende  kleine  Rechnung  wird  aber  zeigen,  dass  dieser  Schlnss  nicht 
gerechtfertigt  ist,  weil  sich  nachwciben  la^st,  dass  das  Verhältniss 
2  C    A  ß 

 constant  ist  für  alle  congrnenten  Botationsellipsoide,  die'sns 

ähnlichen  bomogenen  Schiebten  bestehen,  gleichgiltig,  wie  sich  die  Dichte 
yon  Schiebt  zu  Schiebt  ändert. 

Wenn  nun  auch  Laplace  nachgewiesen  hat,  dass  die  Erde  nicht  ans 
ähnlichen  Schichten  bestehen  kann,  sondern  dass  die  Elliplicitäton  der 
Niveaus  nach  dem  Mittelpunkte  zu  abnehmen  müssen,  so  liegt  doch  gewiss 
der  wirkliche  Zustand  der  Erde  bei  der  geringen  Abplattung  der  obersteo 
Schicht  der  Zusammensetsnng  ans  Übnlichen  Schichten  sehr  nahe,  und  es 
kann  damit  der  ans  dieser  Voranssetsong  abgeleitete  Werth  der  Abplattung 

-^als  sehr  nahe  übereinstimmend  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  ange- 

sehen  werden. 

Die  Bereehavng  der  Trägheitsmomente  gestaltet  sich  folgendermassse: 
1.  Berechnung  des  Trägheitsmoments  einer  nnendlich  dünnen  homo- 
genen von  ähnlichen  Botationsellipsoiden  begrensten  Schicht  in  Besag  auf 

dieRotationsaxe.  Das  Trägheitsmoment  eines  unendlich  dünnen  homogenen 
Ringes  vom  (Querschnitte  ^,  dem  Radius  r  und  der  Dichte^  beträgt  fär 
seine  Aze: 

Tr  —2nr*Q<j, 

Die  eliipsoidische  Schicht  lässt  sich  in  Kreisringe  vom  Qaerschnitte 
(Fig.  1) 

dx 

LLf  MMf         ,dy  ,dy 

Oy 

und  dem  Radios  rc=.r  zerlegen,  wo  xy  die  Coordinaten  des  Punktes  Üb 
der  Ellipse  ay  besMcbnen.  Nun  ist  aber 
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bezeichnet  c  die  kleine,  a  die  grosse  Halbaxe  des  Erdsphäroidsi  so  ist  ferner 

nach  der  Vorauasctzuug  ähnlicher  Schichten: 

a«-jy,  also x=j  Vf'-ft 

und 

dx   a  ydy 

Älithin  ist  das  TrÄ^heitsmoment  des  Ringes  mit  dem  Qaerschnitte  LL^  MMf^ 
wenn  die  Dichte  der  Schicht  uy  gleich  q  gesetzt  wird: 

Oy 

V 

Hieraus  folgt  das  Trtgheitsntoinent  der  ganzen  Schicht  zu 

0 

8 

Das  Trägheitsmomeut  des  ganzen  Ellipsoides  ist  folglich 

1)  ^=-i^j9/äy, 

2.  Borechuung  des  Trägheitsmoments  einer  lioniogoiiou  von  ähnlichen 
Ellipsoideu  begrenzten  Schicht  in  Bezug  auf  eine  Aequatoraxe. 

Wir  zerlegen  die  lioiiiogeuo  Schicht  durch  parallele  Ebenen  senkrecht 
«nr  Axe  des  Moments  in  elliptische,  ähnliche,  unendlich  dünno  Ringe.  Die 
Ebene  eines  Ringes  stehe  nm  |  vom  Mittelpunkte  des  EUipsoides  ab;  dann 
sind  die  Halbaxen  vk  des  Ringes  (Fig.  2}: 

Ein  Pnnkt  des  Bioges  stehe  nm  r  vom  Mittelpunkte  des  Ringes  ab  und  habe 
gegen  den  Aeqnator  die  Anomalie  9;  dann  batrXgt  das  Kingelement  am 
Ende  Ton  r: 

dr 

rd^d<p.—dy, 
also  ist  das  Trigbeitsmomant  des  Ringes 


Nnn  ist 


dq). 
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Hieraas  folgt 


al80 


Mit  Hilfe  dieses  Werthes  ergiebt  stob  für  das  Integral  aber  die  Schiebt 

a 

0 

 ^ii  ^y^y-  - 

Hieraus  folgt 

Vergleicbt  man  biermit  den  oben  gefundenen  Wertb  von 

0 

so  ergiebt  sich  der  Beweis  des  Satzes: 

Das  Verbältniss  der  TrUghcithiuoinente  eines  aus  Luinogenen  ahnliclioa 
Scbiebten  snsammeogesetzten  KotHtioüsellipüoides  für  die  Rotations-  und  für 
eineAequatoraxe  ist  nur  abhängig  von  den  Dimensionen,  nicht  aber  abhäuj,'!^ 
yon  dem  Gesetze ,  nacb  welcbem  die  Dicbte  von  Scbicbt  zu  Scbicbt  varüiu 

KlOBABD  HbOII* 
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Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Diffe 
rentialgleichungen  durch  die  Methode  der  Trennung 

der  operativen  Symbole. 

Von 

Dr.  Feiedbich  Grelle, 

Profeasor  mm  Poljrteclmiknni  la  Humdrer. 


Die  Methode  der  Trennung  der  oporativen  Symbole,  kursweg  aach 
der  Operationscalcul  genannt,  scheint  in  Deutschland  weniger  Eingang  ond 
Anwendung  gefunden  zu  haben  als  in  England  und  Frankreich.  Während 
Bftmlieh  englische  wie  fransösisehe  Mathematiker:  Gregory,  Murphy, 
CarmichaelyServois  nnd  Andere  eieh  mit  Vodiebe  dieser  Methode  be- 
dienen, existirt  meines  Wissens  in  der  deotschen  Literatnr  nur  eine  üeber- 
setsnng  des  CarmiehaePscbeft  Werkes  Über  diesen  Gegenstand.  In  der 
Reeension  dieser  Uebersetsnng  (siehe  diese  Zeitschrift  Jahrgang  II,  S.72} 
wird  richtig  bemerkt,  dass  der  Operationscalenl  ohne  Frage  ein  ▼ortreff- 
liches  Reproductionsmittcl ,  aber  auch  nur  dieses,  sei.  In  der  That,  der 
Grund  für  seine  Zulassitjkeit  liegt  nur  in  dem  voraus  geführten  Nachweis  der 
Richtigkeit  seiner  Resultate.  Diesen  Xacliwois  zu  liefern  zuniiclist  in  Betreff" 
der  gewöhnlichen  nnd  partiellen  Differentialgleichungen  gewisser  Art  ist 
der  Zweck  folgender  Abhandlung.  Vielleicht  lenkt  sie  von  Neuem  die  Auf- 
merksamkeit der  deutschen  Mathematiker  auf  ein  Operationsverfahren, 
welches  seiner  Einfachheit,  Einheitlichkeit  und  Kürse  halber  einen  Plats 
in  den  LehrbUchem  der  Integralrechnung  verdient. 

L  JA»  gtwfthiüiolieii  liaamn  Differentialgieiohiiiigin  mit  oo&itaiit«ii 

Coeffieieiiteii. 

Die  allgemeinste  Form  dieser  Gleichungen  ist: 

ZeiUcitiirt  f.  MatlteioaUk  u.  i'hytik,  XV,  &.  Ol 
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dPfi 

wo  y  eine  JTanction  von  o;,  iX*  die      Abgeleitete  von  y  nach  ^ ,  d.  i.: 

und  «0 ,  at . . .  a„-i  Conatante  bedeuten« 

Angenommen  die  n  Wnrieln  der  in  Ar  algebraisehen  Gleiehnng 
Orades: 

8)  +       *^*  +  a.-t*^*  +  ...+«.*«  +  -'i*  +  <^  =  0, 

seien: 

^1 »      1      •  •  •  » 
•o  bat  man,  wenn  die  Summen  der  Combinationen  obne  Wiederholung  der 

(>i  — 1)  erfiten  dieser  Wnraeln  besiebentlich  zur  I'*",  2""...  Claose  mit  5,, 

Sf ...  bezeichnet  werden  und  mau  die  eine Combination  bildeaden  Elemente 
als  Factoren  betrachtet: 

3) 


II,  «  (-  1)«^.  +  ^-l) . 

Durch  Einfübrnng  dieser  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  1)  kommt 
diese  auf  die  ITorm: 

-     D"-'  y  +  A„  5,  -  Ä„    ^)"-5.y  +  - . . . 

oder  wenn : 

( y  -  S         +  'S  />"-^!/-+ . . . 
gesetitwird: 

welche  Differentialgleichnng  erster  Ordnung  bekanntlich  die  Lösung  hat: 
5)  I  f  e-^u'fxdx+Cm  }. 

Hiermit  ist  annSebst  geseigt,  dass  die  Oleiebung  1)  n**'  Ordnung  ia> 
rftckftlbrbar  ist  auf  die  Gleichung  (n— Ordnung: 

deren  Coefficienten  susammenfallen  mit  denen  der  algebrmisehen  Oleieb- 
ung (n^l)**"  Grades,  welche  sieh  durch  Division  von  (s)  dnieh  i^— 
giebt 
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Dieselbe  Glelclinng  ö)  kommt  aber  aneb  dadarcb  sn  Stande,  da^s  man 
in  I)  das  operative  Symbol  D  zanächst  von  der  zugehörigen  Function  y 
trennt,  diese  als  gomeinscliaftlicheu  Factor  sammtlicher  Glieder  linker 
Hand  zieht,  den  andern  Factor: 

iV=7)«-f./T„_,  /)n-t -f. . . . -1- B'-^a^D-^a. 
dnrch  das  Prodact  seiner  linearen  Factoren : 

ersetzt,  D— Ar„  weg  dividirt ,  die  übrigen  Fnctoren  wieder  ausmultiplicirt 

und  endlich  die  rechte  Seite  in  Rücksicht  auf  die  Definition: 

in  einen  realen  Wertb  traneformirt. 

Waa  fttr  den  Faetor  J>^km  bowieien,  gilt  IKlr  jeden  andern;  naebdem 
alio  dnreb  Division  mit  Ar«  die  gegebene  Gleiebnng  fi**^  Ordnung  Ter- 
▼andelt  ist  in  eine  Gleicbnng  (n—l)^  Ordnung,  kann  man  diese  dnrch 
Division  mit  i^—A«.!.  anfeine  (»—2)**' Ordnung  snrflckAlbren  n.  s.  w.  fort» 
bis  linker  Hand  nnr  noeb  y  —  die  gesoebte  Function  —  übrig  geblieben. 

Dieser  Nacbweis  von  der  Anwendbarkeit  der  Metbode  der  Trennung 
der  operativen  Symbole  auf  die  Ldsung  von  Gleiebnngen  von  der  Form  1) 
bedurfte  keinerlei  Voranssetsung  über  die  Art  der  Wuraeln  k^,,,ku'^ 
ob  reell  oder  imaginibr,  ob  gleich  oder  ungleich  — ;  das  angegebene  Ver- 
fahren ist  also  unter  allen  Umständen  suIXssig.  Je  nachdem  aber  die  he* 
treffenden  Wurzeln  die  eine  oder  andere  QualiUit  haben,  erscheinen  die 
Scblossformoln ,  deren  Ivcnntniös  die  Rechnung  bedeutend  vereinfacht,  un- 
ter verschiedenen  Formen,  weshalb  dieselben  im  Folgenden  unter  allen 
Modalitäten  entwickelt  werden  sollen. 

a)  Die  Wn  r  z  e  1  n  A , ,     . . .  A,,  sind  ungleich. 

Nach  den  Divisionen  mit      Ar«  und  mit  D^k^i  hat  man: 

y(/)-Ar,)...(/>-A„-2) 

oder,  wenn  die  eine  Integration  rechter  Hand  vnsgefBbrt  wird ,  indem  man 

J  e-K'  fxdx  =  Vt  fx  rf««  dv 

setzt : 


So  fortfahrend  erhält  man:  i 
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nnd  encllicli,  wenn  dio  Abgeleitete  von  7)  nach  D  ftlr  D=k„,  Ä„_|  ..  Aft,  Ar, 
kurzweg  bozieheutlich  mit  A  '„,  iV'«_i . ..  JV',,  iV',  bezeichnet  wird: 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  man  aneb  den  gansen  Faetor  N  anf  einmal 
wegdividiren  kann.  Der  reebter  Hand  erscbeinende  Bmeb 

 l  

N^(D^  k,)  i^D-k,)..,{D- kn) 
wird  darauf  gerade  so  in  Theilbrüche  zerlogt,  als  ob  D  ein©  algebraische 
Grösse  sei  und  joder  uxii  fx  nmltiplicirte  Theilbruch  alsdann  nach  8^  in  ein 
Integral  umgesotzt. 

Auch  für  den  Fall  complexer  Wurzeln  führt  dasselbe  Verfahren  zam 
richtigen  Kesultat. 

Ist  nämlich : 

k^  —p  +  yi, 
Ar,  =3^  —  21, 


12) 


und  setzt  man : 

18)         (/'~^'»  +  yO  (p  — ^4 +  (P  —  ^n  +  !?0  = 

(P  — ^'S  — 7«)        —       —  •  •  •       — —  "»--««♦ 

60  erhält  man  zunächst  nach  10)  als  die  den  Wurseln  12)  entapreebenden 
Theile  der  gesuchten  Function: 

— VT      /  r-(l»+fO'/(a)<ia:4-C,  [ 

was  durch  die  Benulinng  der  bekannten  Definition: 

^•t»^e9t(8x)  ±isin(sx) 

auf  die  Form: 


CP 


.r      \  {mtinqx  —  ncosqx)  j  e-f*  coiqm  f{x)dx 


•^ef  Atin{q»-\'S) 

g«braebt  werden  kann.  Die  Integratipnaconetanten  A  und  B  sind  so  ein- 
gefttbrt,  data 
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%q%  (m-|-"t)    2  91  (m— nt) 

2}(OT4-ni)         (m  — «•)' 


3  ^  51/1^, 

AcosB. 


Derselbe  Werth  14)  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  11]  unter  Vor- 
UMsetsniig  12)  in  reelle  Tbetlbrttehe  serlegt.  Die  den  Worseln  12)  ent- 
■preehenden  Brücbe: 

1  1  1  1 

29i(m-|-fit)  X>  — +        2ji(m  — ni)  1>— (p  — Jf) 
letseo  sich  oSmlicb  sosemmen  su: 

Diridirt  man  ans,  multiplieirt  darauf  mit  fx  nnd  erweitert  die  Defi- 
nitioB  8)  in : 

15)  (D  —  A,)-/»  /(x)  =      j  e-^n'f{x)  daP, 

M»  erbilt  man : 

\  4  \ 

6 


5 

weleher  Ansdrnek  sieh  unter  Benotsung  der  leiebt  absnleitenden  Formel: 

/Pdx^  =  y  vi«*"'  l  Pdx-'{n—\)a^-^  j  xPdx 
2«.,(il— 1)  f        «/  •/ 

1.2  «/ 

in  U)  verwandelt. 

Unter  den  Wurzeln  seien  n-gleiebe: 
A|  ==  A,  = . . .  =3  km-'X  —  ^«i» 

DiTidirt  man  sanKcbst  die  den  nngleiehen  Wnrieln  entfpreebenden 
Fietoren : 
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(Z)  -  X.) .  (Z>  -  ...(/>- 
weg,  80  bleibt  sa  behandeln  ttbrig: 

17)         y(/>-A«r=  ^ 


wo: 


d{k,) 

Dmdirt  man  jeUt  mehrere  Male  naeh  einander  mit  (D^ktm)^  eo  er- 
kennt man  bald  ala  Sehlosfresnltat: 


18) 


Dieses  ist  wieder  genau  derselbe  Werth,  welcher  sich  ergiebt,  wenn 
man,  D  als  algebraische  Grösse  betrachtend,  wie  folgt  aerlegt: 

1 


III) 


I  Ii      1.  Ii 


j-  ^"»-^  ■  ,1,  j. 

Die  Uebereinstimmnng  der  Coeffioienten  Am+\ »  •  •  •  mit  denen 
im  ersten  Theile  der  Snmme  rechter  Hand  in  18)  erkennt  man  sogleich  und 
die  der  übrigen  durch  folgende  Betrachtung.  Sei : 

20)  (/)-*.+i)... (!>-*,)==  * 
so  giebt  10) : 

21)  9  W  =  ^-i + (/>-  An.)  ^„  _  I  +  (/>  -  k„y  J„  _  2  +  .  .  .  . 

woraus  durch  Differentiation  nach  J)  und  nachberiger  Y  er  tauschung  des  D 

mit  Am  folgt : 

Am  ^9  Wüszk^  =  y,  T-^^  — , .  

CAm  — Aa,+i)...(Ä|,  — Ar,) 

^  1_    1 

(A»+i — Ar»^) . . .  [km+i — A« j  A«, — Ar,»^! 


'*"(Ä«-Ä»HJ...(Ar.-Ar..t)  iV, (Ar«-*,} 
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=  9>' (/))/)=*  =—  * 


na» 


)" 


vnd  60  fort.  Multiplicirt  mau  also  nach  Bestimmung  der  Coefficienton  dio 
Gleichung  10)  mit  f{x)^  iransfürmirt  jeden  Sammenden  rechter  Hand  mit 
KückHicht  auf  lö)  in  ein  Integral,  flo  ergiebt  sich  als  gesnebte  Lösung  wie« 
der  18). 

Beispiel. 
Ffir: 


ist: 


=  -  +  6,    +  C,  o:  -h  Co  +  C\  sin  (2  x  +  6  A 


n.  Die  partiellen  Differentialgleichnngen  mit  constanten  Coefflcienten. 
Wir  beschfiftigen  uns  snnttchst  mit  Gleichungen  von  der  Form: 

Indem  wir  wieder  Ton  der  algebraischen  Oleichung  2)  ausgeben  nnd 
das  System  3)  benotsen,  wird  22)  redacirt  auf  die  Oleichnng  (/<  — i)""^ 

Ordnung : 

23)  j  +ei).-s^3,j;^+eiy-'^^^J^ 

falls  u  die  Li^snng  der  Oleichnng: 

24)  _-A,_=/^(^,y). 

also: 

ist,  wo  die  Fonetion  ^delinurt  wird  durch : 

26)  i^'C^iy  —  *»^)       C^»^  ~"  ^«^-^ 
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und  1/;  +  eine  g^^Q^  beliebige  von  i^y-^k^m  abhängige  Function 
bedeutet. 

Dieselbe  Gleieliiing  2S)  iMeet  sieh  auch  folgendermiisseii  aas  22)  ab- 
leiten. 

Bozoichnct  man  die  p'^  Abgeleitete  von  z  nach  x  mW.  Dl^t^  von  z  nacby 

mit  so  kann  man  22)  zunächst  schreiben: 

27)    l)^ *  +  a„_i  Z>»  - » Z>,  c  +  a„.2  i>"--'      j  +  •  •  •  +  «o  />i" *  =  /C-^, U)- 

Wird  jetst  s  von  den  operativen  Symbolen  I>  nnd  getrennt,  so  mnss 
sieh  unter  den  gemaehten  Voranssetsnngen  der  Factor  von  z  aerlegen  las- 
sen in  die  nach  D  nnd  Dx  linearen  Factoren : 

Man  erbftit  also  dareh  Division  mit  D-^knD^  aus  27) : 
38)  z  (D-k.D,)  CZ>-A,A) ...  (Z>-A,_,/>,)  =  {D-k^V,)-'  f{x,y). 
Nach  8)  ist  aber: 

(i>-*«A)-V(«,y)  =  «*-'^i  |y^*«'^i/(«,y)da:  +  *(|f)  I? 

führt  man  demnach  noch  die  Definition  ein: 

29)  f{x,  y)=r(ä^,y  +  ax),    e^y'^  f{x,  y)  =  f{x  4-  a  y,  y) , 

welche  auch  als  Consequcnz  der  Trennung  der  operativen  Symbole  aus  der 
Formel  des  Taylor 'scheu  Lehrsatzes  betrachtet  werden  kann: 

f{x  -h  A)  =  f(x)  ^  h  Df{x)  -h  -h . . .  =  s*i». 

so  findet  man  leicht  vollständige  Uebereinstimmung  der  Gleichungen  2öj 
und  23),  was  bewiesen  werden  musste. 

Nachdem  di«  rechte  Seite  in  28)  in  ein  Integral  übertragen,  giebt  die 
weitere  Division  der  so  erhaltenen  Gleichung  durch  y>  — /.„_iZy, : 

«(/>-*,/),)...(/>  —  kn-.%Di)  =  i'^i 
oder  wenn  man  eine  Integration  ausführt,  indem  man  setst: 

z^D-k,  />,)...(/>— Ä,^i/>,) 
So  fortfahrend  erhält  man  schliesslich : 
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n— 1 


hdx  ff(x,y)dtr-^  1 


wo  ßTp  wieder  die  frtthere  Bedeotnog  [eiehe  10)]  het 
Beispiel: 

9*z      a**        a*z        d^t       a*«  , 

Die  betreffende  algebraische  Gleichung  hat  die  vier  Wurzeln  l,2|St4; 
deshalb  itit: 

3  .-^ 
e'Di  J  e-*^i  dxj  e^'+^idtf*     (^'^\  J^e^^'^idx  Je^'-^^vdt^ 
—  5  2 

+  _2  H  g 

Bei  der  Anwendung  der  partiellen  Differentialgleichungen  auf  die  Lö- 
sung physikalischer  Probleme  ist  der  schwierigere  Theil  derKechuung  mei- 
sten» der,  eine  Fanction  xu  suchen,  welche  nicht  nor  einer  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung, sondern  ancb  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügt, 
,  wodurch  die  williLttrlichen  t/;-  Functionen  der  allgemeinen  Lösung  bestimmt 
werden.  In  der  gewöhnlichen  Weise  anngehend  von  particulären  Integra- 
len, wählt  man  wo  möglich  letstere  gleich  so,  daas  sie  einige  oder  alle  Be- 
dingungen erfüllen,  und  bildet  aus  der  particulären  Lösung  die  allgemeine. 
Aber  aoeb  diesen  meistens  wiehtigeren  Theil  des  matbematiscben  Probleme 
bebandelt  man  häufiger  weit  einfacher,  wenn  man  die  allgemeine  Lösung 
80)  statt  einer  partlenlären  als  Ausgangspunkt  nimmt. 

So  hat  man  s.  B.  Air  die  bekannte  Qleiehung  aus  der  Theorie  der 
Schwingungen: 

da*    d!  d^"^* 
wenn  nach  y  Integrirt  wird:  - 

t  =  e-ii»  ^,  (a?)  +  W = 1^1  («+ «y)  *+  ^  (»  -  e  y). 

Soll  die  Lösung  die  Bedingungen  erfüllen : 

d  z 

für  y  =  ü  ist  z  =  f{x)  und  ^  =  '^C*)> 

80  erhält  man  snr  Bestimmung  der  beiden  bis  jetst  gans  willkürlichen 
Funetioaeii  ^,  und  : 
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woraiis: 


also  schliaaaUcli: 


^,(a;)  +  ^.(ap)=/'(a?), 


folgt  (Vergl.:  Biemann,  „Vorleaangen  ttber  partielle  Differenttalgldek- 
nngeu,  heraosgegeben  von  Hatten dor ff,  8. 111—118.) 

*    Das  Hauptmoment  der  vontehenden  Beweise  liegt  offenbar  darin,  dut 

Gleichungen  ti^"  Ordnung  auf  Gleichungen  (n  —  l)'®*^  Onliniug  zuriickfübr- 
bar  waren.  Für  partielle  Difl'erentialgleichungrn,  in  denen  Abgeleitete  ver- 
schiedener Ordnungen  vorkommen,  scheint,  im  Allgemeinen  wenigstens, 
diese  Reduction  nicht  möglich  zu  sein,  weshalb  wir  die  Anwendbarkeit  tlfs 
OperatioDScalcuU  auf  Gleichungen  dieser  Art  prüfen  mttasen  durch  denVei- 
sneli :  ob  die  ersielte  Lösung  der  Gleichung  genttge* 
8etst  man  in: 

wo  9  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet,  und  bestimmt  u  und  p  ans: 

««  +  2a|SH-c  =  0, 
2ao  +  2Ä/5  +  d  =  0, 

80  wird  81)  redneirt  auf: 

d*9       ^9  a*p 

Nach  30)  würde  die  Lösung  dieser  Gleichung  sein: 
wenn 

p=za*  —  b. 

Verwandelt  man  jeden  Factor  in  eine  unendliche  Heihe : 


n=r  CO 


■=0 
1=00 


nnd  setzt: 

_*ii(y) + ♦tCy)  «rty). 

Vp  D\  -  Ar  Li/,»  (y)  -  tt  (»)]  «  ^(y) . 

so  eigiebt  sieh: 
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34) 


„    „  -.2...  (2/1+1) 

Dmsa  in  der  That  dieser  Werth  die  allgemeine  LÖHnng  der  Gleicbang 
32)  itt,  seigt  aeine  £iiuetiang  in  dieselbe.  Mui  hat  oÜmUcb: 

2  ..."ft^lo  ("*•'-*)•  A'(f—') 


1  ...2n 


In  diesen  Gliedern  gebt  n  von  0  bis  QO ,  mit  Ausuabme  von 


wo  nssO  nicht  mehr  mllisig  ist  VerUaseht  man  deshalb  in  den  beiden 
ersten  dieser  Glieder  ^  im  leisten  ist  es  nicht  nothwendig ,  weU  sich  alle 
OKsder  dieser  Art  sogleich  anf  heben  —  n  mit  (n  +  1),  so  hat  nunmehr  der 
Ind^S ttberall  dasselbe  Intervall.  Formt  man  also  am; 
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^  l...(2n— 2) 

= 5  r~k  *''~*^"  t''"'  (»-•*)-  V  (»-««)] . 

60  zeigt  die  nuauichrige  EinsetsODg,  dass  der  Werth  34)  der  vorgelegten 
Gleichung  genügt. 

Die  Bednetion  von  31)  aaf  82)  geschah  nar,  um  die  Ansdracke  etwas 
SU  vereinfacheD.  Man  h&tte  auch  dureet  von  81)  ausgeben  k5nnen.  Hierbei 
wftre  man  auf  Grössen  Ton  der  Form: 

gestossen  und  bStle  nunmehr 

setzen  müssen. 

• 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  Gleichung  zwischen  der  Temperatur 
der  Zeit  f  und  der  Ordinate«  eines  in  allen  Schnitten  winkelrecbt  sar«-Axe 
gleiebmftssig  erwärmten  Körpers: 

a*«     l  Bz  ^ 

Dia  »ll(«iDeine  Uaug  itt. 

«-f     .  (,) 

oder  wenn  man  die  Eiponentialgrössen  in  Beihen  verwandelt  und  daranf : 

_«bW  +  ^iW=/*(!f). 

[^.(y)-^i(y)]=-ny) 

•etat: 

öoU  z  für  jfsO  den  Werth  9      erhalten ,  so  hat  man : 


woraus : 


^  r  (y)»=o = V '  (*)*=o  I    ^  ^(y)f =0=  9  "  («)*=o  1 
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n.  8.  w.  folgt  Nach  Foiirier*8  Sati  Ut  aber: 

0  —OD 


0  —OD 

00  +• 


U  —00 


Man  erbilt  demnacb : 


OD  +•  ^  ^ 


0  —OD 

00  +0D 


U  — OD 

oder  wegen: 


—  (?» 


0 


+0» 

—  OD 

Dnreb  Ibnliebe  Seblfiafe  erbSlt  man,  anagebend  von: 

U  —00 

4-00  4.» 


—  00 
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—iL 

Verwandelt  man  endlieh  in  eine  Reihe  und  setzt  darauf  die 

Werthe  von  /"(y)  und  /'(y)  in  36)  ein,  so  crgiebt  sich: 


37) 


—  Oft 

+  0» 


—  OD 

(V«rgl.  Bieinaiin*8  VorlesnogeB  über  partielle  Differentialglelekangen, 
8. 107—100.) 

Soll  die  gesnebte  Fnoetion  iwei  BediDgimgeii  genligeiii  i.  B.: 

für  ysaO  sei  «a^(«), 

„    «=0   „  SeaO, 

10  kann  man  den  niinmebrigeii  Werth*ron  wie  folgt«  ans  S7)  ableiten. 
Znniebetist: 

— A,(ji)die-^i5r== — ^  /*  +  — 7=  /* 

—  00  —  00  0 


Die  sweite  Bedingung  entstand  aber  hier,  indem  man  sich  den  Körper 
den  halben  nnendlichen  Raum,  von  der  yz-Ebene  ans  nach  Seite  der  po- 
sitiven X  etwa,  aasfttUend  dachte.  Es  kommen  also  nnr  positive  s  in  Frage, 
weshalb  man  die  Function  9  (x)  auf  das  Gebiet  der  negatiTon  x  beliebig 
fortfilhren,  s.  B.  dp)»9(+')  oder  9(— d;)s^^(+d?)  n.  s.  w.  setsen 
kann.  Oeschieht  Letsteres  eben  wegen  der  «weiten  der  gegebenen  Be- 
dingungen, so  ergiebt  sieh  sogleich  durch  Vertauschung  des  mit  —  i 
im  ersten  der  beiden  lotsten  Integrale  rechter  Hand: 

 =  /9(X)rfAl  «"«^»  —  e~  4«*»  . 

taynyj  L  J 


0 


(Riemann's  Vorlesungen,  S.  124, 1.) 
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XII. 

üeber  Linsen,  welche  von  einem  homogenes  Licht  aus- 
strahlenden Punkte  ein  mathematisch  genaues  Bild  gehen. 

Von 

W.  Graffweg 

SU  Maria- Laach  bei  Niedermendig. 
(Hlarni  Tal.  Y,  Fig.  1  n.  9.) 


Zur  nllieren  Begreniang  der  .vorgelegten  Aofgabc  werde  bemerkt, 
dass  bier  znnächgt  nnr  ein  einziger  Uebergang  von  Strahlen  ans  einem 
dioptrischen  Mittel  in  ein  zweites  behandelt  wird.  Mit  Hilfe  der  einzigen 
Oberfläche,  die  also  gesnebt  wird  and  der  brecbenden  Substanz  die  Eigen- 
■ebaft  ertbeilty  homogene,  Ton  einem  Pnnkte  ansgehende  Licbtstrahlen  oder 
ilire  VerUngerangen  genau  in  einen  Pnnkt  snaammemnilenken ,  lassen  »ich 
«Isdann  Linsen  bilden,  indem  das  Mittel  dnreh  eine  sweite  FlKobe  »b- 
geaebnitten  wird,  welebe  in  den  in  ihm  sich  bewegenden  Strahlen  senk- 
reeht  steht.  Es  tritt  nnn  ein  doppelter  Fall  ein,  Je  nachdem  der  abtnbil- 
dende  Pnnkt  eine  endliehe  oder  nnendllehe  Entfernung  von  seinem  Bilde 
hat.  Bei  Annahme  des  letsteren  ergiebt  sich  ein  Resultat,  welches  m  leicht 
aus  rein  geometrischen  Betrachtungen  gewonnen  wird,  als  dass  es  nicht 
llngst  geftinden  werden  musste.  Schon  Cartesins  fand,  dass  das  ge« 
streckte  Rotationsellipsoid  und  das  sweisehalige  Rotationsbyperboloid  die 
in  Rede  stehende  Eigenschaft  fQr  die  der  Aie  parallelen  Strahlen  besitaen. 

Auch  wenn  der  leuchtende  Pnnkt  im^Endlichen  liegt,  mnss  die  Grena- 
ilSche  des  Mittels  eine  Rotationsoberfllche  sein,  WbTon  man  sich  unschwer 
flbeneugt,  wenn  man  sich  die  Linse  nm  die  den  Lichtpunkt  und  sein  Bild 
▼erbindende  Linie  gedreht  denkt.  Denn  das  Bild  behält  hierbei  immer  adne 
Lage;  diese  UnverSnderlichkeit  aber  ist  nicht  möglich,  wenn  nicht  ein 
jeder  Strahl  bei  einer  beliebigen  Drehung  der  Linse  überall  dieselbe  Ab- 
rundnng  der  Oberfläche  IrifTt,  d.  h.  wenn  niclit  diese  eine  Rotationsübcr- 
fläche  ist.  Daher  führt  sich  unsere  Aufgabe  auf  die  viel  einfachere  zurück : 
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„eine  Linie  als  Grenze  eines  in  einer  Ebene  gelegenen  dioptriscbcn 
Mittels  zu  bestimmen ,  welches  die  in  derselben  Ebene  verlaufenden  bömo- 
genen  Licbtstrableo,  die  von  einem  Punkte  im  Endlichen  oder  Unendlichen 
ausgeben,  in  einen  mathematischen  reellen  oder  ideellen  Punkt  snsammen- 
lenkt."  • 

2.  Der  leuchtende  Punkt  yl  in  der  Axe  der  A  habe  die  Abscisse  — a 
und  es  sei  a  einrf  positive  Grösse,  die  entweder  endlicli  ist  oder  für  den 
Fall  paralloler  Strahlen  als  unendlich  ang^enonimen  werden  soll.  (Fig.  1.) 
Der  Vereinigungf^punkt  B  liege  gleichfalls  in  der  OX  in  der  Entfernung  b 
vom  Anfangspunkte  0,  in  den  wir  den  Scheitel  der  Curvc  legen  wollen,  so 
dass  die  Lichtstrahlen  von  der  negativen  Richtung  der  X  sieb  zur  positiven 
hin  bewegen,  und  in  B  ein  reelles  oder  ideelles  Bild  erhalten  wird,  je  nach- 
dem die  Abscisse  dieses  Punktes  ^0  angenommen  wird.  Ein  iweiter  Ton  A 

nnsgehender  Strahl  AP  bilde  mit  dem  Azenstrahle  AO  den  Winkel «,  wel- 
chen wir,  wie  alle  noch  vorkommenden  Winkel  in  der  Richtung  Ton  ^OX 
snr  +07hin  als  positiv  lählen  wollen.  Er  treife  die  Gurre  inP,  dessen  Co- 
ordinaten  dr,y  seien.  '  Die  in  P  berflhrende  Linie  PT  schliesse  mit  der  OX 
den  Winkel  «  ein.  Dann  ist  auch  «  der  Winkel,  um  welchen  sich  die  Or- 
dinate PQ  nach  jener  soeben  bestimmten  Richtung  um  P  berumdrehen 
muss ,  um  mit  der  Normale  NPM  zusammenzufallen.  Der  grösseren  Deut- 
lichkeit wegen  trennen  wir  jetzt  die  einzelnen  Fälle,  die  je  nacli  der  Lage 
von  A,B/r,0  vorkommen  können,  von  einander,  Ks  sind  deren  drei.  Denn 
ist  {  die  Abscisse  von  worin  die  Tangente  die  OX  trift't,  so  kann  zu 
nächst  t'^x  sein,  um  den  Uebergaof^sfall  l=^x,  der  die  Scheiteltangente 
fUr  xs=:y=0  cbarakterisirt,  nicht  zu  l  orüi  ksichtigen.    Ist  nun  t^x^  so 

kann  noch  l^^a  seitt»  wofern  o  endlich  bleibt  Untersuchen  wir  nnn  sn- 
erst,  was  stattfindet,  wenn 

a:>l>-<i 

ist.  Da  bei  positiven  Ordinaten  sowohl  «  als  m  klefner  als  ein  Rechter  sind, 

so  ist  durch  die  positive  Grösse  a — to  der  Winkel  j;<  ;;eljen,  um  den  sich  der 
Strahl  AP  drehen  muss,  um  in  die  Tangente  zu  gelangen.  Daher  ist  der 
Einfallswinkel  i  voo  der  Normale  zum  Strahl  hin  gereclinct: 

t  =  —  —«-♦• «». 

2 

Wird  nun  noch  mit  ß  der  Hrechung.>\viukel  von  der  Normale  PJU  zum  ge- 
brochenen Strahle  PB  bin  bezeichnet ,  so  ist 

I)  n,  $inß^m.SdtisBm€Oi{Bt—m)t 

wenn  m  der  Brechnngsexponent  des  Mittels,  worin  der  leuchtende  Punkt  A 
Uegt,  ist,  npd  n  der  des  sweiten  Mittels,  das  die  abgelenkten  Strahlen  in 
•ich  enthXlt  Weil  nnn  femer  der  Winkel  von  der  Ordinate  PQ  und  dem 
gehroehenen  Strahle  Pß  eingeschlossen,  ans  sr  und  ß  sieh  insanunensetat, 
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so  ist  der  Abstand  QB  des  VereiDiguDgspunktefi  vom  FuBspunkte  der  Ordi 
nate  durch  die  Beziehung 

II)  y.tami{a-\-^)  =  QB 

gegeben.  Um  hieraus  die  Formeln  für  negative  Ordliiaten  abzuleiten,  brau- 
chen wir  nur  die  ganze  Figur  um  die  OX  als  ihre  feste  Axe  wieder  in  die 
Ebene  des  Papieres  umlegen,  was  analytisch  geschieht,  indem  wir  mit  Bei- 
behaltung des  Zeichens  von  fjß  die  Zeichen  der  Winkel  and  Ordinate 
wechseln.  Es  kommt: 

—  n  sin  ß  =t  m  cos  {a — m)  und  y.((i"(j{a-\-ß)=aQB^ 
oder  unter  der  Bestimmnngt  dass  ß  immer  durch  I)  gegeben  aei, 

III)  yUmg{u  —  ß)^QB. 

Daher  gelten,  wenn  a  ttnd  o»  nur  von  0  bis  +  —  gezählt  werden,  so  dass 

CO«  a  und  cos  m  immer  >0  bleiben,  die  Formeln  I),  II)  fttr  positive  Ordina- 
ten,  I),  III)  aber  für  negative,  so  lange 

«>l>  — a 

ist. 

3.  Suchen  wir  jetzt  die  Beziehungen  fttr  die  fibrigen  Fllle.   Ist  sn- 

näclist  i'^iCy  so  haben  wir,  indem  wir  einstweilen  a  bis  7t  waclisen  lassen, 

fflr  positive  Ordinaten  immer  die  Formeini)  und  II),  aoch  wenn  «r-»«»^-^ 

wird.  Dann  ist  nämlich  bei  immer  wachsendem  a  die  Normale  durch  den 
Strahl  AP  gegangen  und  auf  desKtn  untere  Seite  getreten,  so  dass  nun  i 
nof^ativ  nusfällt.  Weil  es  aber  für  die  folgende  l^echnung  l>r(|uenier  ist, 
den  cusa  immer  positiv  zu  halten,  so  führen  wir  statt  a  seinen  Nebenwinkel 
a„  ein,  indem  wir  7i-\-a^,  statt  u  setzen,  weil  Oq  nach  jener  unveränderlichen 
ßicbtung  gcuiessen,  negativ  werden  niuss.  Wir  haben 

II  sni  ß  ~  ^  —  7/1  rns  (c(^ — 0))  und  y  Jatuj{ct^^-\- ß)  ~  Q  B  ^ 
oder  mit  l^eibelialtung  der  Ft)rmel  I)  :  Ji  sin  ß  =  m  ros  (a  — oj)  ergieht  sich  för 
QB  die  Formel  III):  y  l(ing(a„  —  ßj  —  QB^  so  lange  die  Ordinaten  positiv 
sind.  Hieraas  leiten  wir,  wie  früher,  für  negative  Ordinaten  die  Formeini) 
nnd  II)  ab. 

Der  dritte  Fall,  wo  a  ist,  ergttnst  diesen  «weiten.  Denn  da  ans 
nsinß^m  eos («—«»)  dasselbe  ß  folgt,  auch  wenn  a  mit  u  vertanseht  wird, 
der  Einfallswinkel  t  aber  negativ  gerechnet  werden  mnss ,  weil  er  kleiner 

ab     bleiben  mnss,  so  verschaffen  sich  I)  und  III)  fttr  positive,  I)  und  II) 

aber  fQr  negative  Ordinaten  Gleltnng. 

Daher  ist  die  Abscisse  6  des  Punktes  B  dnrch  die  Gleichung 

IV)  x-\-y.tang(a±ß)  =  h 

gegeben,  worin  bei  positiven  t/  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nach- 
dem T  zwischen  ^und  A  liegt  oder  nicht,  während  bei  negativen  Ordinaten 
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das  Umgekehrte  stattiindet.  Diese  Gleichung  wird  nUD  mit  Hilfe  der  Be- 
Ziehungen 

lt. stfi^ SS m.eo«(a — «)  nnd  irngn^st-^ 
in  die  Dificrentialgleidiung  der  Corvo  verwandelt. 

4.*  Setzen  wir  ~=sy\  so  6nden  wir,  da  cosu  immer  positiv  bleibt, 

im  X 

die  Gleichungen ; 

1  .  y 

cosa=s  -     _    _    .     8tn  a  =  ~ —  


Femer  ist,  wenn  r  die  Uioge  des  nrsprOnglichen  Strahles  bedeutet: 

x  +  a  y 
r  r 

und  daber: 

CJ5  +  a)  +  yy'  r 
wenn  /  die  Ableitung  von  r  nach  x  ist.  Ilierans  gewinnt  man 

»  mr 

und  

yrr  (1  -j-//  •)  —  //(  /  -  —  my  r 
oder,  indem  wir  dnrch  Multiplication  von  Z.'ililor  und  Neuner  mit 

die  Irrationalität  des  letsteren  entfernen : 


Hieraus  leitet  man  unmittelbar  die  Formel  für  Uing(€t — ß)  ab,  indem  man 
der  Wnrsel  das  Zeicben  —  giebt. 

Daber  ist  die  DifTerentialgleiebnng  der  Cnrre: 

n' — m*r'*  * 
worin  das  obere  oder  untere  Zeiehou  gilt,  je  nachdem  der  Punkt  T  zwischen 
A  und  Q  liegt  oder  nicht,  mögen  nun  die  Ordinalen  positiv  oder  ne- 
gativ sein. 

Ist  0)  beständig  =0,  so  wird 

fi  iwß       —   7 

80  dass  die  Ableitung  r  ~i  einsnsetzen  ist,  nm  ans  V)  die  Gleiebong  fttr 
den  Fall  paralleler  Strahlen  zu  erhalten. 

Schaffen  wir  dnrcb  Ifnltiplication  der  beiden  Oleicbnngen  V)  in  ein- 
ander die  Irrationalitftt  weg,  so  mnss  das  resnltirende  Prodnct 
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iwei  LosoDgen  geben ,  weil  es  die  beiden  Differentialgicicbuogen  in  sieh 
enthält.  Da  der  ZXliIer  des  leisten  Gliedes  durch  n'—  n^r^  diTidirbar  ist, 
so  erhalten  vir  durch  diese  Auf  hehnng  und  nach  Mnltiplieation  mit  dem 
Nenner,  der  (ibi  i^^  bleibt: 

oder 

udcr  en<llich 

n.    ,    ,       -1-  s  +  m  r . 

Beide  Seiten  sind  vollstKndige  DifTerontialqiiotienten,  und  wenn  wir  die 

<6r(iise  das  ist  die  Länge  des  gebrochenen  Strahles,  mit  s 

iMBeiclinen,  so  erhalten  wir: 

VI)  =  ±«(r-«), 
oder,  wenn  r  es  1  gesetst  werden  soll : 

VII)  n($''b)^±mx 

als  Gleichimgen  der  gesuchten  CotveB  mit  Bestimmung  soleher  Oonstanten, 
dass  dieselben  den  Anfangspunkt  0  aufnehmen. 

5.  Uetraclitj'Ti  wir  znerst  den  Fall  pnralbdpr  Strahlen.  Um  rein  ana- 
lytisch die  beiden  Zi'icheii  von  mx  zu  untcrsclicideu ,  setzen  wir  ans  der  ra- 
tionellen Gleichung  VIT) : 

oder: 

+        fn^)     —  2«   (w     »i)  X  =  0 

und  ihrer  Ableitung 

n^yy      («*  —  »»*)  x  —  tih  (w  ^  m)  =  0 
sowohl  1/^,  als  auch  ffy  in  die  Differentialgleicbung  V)  ein.  Als  rationelles 
Glied  iLommt: 

(«  —  b)(n*^m*)  ±^nb(n  +  m)  —  (it*  —  Iii«)  a? 

n*  — m* 

oder 

iii(m^jt)6 
1^  — 

Das  irrationale* Glied  aber  ist: 


»« 
oder 

22* 
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Daher  wird  mit  Wej^Iassung  des  gcmcinschaftliclion  Neuners  die  Gleichang 
V)  durch  Trennung  der  Zeichen  in  folgende  zwei  Beziehungen  zerlegt: 

m  b  {jn  ^ «)  +  m  h  (><      ///)  =  0 ,    mb  (vi  -f  w)  —  m  b  («  -|-  m)  =  0. 
Der  erstoren  Gleichung  geschieht  nur  durch  die  oberen,  der  zweiten  nur 
durch  die  unteren  Zeichen  Genüge.  Daher  entspricht  der  Kegelschnitt 

ns  =  mx  -\-  fib 

der  Bedingung,  dass  die  Curve  in  0  ihre  convexe  Seite  den  Lichtstrahlen 
aussetze,  die  Curve 

ns  r=  nb  —  mx 

aber  der  Bedingung,  dass  sie  hier  ihre  concave  Seite  den  Strahlen  zuwende. 
Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  der  Reihe  nach  m  und  n  gleich  1,  so  erhält 
man  bei  der  richtigen  Bestimmung  des  Zeichens  von  b  nach  der  Natur  der 
Sache  die  vier  Linsen,  welche  parallele  Strahlen  in  einen  reellen  oder 
ideellen  Vereinigungspunkt  zusammenlenken.  Wir  begnügen  uns,  hier  das 
leicht  zu  entwickelnde  und  bekannte  JKesnItat  beizufügen.  Das  gestreckt« 
Kotationsellipsoid  mit  einem  Medium  gefüllt,  dessen  Brechnngsexponent  der 
reciproken  Excentricität  desselben  gleich  ist,  vereinigt  die  der  Uotationsaxe 
parallel  auffallenden  Strahlen  in  dem  von  dem  brechenden  Scheitel  entfern« 
ter  liegenden  Brennpunkte.  Wird  es  aber  zur  Hälfte  von  jenem  Mittel  nm- 
geben,  so  divergirt  es  dieselben  Strahlen,  die  aus  dem  leeren  Räume  pa- 
rallel der  Axe  auffallen,  «o  dass  die  Verlftugemngen  derselben  alle  den 
entfernter  lie;:!;enden  Brennpunkt  aufnehmen.  Ferner  die  hohle  Schale  eines 
Sotationabyperboloids  von  einem  Mittel  erfüllt,  dessen  Brechungsexponent 
seiner  Excentricität  gleich  ist,  lenkt  die  im  Medium  verlaufenden  nnd  der 
Axe  parallelen  Strahlen  in  den  in  der  andern  Schale  gelegenen  Brennpunkt. 
ITmhttllt  aber  das  gleiche  Mittel  die  Schale,  so  dtvergirt  es  jene  StraUen, 
so  dass  ihre  Verlftngernngen  dnreh  den  im  Mittel  sich  befindenden  Brenn- 
pnnkt  gehen. 

6^  Kehren  wir  jetit  inr  Oleichong  der  Curve  VI) : 

m  (r— «)  ss±^n{$^b) 
anrilek ,  welche  die  ans  dem  Endlichen  kommenden  Strahlen  wieder  ver- 
einigt. Zur  Unterscheidung  der  beiden  Cnrven  können  wir  wie  in  Nr.  5 
verfahren,  indem  wir  ans 

n,  —  s=  -r  m  «  

$  —  r 

nnd  ans 

das  nnd  y*  sieben,  um  es  in  die  Differentialgleichung  V)  an  snbstitniren. 
Wir  wollen  aber  hier  ein  bequemeres  Verfahren  einschlagen.  Ist  nXmlich 
m^tt  und«4>0,  so  dass  die  gesuchte  OberflXehe  ein  reelles  Bild  in  dem 
Mittel  hervorbringen  muss,  so  kann  ihre  Gleichung  nicht 

«(r— a)  =  +  «  (s— 6) 
sein.  Denn  sie  würde  fittr  den  Fall,  dass  ma^nb  wftre,  eine  Kugel 
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m  r  =  ;j  s 

sein  müssen,  welches  bekanntlich  unmöglich  ist.    Daher  kaau  der  Gleich- 
ung  V)  mit  dem  positiven  Wurzelzeichen  nur  die  Lösung 

VIII)  mr  ■\' m  ~  m  a -\- nb 

entsprechen,  Uiernns  aber  folgt,  dass  der  Gleichung  V)  mit  dem  negativen 
Wurzelzeichen  nur  durch  die  Formel: 

IX)  mr  — fi«sma  — fifr 
Gentige  geschieht. 

Rechnen  wir  daher  die  Länge  des  wirklichen  nrsprfinglichen  Strahlet 
von  seinem  Anfangspunkte  bb  snm  Breehnngapankte  und  von  diesem  wie* 
der  bis  cum  reellen  Vereinigongspuakte  als  poritive  Grössen ,  während  der 
Abstand  des  Breehnngspnnktes  vom  ideellen  Vereinignngspnnkte  als  nega> 
tive  Länge  des  Strahles  eingeführt  wird,  so  gewinnen  wir  folgende  knrse 
Aussprache  des  geAindenen  Besnltats.  Die  gesuchten  Oberflächen  sind  die 
geometrischen  Oerter  des  so  gelegenen  Punktes  P,  dass  die  algebraische 
Summe  der  Producte  der  Strahlenläogen  und  der  sugehfirigen  Brechungs* 
ezponenten  der  Mittel,  worin  sie  sich  bewegen,  eine  eonstanteOrOsse bleibt: 

Beachten  wir  aber,  dass  in  einem  Mittel  der  Lichtstrahl  fi.-mal  so  langsam 
sich  fortbewegt,  wenn  sein  Breehnngsezponent  n  ist,  als  im  leeren  Baume, 
wofbr  der  Brechongsexponent  1  ist,  so  kSnnen  wur  die  Oberflächen  einfaeh 
als  solche  charakterisiren ,  welehe  bewirken ,  dass  bei  convergirenden  Oa- 
sen die  gleichzeitig  ausgehenden  Strahlen  gleichzeitig  im  reellen  Vereini- 
guuf^spunkte  ankommen,  und  dass  bei  Linsen,  welche  die  Strahlen  noch  di- 
vergent lassen,  die  Zeit,  welche  dcrStr;ibl  biaucht,  uui  vom  AuHgangspunkt 
zur  brechenden  Flüche  zu  gelangen,  vermindert  um  daa  Zeitintervall,  das 
dip  weitergehende  Welle  anwendet,  um  eine  ebenso  lauge  Strecke  vom 
Auffallsjiuukte  an  zu  durchlaufen,  al.s  dieser  vom  ideellen  Vereinigauge- 
punkte  absteht,  immer  eine  und  dieselbe  Grösse  sein  muss. 
'  Der  erhaltene  Satz  erlaubt  zugleich,  sofort  zu  erkennen,  ob  und  inwie- 
weit ein  in  den  Gleichungen  VIII)  und  IX)  enthaltener  Curvenzweig  zu 
einer  Linse  tauglich  ist.  Ehe  wir  aber  zu  der  kurzen  Discussion  jener 
Gleichungen  übergehen,  sei  noch  bemerkt,  dass  wir  drei  ihrer  Natur  nach 
verschiedene  Oberilächeu  aus  ihnen  gewinnen  müssen.  Denn  eine  Ober- 
fläche wird  von  der  Linse  in  Anspruch  genommen,  welche  ein  reelles  Bild 
geben  soll,  und  zwar  nur  eine,  weil  es  gleichgiltig  ist,  ob  wir  denleuchten- 
den  Punkt  oder  sein  Bild  mit  der  optisch  dichteren  Masse  umgeben.  Die 
zweite  und  dritte  Linse  sind  Verkleinernngslinsen ,  bei  deren  einer  der  , 
Lichtpunkt  im  dichteren  Medium  liegt,  während  bei  der  andern  dieses  nicht 
stattfindet.  Als  vierte  und  fUnfte  Linse  kommen  nun  Vergrösgerungslinsen, 
je  nachdem  der  Lichtpunkt  wieder  im  Medium  liegt  oder  nicht.  Nun  aber 
dient  die  Grensfläehe  der  ersten  Verkleinerangslinse  auch  als  Begrensungs- 
fläche  der  iweiten  Yeigrttssemngslinse ,  und  die  Oberfläche  der  aweiten 
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Yerkleinorungslinse  ist  dieselbe,  wie  die  der  ersten  VcrgrössernngBlinse, 
80  dM8  die  ftlof  Liosen  nur  drei  ▼ericbiedene  Oberflächen  erheiscbeo. 


Disduiion  der  erhaltenen  Qleiolmngdii. 

7.  Meeben  wir  die  erste  der  Qleicbang  mr  + nj  =  Ar  in  Besag  «uf 
Parallelcoordinaten  rational ,  so  erhalten  wir  eine  Gleichnng  vierten  Gra- 
des,  welche  in  nnserem  eigenthflmlicben  Doppelpolcoordinatensystem,  das 
wir  beibehalten ,  die  Form  hat 

(mr  +  «s  —  Ar)  (mr — «f — *)  (—  «r  +  Ar) (— mr—  «f  —  A")  =0. 
Die  rational  gemaebte  Gleichung  von  VIII)  enthftlt  also  auch,  wie  schon  an 
errathen  war,  die  Gleichnng  IX),  so  dass  wir  nur  eine  Gleichung  fUr  alle 
möglichen  Fftlle  sn  erörtern  haben«  Da  ferner  dieselben  Gleichungen  blei- 
ben ,  wenn  —Ar  statt  4-^  snbstitnirt  wird,  so  haben  wir  diese  Ck»nstante  nur 
entweder  als  positiv  oder  negativ  ansusetsen.  Einen  Jtweiten  Hanptfall 
haben  wir,  wenn  Ar=0  wird,  den  wir  spSter  betrachten  werden. 

Setsen  wir  femer  m  bestAndig  gleich  1,  so  haben  wir,  weil  ftlr  ein  po* 
sitives  Ar,  wie  wir  es  annehmen  wollen,  die  Gleichnng  — r— jis^Ar  niemals 
geometrische  Bedeutung  gewinnt,  nur  die  drei  Formeln  sn  betrachten; 

X)  r  +  w^ss-Ar,    r  — nsssAr,    iti  — r  =  Ar. 

Sie  stellen  alle  Curven  dar,  auch  w^nn  der  Brechongsi^zponent  n  immer 

grösser  als  1  genommen  wird.   Denn  setzt  man  f*  —  ^  und  füliri  nach  der 

Multipllcation  mit  n  statt  der  Grösse  nk  wieder  Ar  ein,  so  erhitit  man  Gleich» 
ungen,  welche  sich  von  den  firflheren  nnr  durch  die  Yertauschung  von  r  mit 
ff  unterscheiden.  Man  beachte  aber  noch,  dass  bei  unserer  Annahme,  dass 
n^  1  sei,  die  Punkte  A  und  B  ihre  Rollen  wechseln,  und  dass  von  J  aus 
auch  niieli  der  negativen  Richtung  der  x  die  Strahlen  sich  verbreiten  dür- 
fen. Die  Gestalt  der  Curven  bringt  daher  von  Ar  und  der  Entfernung  e  der 
beiden  Punkte  A  und  B  allein  ab.  Sie  charakteristrt  sich ,  wje  leicht  einsu- 
sehen  ist,  nach  der  Lage  der  Scheitel.  Da  nun  der  zwischen  A  und  B  lie- 
gende Scheitel  durch  die  Beziehung: 

r  +  ffase, 

der  Uber  B  hinansliegonde  durch 

r  — *  =  « 

und  endlich  der  vor  A  Upende  Scheitel  durch 

s  —  r=:e 

bestimmt  wird,  so  ergiebt  die  Verbimlun;:;  f  iner  dieser  8  Gleicliungen  mit  einer 
der  drei  Gleichungen  X)  augcnblicklii  li,  ob  ein  Scheitel  reell  sei  oder  nicht. 
Denn  reell  ist  er  nur,  wenn  seine  beiden  Coordiuateu  positiv  sind.  Die  all- 
gemeinen Formen  jener  Lösungen  sind  : 

.  k      e  ,  «f  4-  Ä- 
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woraus  erbellt,  dass  die  Scheitel  reell  oder  imaginär  werden,  je  nachdem 
eine  der  Bedingungen  k^e  mit  einer  der  drei  folgenden  ne^k  Bosemmen- 

trifft.-  Dieser  Comblnationen,  wovon  eine  jede  eine  bestimmte  Art  der  Oar- 

▼en  specialisirt ,  and  zwei  der  Gleichungen  X)  mit  Ausschluss  der  dritten 
als  solche  bezeichnet)  denen  ein  geometrisches  Bild  cntNpricht,  sind  zwar 
ueun,  werden  aher,  weil  w>l  bleiben  muss,  auf  fünf  zurückgeführt. 

8.  Als  erste  Combin^tion  heben  wir  heryor: 

«  C        /(T  >  , 

durch  welche  Bediogongen  »>!  bestimmt  wird.  Die  Oleicbongen 

ergeben  als  Coordioaten  des  awischen  A  und  B  liegenden  Scheitels  0  die 
Gröeten 

.  r,  ass  =:A0  und  Sa  =  :  —BO. 

Daher  wird,  indem  wir  diese  Werthe  in  r+nf»i!r  einsetzen,  die  Oleichung 

mit  der  Gleichung  VIII),  wie  voreussusehen  war,  identueh|  und  kann  auf 

'folgende  Form  gebracht  werden  ; 

r^/,,  -     r  —  AO  4 

 "  =  n  oder  -zrs —  »  n:- 

s  BO—s 

(Fig.  2.)  Daraus  lesen  wir  folgenden  Sata:  Die  Oberfläche  der  In  O  be- 
ginnenden  Linse ,  welche  in  sich  bei  B  die  yon  A  kommenden  Strahlen  ver- 
einigt, wird  durch  die  Durchschnittskreise  aweier  mit  A  und  B  coneentri- 
acher  und  in  0  beim  Anfangsaustande  sieh  bertthrender  und  sieh  so  ver- 
ändernder Kugeln  besehrieben,  dass  die  um  B  gelegte  ihren  Radius  «-mal 
so  lungsam  verkflrst,  als  die  um  A  gelegte  Kugel  ihren  Radius  ausdehnt. 
Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Sphären  die  Licbtwellcn  selber  enthalten. 
Die  so  erhaltene  Oberfläche  ist  zur  Strahlenvercinigung  brauchbar  von  0 
an  zu  lioidcn  Seiten  ilei  Axe  AlV  bis  zu  den  Punkton,  worin  die  von  AD 
aus  gezogene  Tangeuti*  die  Oberfläche  berülirt.  JndcMn  die  Geometrie  aber 
von  dtnn  aus  dem  vorliegenden  Mittel  entstellenden  Hindernisse  vollsliindig 
ab.sieht,  giebt  sie  uns  noch  einen  zweiten  unbrauchbaren  Curvuutheil  DU, 
Wir  finden  den  zweiten  Scheitel  U  aus  den  Gleichungen 

r     w  s  =5  Ä  und  r  —  j  =  e. 

Es  kommt : 

,     k     ne  ,     k  —  e  ^_ 

"  -f-  1  "  +  1 

SeJir  leicht  findet  man  auch  aus  jener  Eigenschaft  der  Curven  eine  geo- 
metrische Conslruction  der  Tangente  und  Normale.  Um  es  nur  niizudeutcn: 
ist  P  ein  beliebiger  Punkt,  PQ  das  Stück,  um  welches  der  Radius  r  zu- 
genommen hat,  /'N  aber  das,  um  welches  s  abgenommen  liat,  so  geht  die 
in  /'Tangirende  durch  den  Mittel])unkt  des  die  Punkte  PRS  aufnehmenden 
KreiseSi  während  die  Normale  PM  denselben  Kreis  berührt.  Letatere  theilt 
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den  Winkel  APß  in  zwei  solche  Theile  APMunA  MPB,  deren  Sinus  sich 
wie  w:l  zu  einander  verhalten.  Hieraus  folgt  nach  einer  kleinen  Kechnung, 
das8  die  Liin^c  der  durch  A  gehenden  Taujjcute ,  von  A  bin  ;ium  Bei  üh- 
run^äpuukte  D  gemeäseu, 

u^-  1 

ist,  und  dasö  der  Sinus  des  Winkels  D  Ii  A  ^  den  der  äu.sser.ste  noch  nach  B 
kommende  ätrahi  BD  mit  dem  uuabgelenkten  Axcustrabl  dB  den  Werth 


sin  {DBA) 


bat. 


Lassen  wir  nun  uingekolirt  don  Radius  des  mit  conceiitrisi-hfii  Krei- 
ses n  •  mal  so  schnell  verkürzen,  als  der  um  H  gezeichiiete  Kreis  sich  aus- 
dehnt, SO  erhalten  wir  die  Gleichung  der  (Jurve 

ns  —  r=ik, 

welche  die  eben  behandelte 

snr  rationalen  Gleichnbg  vierten  Grades  completirt;  denn  die  Gleichungen 

»5  — rsA  und  «  +  r  =  tf 
ergeben  als  Coordinaten  eines  neuen  reellen  Scheitels  Vi 

S,  =s  -~7  aa  Ä  F  Ond  r.  SS  — ; —  =  ^  F, 

welche  Werthe  beide  positiv  sind.  Führen  wir  diese  Werthe  ein,  so  liommt 
als  Gleichung  der  Curve: 

r  —  AV 

oder,  um  die  Natur  des  Curvensweiges  besser  hervortreten  su  lassen: 

Dieser  Zweig  umgiebt  unsere  erste  Curve  j  aber  sein  vorderer,  dem  leuch- 
tenden Punkte  Ä  angewandter  Theil  ergiebt  uns  keine  Lösung  der  Aufgabe. 
Der  andere  Theil  ist  jedoch  ftir  swei  Unsen  anwendbar.  Der  sweite  Sehet- 
tel  hat  nftmlieb  die  aus  den  Qleicbungen 

«t— ras*  und  r  — s=s^ 
berechneten  Coordinaten 

II  — l  «— l  * 

durch  deren  BinfÜhrnng  in  «s  — rssAr  diese  die  mit  der  Gleichung  IX) 
flbereinstimmende  Form  erblUt:  * 

n{s--BW)=r^AW  oder  J^-». 
oder  auch,  wenn  wir  die  Lfioge  ^7  der  durch  A  gebenden  und  die  Cnrv«  in 
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T  berfibrendeii  Linie  und  den  diesem  Rndins  eoordinirten  sweiten  lUdiae 
^Tflnbatitairen,  die  Torrn 

r—  AT 

Dehnt  sieh  daher  eine  mit  A  eoneentrische  Kogel  ^om  Radios  ATn^mA  lo 
schnell  aos,  als  eine  sweite  am  J9  als  Centron  gelegene  Kogel  vom  Radios 
BT  ebenfalls  aosdebot,  so  beschreiben  die  Kngeln  doreh  ihre  Dorch- 
schnittskreise  eine  Oberfliche,  welche  gefallt  Ton  einem  Hediom  mit  dem 
Brechnngsexponenten  n  eine  VergrSsseroogslinse  für  den  im  Mittel  Hegen* 
den  Ponkt  B  ist,  nnd  dem  Aoge  ror  W  denselben  in  A  erscheinen  Ittsst, 
nnd  welche,  Ton  demselben  brechenden  Mittel  amgebenf  als  Verkleinerongs- 
linse  dient,  indem  die  aus  Ä  kotumenden  Strahlen  so  abgelenkt  werden, 
dass  die  Verlängernngen  der  ^'obroclionen  Strahlen  den  Punkt  B  in  sich 
aufnehmen.   Eine  kleine  Keclinuug  crgiebt  die  Länge  von  AT  a\a 


das  ist  dieselbe  Grösse,  die  wir  für  AD  landen,  und  daft  coordinirte  DD 
ist  gleich 


9.  Von  den  Bedingangsgleichungen  iie]>/r3>^  l^^^n  man  nun  in  dop- 
pelter Weise  sn  den  Grenzföllen  tibergehen,  indem  man  einmal  ne^k  und 
dann  A=e  werden  Iftvst  Ein  dritter  denkbarer  Fall  wäre,  wenn  sogleich 
nesak  ond  würde.  Da  aber  diese  Gombioation  der  Bedingnngsgleieh- 
nngen  verlangt,  dass  nsl  sei,  so  kann  hierbei  von  einer  Ablenkong  der 
Strahlen  nicht  die  Rede  sein. 

Es  sei  non  sonftchst  Arae,  wfthrend  ne  noch  >Ar  bleibt.  Wir  haben 
die  Pormen 

n»'\'r^kss§  nnd  ns  —  raIrsBe, 
deren  geometrisches  Bild  wir  also  a^s  dem  Vorhergehenden  ableiten«  FQr 
die  Scheitel  0  ond  V  galten  bei  der  früheren  Oorve  die  Besiehongen 

AO^  ~  und  AU=  7,. 

Wichst  non  entweder  e  oder  nimmt  k  ab,  so  rücken  offSsnbar  die  Scheitel  0 
ond  U  näher  nach  B  hin  ond  fallen  endlich,  wenn  it=e  wird,  gans  mit  dem 
Pnnkte  B  sosammen ,  so  dass  von  dem  gansen  inneren  Oval  nor  der  reelle 
Ponkt  B  übrig  bleibt.  Die  Complementcorve  ns— r&ss  aber  behält  ilire 
dioptrische  Nator  ond  dient,  wie  die  frühere,  als  Vergrüiserongs-  ond  Ver- 
kleinerongslinse,  ond  onterscheidet  sich  von  jener  nor  dadoreh,  dass  ihre 
Gestalt  von  swei  Constanten  n  ond  k  oder  e  allein  abhängig  ist. 

Bei  dem  zweiten  Grenzfalle,  wo  ne=k  wird,  wahrend  k^e  bleibt, 
fallen  die  Scheitel  der  verschiedenen  Ovale ,  nämlich  0  und  in  einander 
zusammen,  weil 
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ne  —  k      ,    ^_    ne  —  k 
AOss  .  und  AV=^  -  - — , 

bfido  ^loich  0  wtMclen.  Die  (^uivo  bildet  also  in  dem  Punkte  A  eine 
Sfliliri;:«' ,  wrlclie  die  beiden  früber  von  einander  gescbicdencn  Ovale  zu 
einem  (Jurven/M«;o  vereinigt.  Der  innere  Tboil  ist  als  rJrenzfläclie  einer 
Linse  unbranclibar ,  weil  die  von  A  ans  an  die  ('urve  gezoj^cne  l'angento 
zur  Länge  die  Null  bat;  das  iät  in  A  selbst  berührt.  Der  äussere  Curven^ 
sweig  aber  gewinnt  an  Brauchbarkeit  Uber  die  ganze  Aiuidebnuug  hin  büi 
SU-  dem  Punkte  A  der  Schlinge. 

10.   Die  vierte  Cooibination  der  HedingungsglcichuDgeo  ist: 

II  r  <  /.  >  r. 

Hierdurch  wird  das»  uieht  bestimmt,  da  es  infolge  der Unglcichheiteu  noch 
^  1  sein  kann.  Den  mittleren  Fall  achlieaaen  wir  m.  Die  beiden  ttbrigen 
Fälle  aber  geben  ein  und  dieselbe  Gnrye.  Denn  setat  man,  wofern  n  >  1  ist, 

MS  ~,  80  geben  jene  Bedingungen  in  folgende  Uber: 

e<mAr>  tne^ 

welche  Beaiehnngen  dieselbe  Gurre  erheischen,  welche  von  den  obigen  Be 
dingnngen  verlangt  wird.  Nehmen  wir  daher  fi>l  an.  Die  Cnrve 

n  s  +  /•  =s  Ar 

bat  zwischen  A  und  B  keinen  Scheitel  mehr,  weil  diese  Gleichung  mit 

«  +  r  =  c 

zusamniengcnonimen  kein  positives  r  als  Coordinato  des  Scbeitels  mehr  lio- 
iVrt.  Die  IScheitcl  liogcu  daher  ausserhalb  A  und  U  und  habeu  die  Cuurdi- 
uaten : 

A0=~~  ,      und  Ä0= 

«4-1  it+l 

für  deu  Scheitel  0,  für  U  aber 

A0=^     ,      und  B0=^    ]  , 

wie  sich  leicht  ergiebt.  Die  ganze  innere  Curvo  ist  daher  unbrauchbar 
für  eine  JJnse,  wie  die  herzustellenden  (4 leicliun^^en  sowohl,  als  die  Figur 
lehrt.  Dalür  wird  aber  die  äussere  Curve ,  dereu  (Gleichung 

ns  —  r  =  k 

ist|  ihrer  ganzeu  Ausdehnung  nach  anwendbar.  Mit  Hilfe  der  Gleichung 

r  —  *  =  c 

erhklt  die  Curve  die  Form: 


wo  — ^  und  — —  die  Coordinaten  Bf^  und  AfF  des  Scheitels  sind, 

n  —  \  tl  —  l 

mit  iiilfe  der  Gleichung  s— r=se  aber  die  Form: 
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n  j 


(A  — e\     k  —  ne 


wo  — ^  uad  ^         die  Coordinateu     F  aod  A  V  des  ScheiteU  F  siud. 
«  —  1  n~l 

THr  haben  daher  sowohl: 

AW^r  ,       ,   r  —  AV 

^^^  =  ».  alBauch— ^^=n. 

Fflllen  wir  daher  die  durch  Rotation  dieier  Cnrve  xkm  AB  entstehende 
Flftche  mit  einem  Medium  vom  Brechungsexponenten  n,  so  haben  wir,  ^e 
ans  den  letsteren  Gleichungen  erhellt,  nach  dem  firtther  Gesagten  eine 
Linse,  welche  dem  Auge  ausserhalb  derselben  ttberall  den  leuchtenden 
Punkt  BbkA  erscheinen  llisst.  Ist.  das  Auge  vor  TV^,  so  haben  wir  snm  vier- 
ten Male  ein  Mikrosicop ,  welches  den  Lichtpunkt  in  sieh  einschliesst  und 
dem  Auge  seine  convexe  FIXche  sukehrt.  Schaut  das  Auge  von  C  aus ,  so 
erblickt  es  den  Punkt  B  nach  A  hin  seitlich  verschoben.  Liegt  das  Auge 
endlich  vor  F,  so  sieht  es  don  Gegenstand  verkleinert,  und  wir  haben  hier 
die  erste  und,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  die  einzige  Verkleinerungslinso, 
die  den  Lichtpunkt  in  sich  enthält  und  ihre  concave  Seite  dorn  An;^o  zu- 
wendet. Uuigebon  wir  aber  die  Oberfliiche  mit  dem  Bi  t  chutigsuiittcl ,  so 
werden  durch  dieses  die  aus  J  kommenden  Licht.strahlen  so  abgelenkt,  als 
wenn  sie  au>  /»'  käiiicn,  und  wir  haben  bei  fV  eine  V'erkleineniiigsliiise ,  die 
vierte  dieser  Art,  und  bei  F  die  erste  und  einzige  V^ergrösserini;j^8linsc  ,  die 
den  leuchlenden  Punkt  von  sich  ausschliesst  und  ilim  ihre  convexe  Seite 
zukehrt,  wahrend  endlich  für  das  Auge  im  Mittel  über  C  der  Paukt  A  seit- 
lich nach  /?  verschobejj  erscheint. 

11.  Hiermit  liab»'n  s\  ir  alle  Hinf  Linsen  und  di(?  drei  verschiedenen 
liegrenssungsllMchen,  welche  die  Gleichungen  VIII)  und  IX)  nach  Nr.  6  lie- 
fern mus^len.  Da  wir  alu'r  erst  die  Fälle  (iir  AO> <j  untersucht  haben ,  so 
erübrigt  noch,  L<C<'  >'-'>  setzen.  Hiermit  ist  zugleich  A  <:^  m  d  gegebeil ,  so 
dasa  die  letzte  CouibiuMtion  der  Bedingung.sgicicbuugeo 

i*»t. 

Da  die  Gleichung 

tuit  keiner  der  drei  Gleichungen 

r-|-i=^t',  r  —  5  =  «,  s  —  r  =  r 
einander  zugeordnete  Scheitelcoordinaten  ergiebt,  die  beide  zugleich  po.si- 
tiv  wären,  so  hat  diese  Gleichung  gar  kein  geometrische»  Gebilde,  und  es 
tritt  hier  statt  ihrer  sum  erst(!n  IMale  die  dritte  der  Gleichungen  Xj  ein, 
nämlich  r — n$—lc,  um  mit  der  F<M-m  us  —  r=l<  den  ganzen  geometrischen 
Ort  der  rationalen  Gleichung  vierten  Grade>  darxUKf eilen.  Heide  Curven 
haben  fttr  r<4-s=^^  positive  Scheitelcoordinaten,  und  ihre  Gleichnngen,  auf 
diese  beaogen ,  sind 
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II« 


Tie  —  k 


und 


r — 


woraus  nui  ersieht,  dass  diese  zwischen  A  nnd  B  liegenden  Scheitel  keine 
Lösungen  unserer  Aufgabe  bieten.  Ferner  haben  beide  Curven  Über  B 
hinaus  ihren  «weiten  Scheitel,  für  den  r — «se  iit.  fiesieht  men  auf  dieae 
die  Gleichungen,  ao  kommen : 


welebe  nna  lehren,  daaa  wir  hier  aum  fünften  und  aeehaten  Male  jene  frühe* 
ren  Vergröaaernnga  -  nnd  Verkleinemngaltnaen  erhalten,  je  nachdem  aie 
mit  dem  dioptriaehen  Mittel  geftlUt  oder  davon  nmgehen  werden. 

12.  Jetit  erübrigt  nur  noch,  den  sweiten  Hanptfall,  den  wir  in  Nr.  7 
erkannten  wo  k  veraehwindet,  an  betrachten.  Die  beiden  letsteren  Qleieh- 
nngen  X)  fallen  in  eine  nnd  dieselbe,  in 


snaammen,  während  nt-f-rssO  keine  Bedeutung  gewinnt.  Jene  Gleich* 
ung  stellt  aber  einen  Kreis  dar,  auf  die  zwei  einander  angeordneten  Poleil 
und  B  beaogen,  und  ao  gelangen  wir  an  dem  bekannten  Satae,  daaa  aueh 
Kugeln  ala  Grensflftchen  fttr  VergrSaaemnga  •  nnd  Verkleinemngalinsen 
dienen. 


nnd 
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üeber  die  Damtelluig  der  eioiHnaigen  symmetriioiheii 

Functionea  der  Simultanwnrzeln  sweier  algebraischer 

Gleichungen, 

Von 

Dr.  E,  Hess, 

PriTftldo««ttt  an  der  Univeriitlt  Marbnrf  . 


Die  «ogenannten  eiafönnigeii  ajmmetrisebeD  Functionen  der  Simultan- 
warsein Bweier  »Igebreiaeher  OleiehiingeB  mit  swei  Unbekannten,  d.  b.  die- 
jenigen gansen  bemogenen  symmetriacben  Functionen  aoleber  Wnrieln, 
welebe  die  Form  baben: 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen  ,  ^, ,  y, ;  a:, ,  y, ;  . . .  x,»,  y,,  das  System  der  w  Si- 
multanwarzeln  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

'  1 1  (*.y)  0 

bedeuten,  lassen  sich  in  sehr  übersichtlicher  Weise  als  Summon  von  Pro- 
dncten  gewisser  Determinanten,  deren  Elemente  aus  den  Coefficieuten  der 
beiden  gegebenen  Gleichungen  gebildet  sind,  oder  auch  reenrrirend  als 
Summen  von  Producten  solcher  Determinanten  in  gleiche  symmetrische 
Functionen  niederer  Ordnung  darstellen.  Dio  TTerleitung  einiger  solcher 
Relationen ,  welche  auch  zur  praktischen  Berechnung  jener  Functionen  ge- 
eignet sind,  soll  im  Folgenden  sunächst  Tür  einige  speeielle  FftUe  und 
achlieaalich  für  den  allgemeinaten  sieb  bier  darbietenden  Fall  ansgeftlbrt 
werden. 

Man  erb&It  die  gesnchte  symmetrisebe  Fanction  1)  bekanntlich  als 
Glied  einer  Entwiokelnng  nach  der  von  Poieson  snerst  angegebenen  Me- 
tbode* anf  folgende  Weiae: 

Sind  die  beiden  algebraiachen  Gleichungen  2)  gegeben,  ao  aetee  man: 

*  Ter^.  8 er r et,  Handbuch  der  hSheren  Algebra.  Deutsch  Ton  WerfheiB. 
Bd.  I,  8.472 ligf. 
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8)  l  =  x-\-ay  oder  x  —  l — ajf, 

WO  I  eine  nouo  Vor;indorIiclic,  a  eine  uabestimmte  Constaote  bedeutet* 
Uierdttrcb  erbält  man: 

9  0  — fir?/.y)  0, 
i\}  il  —  a  yjj)      0  , 

atu  welchen  Gleichungen  durch  Klitnin.ition  von  y  eine  Endglcichung  in  /: 

crliAlten  wird ,  deren  Wurzeln  sind : 

Xx  +  «yi »  +  ff^f  • .  •  a?»  +  ay.t. 
Um  non  die  symmctriscbe  Jfunction  ExVy'^  ku  iindcn,  snchn  m.m  dio 
Samme  der  p-f"'/'*"  I'otonzen  von  welehe  nacli  l.'  kanuten  Kegeln  rational 
dnrch  die  CoefTu  ienten  der  £ndgleichODg  4),  in  welcher  ausser  den  Coeffi- 
cienten  der  beiden  gegebenen  Olciehnngen  noch  die  unbestimmte  Grösse  « 
vorkommt,  ausgedrückt  wird,  so  crhftlt  man: 

Hieraus  ergiebt  :>ich  durch  Vergleichuug  der  Coefficienten  gleicher 
Potenson  von  a: 

Man  bekommt  also  für  die  gesuchte  symmetrisehe  Fnnetion  den  Wertk : 

wenn        iler  ('ocffic'KMit  des       auf  der  rt^clitcn  Seite  der  Gleichung  T))  ist. 

Die  Endgloiclmu;;  4)  in  /.  doren  (nad  w  im  Allgrnieinen  m.«  ist,  wenn 
m  und  ;i  die  Grade  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind ,  wird  die  Form 
haben : 

7)  si,p  +  «ir-«  +     +  1<+«»=0, 


worin : 


8) 


'  =  ^  ar,  J-, . . .  a-„  H-  ff  ^-^i  ^«  •  -  •  -^V  -i     +  •^i-Cf« 
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In  diesen  Aosdrüttken  sind  die  Grossen 

die  Ooeffieienlen  der  findgleiebnng  in  x  der  Gleiebnngen  2) ,  nnd  ebemo 

die  CoefBeienten  der  Endgleicbnng  in  jf,  wenn  in  diesen  beiden  Oleicb« 
nngen  durch  den  Coefficienten  Ton  c**  nnd  y",  welcher  gleich '^ly  ist,  ditidirt 
worden  ist  Die  Bedeutung  der  Übrigen  Grössen  /^r-i.«.  bei  welchen  beide 
Indices  von  Null  verschieden  sind,  ist  ebenfalls  leicht  zu  erkennen.  So  ist 
z.  B.; 

^ut  =^«i>t  =  *i»i  +  «iyi+..'4-«?iy»  +  «tyi  +  .-.  +  i«^»-i»» 
+ yt«t + iFi  «•  +  •••+ yi  «•+ »^«t +.-.+ 

d.  h.  die  Summe  aller  solcher  Combioationen  der  Simnitanwuraeln  an  j  e 
sweien,  bei  welchen  die  Indices  des  x  nnd  $  verschieden  sind.  All- 
gemein ist; 

NT! 

d.  h.  gloicli  der  Summe  allor  nioL'lic  lion  I'roducte,  bei  w  cIcIk  n  r  —  s  Wur- 
z(dn  X  in  s  Wnr/eln  y  mnltiplicirt  .sind  nnd  bei  weichen  die  Indices  sammt' 
lieber  Factoren  von  einander  verschieden  sind. 

Die  Grössen  Ar^$,$t  deren  Bezeichnung  durch  Indices  sich  hiernach 
rechtfertigt,  sind  nun  auf  bekannte  Weise  aus  den  Coefficienten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen  ansammengesetst;  diejenigen,  deren  einer  Index 
Null  ist,  sind  die  Coefficienten  einer  der  beiden  Endgleichungen;  die  ande- 
ren sind  nach  einem  ilhnlichen  Bildungsgesetse,  wie  die  ersteren,  aus  den 
Coefficienten  der  beiden  Gleichungen  ausammengesetst.  Auf  die  Art  der 
Abhiingigkeit  der  Grössen  jir-»,$  von  den  gegebenen  Coefficienten  soll  jetat 
nicht  nSher  eingegangen ,  sondern  dieselben  als  bekannte  Functionen  jener 
Coefficienten  angeseben  werden.  ^ 

Die  gesuchte  symmetrische  Function 

ist,  wie  oben  geseigt  wurde,  der  dureh  ^  dividirte  Coefficient  des  af 
iu  der  Entwickelang  des  Ausdruckes 


2  + 

welcher  sich  bekanntlich  als  folgende  Determinante  der  Coefficienten  der 
Endgleichung  7)  in  t  darstellen  lllsst: 


*  Vcrgl.  „Sitzungsberichte  der  Oesellscliaft  zur  I»cfr>r«lerting;  der  gesnramten 
Naturwissenschaften  zu  Marburg",  Nr.  5,  Juli  1869,  «n  wcloher  .Stelle  der  Zusam- 
mcnliiiug  der  CJrüssen  ,  mit  den  Cocfli<Menteu  der  fren;cbcncn  Gleichungen  von 

mir  genauer  betrachtet  und  Ubersichtlich  darzustellen  versucht  worden  ist. 


Digitized  by  Google 


32S    lieber  die  Darstellung  der  einförm.  sytometr.  Fanctionen  etc. 


% 

0 

...  0 

0 

% 

...  0 

0 

• 
• 

• 
• 

Qgr 

• 
• 

...  0 

• 
• 

0 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

• 

• 

• 
• 

Ich  will  mit  den  einffteben  Fftllen  beginneo  und  die  Coeffieienteo  von 

«^1  «*!  «^1 

welehen  resp.  die  Fanctioneo 

eotopreeheD,  ras  der  EntwiekeloDg  dieser  DetenDineiiteii  ableiten,  um  dann 
■or  Anfstellnog  des  allgemeinen  Ausdraekes  fttr 

den  Goeffietenten  des  tfi,  ttbersugehen.  . 

Fttr  den  Coef&denten  des    erhXit  man  den  bekannten  Ausdruck : 

3-^8,0  -^a,s 


...  0   0  I 

...    0  0 

... 
... 


0  0 


•  •  • 

•  •  • 


•  •  •  • 
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Setst  man  hierin  für 
ihre  Wertbe  aus  8)  ein ,  so  erhält  man 


9 

wenn  man  den  Coeflicienten  von  «t  ans  der  Entwiekeinng  dieser  Determi- 
nante bestimmt.  Die  Determinante  9)  erhilt  dann  folgende  Gestalt: 


0 
1 


^i,e+«^«,i 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


welcher  sieh  direet  ans  der  Endgleiehnng  in  x  ergeben  haben 
wflrde. 

Der  Coefficient  des  e'  lAsst  sich  auf  folgende  Weise  ans  der  Determi- 
nante 10)  erhalten : 

^t,t  A,9 


...+ 


1 

0 

...  0 

1 

...  0 

-^2,1 

«41,0 

^1,0 

•..  0 

ZallMbrin  r.MaUi«HMUk  u.  Pb|»ik,  XV,  6. 
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1 

0 

...  0 

*  -"1. 1 

1 

0 

*..  0 

+ 

• 
• 

• 

« 
• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

.1 


^^^4^1,0  w*.  A\^9 

12)    =  (— ) 1  «M .  ^Nff-no  +  *lrl  ^If  M  +  -^2. 1  '*V'-f9-3.0  +  •  •  • 

•  •  •  +  V+f-a.«  •  ^ifO  +  ^N^i.i  I » 
wenn  sar  Abkümmg  geseilt  wird: 


I 


18) 


1 

0 

*.•  0 

1 

...  0 

...  0 

• 

• 

• 

• 

^k%\  ^ktQ  ■^Ai— 1»0  •  •  •  ^1»0 


=  und 


0 
0 
0 


Der  in  12)  in  der  Parenthese  stellende  Ansdraclc  kenn  aber  in  eine 
Determinante  lasammengefasst  werden,  welclie  den  Factor  erbXit. 
Denn  wenn  man  sftmmtliebe  Determinanten  ^'^^^  Elementen  der 
ersten  Colonne  lerlegt  nnd  die  leicht  sn  beweisende  Relation  berück- 
slehtigt: 

wo 

1      ...  0 

80  erbiilt  man: 

+  ^i»«  Vh-«'  0^  =    + V  —  0  -^0'  I  •  V4t-i*  e 


Addiit  man  diose  Ausdrücke  zu  den  entsprechenden,  welche  dnrch 
Zerlegung  der  Determinante  Sp^f^l^^  nach  den  Elementen  der  ersten 
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Colonne  erhalten  werden,  so  resnltirt  eine  Determinante  ^V+f—l*!«  ^ 
eher  alle  Elemente  der  ersten  Colonne  den  Factor  (p-^g)  haben. 

Man  erhält  daher 


oder 


15) 


-^8»!  ^2»0  ^I»0  •••  ^ 


Die  einförmigen  symmetrischen  Functionen  dor  Simnltanwurzeln 
zweier  algebraischer  Gleicliungen,  bei  welchen  der  Exponent  der  einen 
Wnrzel  gleich  1  ist,  lassen  sich  hiernach  immer  durch  eine  Determinante 
darstellen,  so  dass 

Sk,i  und  ebenso  y+'^i^/. 

Es  kommt  diesen  symmetrischen  Functionen  eine  besondere  Wichtig- 
keit in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekann- 
ten zu,  indem  dieselben  z.  B.  mit  den  Siinimen  der  gleichen  Potenzen  der 
einen  Unbekannten  die  P^lemente  derjenigen  Determinanten  bilden,  welche, 
ähnlich  wie  die  Glieder  einer  Stnrm'schen  Reihe  für  eine  Gleichung  mit 
einer  Unbekannten,  zur  Erkenntniss  der  Anzahl  reeller  Bimultanlösnngen 
dienen  können,  welche  in  einem  gewissen  Gebiete  liegen.  Die  Ausdrücke, 
velche  eine  solche  Reihe  bilden,  sind  zuerst  von  Her  mite  angegeben,  und 
in  ihnen  sind  diese  symmetrischen  Functionen  durch  Jmit  entsprechenden 
Indices  bezeichnet.* 

Der  Coeffieient  des  o*  in  der  Entwickelnng  der  Determinante  10),  wel- 
cher die  Function 


liefert,  wird  durch  ein  ganz  fthn  lieh  es  Verfahren,  wie  das  oben  angewandte, 
simlebsl  in  folgender  Form  erhalten : 


*  VergU  Brioachi  in  dieser  Zeitaehriü,  Bd.  II  8.  20'.). 
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;  ..+*F+f-8,l-2*pi+»F+f-l.t.*o'l 

wo 


aod 


0 

...  0 

0 

1 

...  0 

0 

...  0 

* 

0 

• 

1.2  =»  — 

•  • 

•  • 

• 
■ 

• 
• 

« 

•  • 

• 

• 

• 

l 

1 

0 

fl 

...  0 

0  1 

3  ^j,  2 

1 

...  0 

0 

• 

• 

.  ■  .  • 

• 

« 

• 

• 

—  0^p4  9-3,2 

« 
• 

• 

• 

-3,0        +  . 

-4,0 

• 

• 

•  •  .  ^ItQ 

• 

. 

1 

1  (l'+«)^p+t-2.l 

• 

Von  don  in  10)  in  der  Parenthese  stehenden  Gliod»'rn  lassen  sich  zu- 
nächst die  boidi  n  letzten  Glieder  der  beiden  Keiheu  zu  einer  Determinante 
sneammen fassen,  so  dass 

«i(<).«-2,l  •  »©II  4-  ^p+f-»,2  =  '*^V  +  7-2.2 

>4„,,  l  0  0  ...    0  0 


2^, 
ZA 


'im 


0 

1 


0 
0 


0 
0 


—3,0  ••»  ^t*0  ^'0 

Diese  Determinante  liefert  alsdann  mit  den  übrigen  Gliedern  der  swellea 
und  dem  ersten  Gliede  der  ersten  Reihe  in  16)  zusammengenommen,  wie 
durch  Zerlegen  der  Determinanten  i'i^i  nach  den  Elementen  der  ersten  Co- 
lonne  sofort  sn  erkennen  ist,  wieder  analog,  wie  oben: 
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^0»J 

1 

0 

0 

•  •  • 

0 

0 

1 

0 

'  ••• 

0 

0 

1 

•  •  • 

0 

0 

• 

• 

• 

• 

••• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

•  • 

• 

• 

• 

^p+f-J,«  ^p^-f—Z,!  -^P+f -3.0  4p+f — 3,0  •••  -^»O  ^1»0 

>o  daäb  -sclilif.ssliili ,  wi  nu  uucli  von  den  übrigen  Gliedern  der  ersten  Reihe 
in  16)  je  zwei,  welche  gleicbweit  vou  der  Mitte  ab&teiien,  zosammen- 
gefaiist  werdeo,  sieb  ergiebt: 


-2-1,1  «Hl  |. 


Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. : 


nnd 


2»'*' = {-r  I «... + ',.1  »1.. + »*.  v. + »lu  *«. + j 

uud  analog 


Man  aieht  hieraus,  das»  die  einförmigen  aymmetrisehen  Fonctionen, 
bei  weleben  die  Exponenten  beider  Wnrseln  grösser  als  1  sind,  nicht' mehr 
dnreh  eine  Determinante  derCoeffieienten  itfr-«,«>  wohl  aber  als  eine  Samme 
von  Prodneten  soleber  Determinanten    j  dargestellt  werden  kdnnen. 

Um  nnn  die  allgemeine  Formel  fttr 

herleiten  m  kOnnen ,  sollen  suTor  noch ,  eutsprechend  den  oben  angewenp 
deten  Abkttrzangeu ,  tblgende  symboliiche  BeaeichnuDgen  eingefllhrt  wer- 
dent  * 
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-^0,1 

1 

0 

...  0 

0 

0 

...  0 

0 

^0.2 

1 

...  0 

0 

0 

...  0 

0 

^0,2 

...  0 

0 

# 

0 

• 

...  0 

0 

» 
• 

• 
• 

• 

m 

•••  «^0,1 

• 

• 

1 

• 

• 

0 

• 

• 

...  0 

• 
• 

0 

...  ^14 

t 

...  0 

0  • 

•  * 

•••"'«,1 

-^1,0 

...  0 

0 

• 

• 

• 
• 

• 
• 

• 
• 

^p— 2,0 

• 
• 

• 

1 

^Pt9 

^P.?-2 

^P.O 

^P— 1.0 

...  ^2,0 

^1,0 

Durch  5p^^  werde  eine  gens  analog  gebildete  Determinante  beseicb- 

net,  in  welcher  nnr  die  Elemente  der  ersten  Colonne  mit  den  entsprechen- 
den Faetoren 


l,2,3...V.!?  +  li?+2.../?+ir  — 


mnltiplieirt  sind. 
Ferner  sei : 


s 


P»9 


19  a) 


'2W 


1 

-^1,0 


2,0 


0 
1 

■'1,0 


0  0 
0  0 
0  0 


^p_l,g-4p_l,0^p— 2.0  •••  ^1.0  i 
^p,g      ^p,0      -^p— l,  0  •  •  •  ^2.0  ^  I  ja 


aad  ebenso: 
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19^) 


9 


(1  +  ^)^1.,      ^i.o  1 


0  0 

0  0 

0  0 

•  • 


(  + </)  ^p,g      ^p,0      ^i>—  1, 0  •  •  •  ^2,0  '^1.0 


AladADn  ist 


und 


1=9-1 


Durch  Zerlegen  der  Determinanten  Sp^^  und  S^^^  nach  dem  Laplace- 
sehen  Determinantenaatze  leitet  man  femer  leicht  folgende fielationen  her: 

wobei  in  Formel  90)»  wie  auch  in  19) 
angenommen  iat. 

Ansaerdem  eigiebf  sieh  dnreh  Anwendung  der  bereits  oben  gebraneh- 
ten  Formel  14)  leicht  folgende: 

sowie  die  Formel  14)  die  ganz  analoge: 
liefert. 
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Endlich  soll  noch  snr  Ablinrsung : 

gesetzt  werden,  tiu  da»»  £>ich  aus  Tp^^  sofort  die  »yiumetrisclio  Fuuctiou 
ergiebt,  wenn  erstere  durch 

dividirt  wird. 

Woim  man  nun  die  Determinante  10) ,  von  der  letzten  Colonno  an- 
fangend, in  Summen  von  Deternnnanten ,  diese  einzeln  wieder  nach  dem 
Lap  1  a ce ' sehen  Determinantensat/e  zerle^jt,  so  erhält  mau  für  den  Coeffi- 
cieuteu  <ies  a'  folgenden  Aufdruck: 


24) 


wobei  SU  beachten  ist,  dass  für  die  beiden  gleichseitigen  Orenswerthe  i^p, 
J=fj  der  Snmmand  7'f),o  .  /,,.v  ^^^^  Werth  S'p^^  erhftU. 

Fasst  man  säiiimtliche  Summanden,  die  dem  Wertbe  i=p  eutifpreclieU} 
zuäammeo,  so  erhält  man,  gemäss  der  Formel  21): 


25) 


Durch  Absonderung  der  den  Werthen  i  — 0  und  J=g  eotsprecbeudeo 
Summen  nimmt  der  Ausdruck  folgende  Gestalt  an: 


25  o) 


i=P-i 


7'ji-;,onf+ 


Wenn  man  nun  hierin  snceessive  für 

die  Werthe  einsetzt,  wie  sie  sich  ans  dieser  allgemeinen  Recursionsformel 
ergeben,  »o  gelangt  man,  indem  man  fortwährend  die  Hclation  20)  berück- 
sichtigt, zu  folgender  Formel,  in  welcher  statt  der  Grössen  s'ij  jetzt  die 
Grössen  Sf^j  und  ebenso  statt  der  Tf,^q—j  die  ^^^..j  vorkommen: 


oder 
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26) 


Die  beiden  ersten  -Summen  lassen  sicli  nun  endlich  noch  xoBammen- 
fassen  in  ^^d*^  9®^^        fSr  Sp^^^j  nod  fiir  «i,,  die  ans  den 

Formeln  21)  nod  90)  sich  ergebenden  Aosdrttcke,  so  erbftlt  man  fbr  die  bei- 
den ersten  Snmmen  in  28) : 


+ 


i=*»-i 


Dieser  Ausdruck  iHsst  sich  in  folgenden  umformen: 


1=^-1 

,1+  V  & 


Der  m'tite  ÖuuuuHud  dieseä  Biuomä  liefert  uach  Furmel  22) : 


der  aweite  IXsst  sich,  indem 'man  die  Glieder  der  Summe  nach  den  wach- 
senden Werthen  von  X  ordnet,  offenbar  sehreiben: 

und  liefert  vermöge  Formel  22«) :  * 

V 


wofür  auch 


gesehrieben  werden  kann ,  da  der  dem  Werthe  Xssaq  eutsprechende  Sum< 
mand  gleich  Null  wird. 

Die  beiden  ersüen  Summen  in  20)  liefern  also  hiernach: 


x  = 


4=1 


1=1 


uach  Formel  20) ,  wie  zu  bcweificu  war. 
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llieroaph  erhält  man  al»o  die  Relation : 

27)  Tf^q  =  (f'  +  i/)      +  ^    ^  "^p-üi-i  •  *« 

also  s.  B.:  * 

^6'  4  ~  ®  •  's»  4  "t"  '^V  3  •  "^l»  1       ^8»  3  •  *f  1  ~^'  ^2*  3  *  *3'  l       ^1'  3  *  *4'  1 

"4"        %  '       2  "t"  ^3»8  •  *2>  i       ^1»  l  •  ^4»  3       ^2«  1  *  *3'  3 
"4"  ^3>  I  •  ^2»  3  ^  ^41  1  •        3  "4"  ^1 » 2  *       2        ^2»  2  *  ^L"  2' 

Es  liegt  nuu  nahe,  für  die  T  auf  der  rechten  Seite  wieder  ihre  Werthe 
einzusetzen  und  so  schliesslich  eine  Formel  herzuleiten,  iu  welcher  nur  dio 
Determinanten  s  vorkommen.  Dieselbe  wird  in  dem  gewählten  Beispiele: 

*6'  4  ^"  *4»  *  •     1  "H  *S'  3  *  *»»  1  "J"  *j»  8  •  *»»  1 

Die  allgemeine  Formel  lüsst  sieh  dnreh  folgende  Betracbtnngen  er« 

halten : 

Man  setse  in  die  Oleiehong  27)  für  Tp^t^^^f  den  Werth,  der  «ch  ans 
dieser  allgemeinen  Formel  ergiebt,  ein,  nimlieb: 

so  erhXlt  man 

28) 


Non  ist  aber 

da  sich  immer  je  awei  der  Snmmanden,  deren  Gksammtsahl  (p— i)  (9~1) 
betrügt,  nämlich 

(P + «  - « ~y)  ^  -  M 

und 


(p  +  ^)*ii-i,f-i*ij 
snsammenfassen  lassen  und  nach  Heranssetsong  des  gemeinschaftlichen 


Factors 


die  einzelnen  ISammanden  sämmtiiche  Combiuatiuuen 
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dwitellen,  die  erhalten  werden,  wenn  man  die  beiden  Zahlen.p  nnd  in 
alle  mVgUehen  (positiven)  Sammanden  znje  sweien  (die  Noll  ausgenom- 
men) aerlegt,  und  von  denen  immer  swei  gleiehweit  von  der  Mitte  ab- 
stehende  einander  gleich  werden. 

Die  vierfache  Summe  in  28)  lüsst  uicb ,  wenn  man  die  einseinen  Sam- 
manden nach  den  aufeinauderfolgeuden  Wertben  von  r  and  I  ordnet,  auf 
folgende  Form  bringen: 

wofbr  wir  der  Einfachheit  wegen  schreiben  wollen: 


Die  einseinen  Glieder  dieser  Snmme  werden  erhalten ,  indem  man  die 
beiden  ZaHIen p  und  g  in  alle  mSglicben  Sammanden  zu  je  dreien, 

p  —  U  —  »«.  'i.  »t  nnd  q  —j\  —jtJi  yjt 
serlegt  und  die  sämmtlichen  Oombinationen 

bildet,  von  denen  natürlich  immer  diejeoigen,  bei  denen  i^  und  i,  oderyg 
undy^  ver^ichiedeu  bind,  do])})('lt  vorkommen  und  deren  Gesammtzahl 

beträgt. 

»  • 
Hierdurch  ist  also  für  Tp,^  folgender  Ansdmek  erhalten: 

+  ^/»-«i-^»«— *'ttii' 


2Ö) 


Setsk  man  nnn  fttr 

wieder  den  Werth,  wie  er  sieh  ans  der  Formel  27)  ergiebt,  ein,  so  er- 
hlUt  man: 


7^1 

i==£-J  •=£-2 


1=^1  1=1 
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DtMiii  von  sätiiintliclien  iSunitnatulen  der  ersten  Summe  lassen  sieb  im  All- 
gemeinen immer  drei  Paare  zuöammenfassen ,  nämlich: 

deren  Summe  peht 

falls  2wei  Factoreo  einander  gleich  werden,  so  erhält  man 
als  die  Summe  der  drei  Glieder 

und  endlich  wenn  alle  drei  Factoren  einander  gleich  werden,  welcher  Fall 
nur  dann  eintritt ,  wenn  p  und  q  heide  durch  S  theilbar  sind,  das  eine  Glied 

*'      •  ■ 

Setzt  man  also  den  Factor  ^"^^  der  Summe  Torana,  so  erhält  man: 

8 

wobei  die  einzelnen  Glieder  der  auf  der  reobtenSeite  stehenden  Summe  die 
sämmtlichen  Combinationen  sp^t^^Jt-jt-St^Jt  Si^j^  darstellen,  die  erhal- 
ten werden,  wenn  die  Zahlen  p  und  q  auf  alle  Arten  in  Summanden  su  je 
dreien  serlegt  werden  und  welche  auf  die  oben  angegebene  Art  an  je  6 
oder  je  8  anaammengefasst  werden  können.* 

Der  oben  zur  Abkür^uuj,'  Jui  cii  fj  bezeichnete  Aasdruck  stellt  eine  sechs- 
fache iSnmme  dnr,  die  auf  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

80  dass  man  für  Tp^^  jetzt  den  Ausdruck  hat: 


*  Die  Gesammtsumme  der  Coeffioientea  aller  Glieder  des  Summenausdmcks 
betrilgt,  wie  leicht  nachsaweisea: 
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841 


8  £=»-3 


} 


Man  sieht  leicht,  wie  diese  Schlüsse  fortzusetzen  sind,  und  findet  bei 
fortgesetzter  Anwendung  dieses  Verfahrens,  dass  das  letzte  Glied  der 
Santme,  die  auf  diese  Weise  für  /p,,  erhalten  wird,  falls  p^q  ist,  sein 
wird: 


P±9 
9 


oder  einfacher: 


P+9 


Man  hat  also  schliesslich  folgende  allgemeine  Formel: 


oder,  wenn  für  7^,^  sein  Werth 

(-)'+'(''+'')^.^*' 

gesetst  wird: 


ai) 


B.  B.: 
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"t*        8**1»  1  ^  2 •  ^3»  1      1      1       ^      2 1  '^1»  1       ■''2»8 •  l 

Der  Factor  irgend  eines  der  in  der  Parenthese  stplienden  Tonnp  Insst 
sich  nach  dem  Obigen  und  nach  den  licgelo  der  Comhinatorik  sofort  an- 
geben ^  so  ist  in  dem  Beispiele  der  Factor  von  £"gtx*^Vi  g^^ic^ 

1.2.3 

1.2.1.2~  2  * 
ditg^gen  wfirde  8.  B.  der  Faetor  Ton 

gleieh 

1.S.8.4.& 

 =  10 

1.2.8.1.2 

•ein,  indem  natürlich  der  in  den  obigen  Formeln  der  synboliscben  Schreib- 
weise wegen  heranigeeetste  Faetor     Ton  Toniherein  mit  den  entspreeben- 

den  Gliedern  verbunden  und  aufgehoben  werden  kann. 

Die  abgeleiteten  Formeln  24),  2ö),  27)  and  9t)  geben  Anläse  an  vielen 
interessanten  Betraebtnngen  nnd  weiteren  Entwiekelnngen  •  die  aber  jetst 
niebt  verfolgt  werden  sollen,  sondern  einer  andern  Oelegenbeit  yorbebalten 
bleiben  mSgen«  Nur  das  Eine  sei  noeb  bemerkt,  dass  die  Somme  der 
slmmdieben  Factoren  aller  in  der  Parenthese  in  81)  vorkommenden  Glieder 
(mit  Einsehlnss  von  Sp^^)  immer  gleieh 


rr) 


also  gleich  dem  reciproken  Worthe  dos  vor  der  P.irentlioso  stohcndon  Oo- 
efficicnton  sein  mnss.  [So  wird  in  dem  oltigon  Ueispiolo,  in  wclchoni  />  =  6, 
(j=\  war,  diese  Summe  gleich  21  .J  Der  Beweis  fUr  diese  Bebauptaag  er- 
giebt  sich  sofort ,  da 


•  •  • + ^1  -  J  -  2)  ^  (i  - 1)  C  - 1 ) 
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ist,  und  es  kann  dieser  Satz,  abgesehen  von  anderen  Folgerungen,  die  sich 
aus  ihm  ergeben,  auch  immer  zu  einer  leichten  Controle  für  die  Richtigkeit 
der  Kecbnang  bei  Anwendong  der  Formel  31)  benatzt  werden. 


XIV. 

Ueber  FimktsyBteme  auf  Carven  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  £iiiL  Wetb  in  Prag. 


1.  Wenn  C{  eine  Cnrve  dritter  Ordnung  ist,  welche  in  i  einen  Dop« 
pelpankt  besitst,  lo  kann  man  bektnntlieh  vom  DoppelverhXltniss  von  vier 
Pankten  der  Corvo  sprechen.  Unter  dem  DoppelverhältoiM  von  vier  Punk- 
ten a,  fr,  c,  ä  der  Carve  verstehen  wir  das  Doppel verkKltniee  Jener  vier 
Strahlen,  welche  den  Doppelpunkt  der  Curve  mit  den  vier  Punkten  ver- 
binden. 

Ist  einmal  der  Begriff  des  Doppelverh&Itnisses  von  vier  Punkten  einer 
Cf  in  dieser  Art  festgestellt,  so  kann  man  auch  projectivische  Punktsysteme 
auf  der  Curve  betrachten. 

Zwei  Systeme  von  einander  entsprechenden  Punkten  der  Curve 
heissen  projectivisch,  wenn  das  Doppolverhältniss  von  vier  Punkten  des 
einen  Systemes  gleich  ist  dem  Doppolverhftltnisse  der  entsprechenden  vier 
Punkte  des  anders. 

« 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass  auch  zwei  projectivische  Punktsysteme  auf 
einer  durch  die  Feststellung  dreier  Paare  entsprechender  Pankte  be- 
stimmt sind,  und  dass  man  aus  diohcn  zu  jedem  Punkte  des  einen  Systems 
den  entsprechenden  des  andern  Syatemcs  unter  Zuhilfenahme  des  Strahlen- 
büschels  8  construiren  k(inne. 

Bi'fiudon  sicli  zwei  pr<»joct i visehe  Punktsysteme  auf  der  Curve  C*^ 
welche  die  besondere  Pvigenschntt  besitzen,  dass  in  ihnen  Vertauschungs- 
fäbigkeit  herrscht,  d.  h.  dass  jedem  I'unkte  der  Curve  immer  derselbe 
Punkt  entspricht,  oVi  man  ihn  nun  zu  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme 
rechnet,  so  bilden  die  beiden  l^mktsysteme  eine  quadratische  Involution 
von  Punkten  der  Curve  6'/.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  sich  eine 
quadratische  Involution  (welche  wir  unter  der  Bezeichnung;  Involution" 
immer  verstehen  wollen)  ans  dem  Doj^pelpunkte  d  durch  eine  StrahlcAinvolu» 
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tioD  projiclren  wird.  Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  eine  Pnoktinvolntion 
auf  CJ  dnreh  zwei  Paare  cntsprecliender  Punkte  bestimmt  ist. 

2.  Nacbdem  wir  die  Begriffe  projectivischer  und  involotorischer 
Punktsysteme  «of  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
festgestellt  haben,  nOssen  wir,  eb«  zur  weiteren  Betrachtung  solcher 
Systeme  geschritten  werden  kann ,  die  einzelnen  Pnnkte  der  Corvo  CJ  — 
de«  Trftgers  der  Punktsysteme  —  näher  untorsncben. 

Sftmmtliche  Pnnkte  der  Curve  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Doppel- 
punktes d  sind  einfache  Punkte  der  Gurve,  'd.  b.  jeder  von  ihnen  besitzt  nur 
eine  einzige  Tangente,  welche  die  Currein  einem,  dem  betrachteten  Pnnkte 
unendlich  nahen  Punkte  —  seinem  Nachbarpunkte  —  schneidet. 

Durch  den  Doppelpunkt  d  gehen  jedoch  zwei  Zweige  der  Cnrve, 
welche  in  d  von  je  einer  Geraden  berührt  werden.  Der  Doppclpunkt  be- 
sitzt zwei  Tangenten  —  die  Doppclpnnktstangonten ,  welche  wir  kurz  mit 
G, ,     bezeichnen  wollen  —  und  somit  auch  zwei  Nachbarpunkte. 

Die  Doppolpunktstangenten  verbinden  den  Doppelpunkt  mit  seinen  bei- 
den Nachbarpunkten. 

Aus  dem  Doppolpunkte  d  gclit  nach  jedem  Punkte  «i  der  Onrve  ein 
vollkommen  bestimmter  Strahl  dr/,  —  der  unserem  Punkte  ent- 
sprechende Doppclpuuktsstrahl  —  und  die  nach  den  beiden  Nachbarpunk- 
teu  von  d  gehenden  Stralilen  sind  die  beiden  Doppeipnnktstangenten 

3.  Befinden  sich  auf  einer  Curve  6'^'  zwei  projectivische  oder  involn. 
torisclie  Punktsysteme,  so  kann  man  j'*<]oii  I*unkt  der  Curve  zu  einem  der 
Systeme  einmal  rechnen;  den  Doppclpunkt  b  jedoch  zweimal,  indem  man 
ihm  entweder  den  einen  oder  den  andern  seiner  Nachharpunkte  suhstitnirt. 
Beiinden  sich  also  auf  C^'  zwei  projectivische  Punktsystorne,  so  worden  dem 
Doppelpunkte  in  jedem  <lersell)en  zwei  runkie  entsprechen.  Belindet  sich 
auf  eine  Punktiuvolution ,  so  werden  dem  Doppelpunkte  zwei  Punkte 
entsprechen. 

4.  Indem  wir  uns  vor  Allem  speciell  zur  Betrachtung  von  involutori- 
scben  Pnnktsystemeu  auf  wenden,  möge  zunächst  bemerkt  werden,  dnss 
man  die  auftretenden  Involutionen  in  zwei  Arten  eintheilen  könne,  nämlich 
in  die  ,, centralen"  und  die  „allgemeinen".  *  Die  centralen  Involutionen 
entstehen  dadurch,  dass  man  durch  einen  festen  Punkt  o  der  Cnrve 
Sirahlen  A,  B^,  zieht,  welche  auf  der  Curve  die  Pnnktenpaare  a|at,d|^... 
reip.  bestimmen. 

Diese  Punktenpaaro  bilden,  weil  sie  sich  aus  dem  Doppelpunkte  6  in 
einer  Strahleninvolution  i^t  £|  . . .  projiciren ,  eine  Punktinvolution 
auf  C/. 

„Schneiden  sich  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in 
einem  und  demselben  auf  der  Curve  C^*  liegenden  Punkte  o,  so  ist  die 


*  Tboorie  mohrdsntiger  Elemeatargebilde  etc.,  L Theil,  Art.  1 1. 
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Involution  eine  centrale.  Den  Punkt  o  nennen  wir  das  Centnim  der  In 
▼olntion.*' 

* 

Hieraus  folgt  nnnittellNir : 
„Kine  centrale  Involution  auf  C/  iat  bestimmt,  sobald  man  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  oder  das  Centrum  der  Involution  kennt." 

Im  letaten  Falle  schneidet  Jede  durch  das  Centrum  gelegte  Oerade  die 
Curve  in  einem  Punktenpaare  der  Involution,  und  im  ersten  Falle  ist  der 
dritte  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  des  Paares  entsprechender  Punkte 
und  der  Curre  das  Centrum  der  Involution,  wodurch  dieser  Fall  auf  den 
letsteren  surUckgefBhrt  ist. 

Man  erkennt  sofort,  dass  man  jeden  Punkt  der  Curve  C/  als  das  Cen- 
tram einer  derartigen  Involution  betrachten  kann ,  welche  wir  als  die  dem 
Punkte  zugeordnete  centrale  Involution  beseichnen. 

Die  Strahleninvolution,  in  welcher  sieh  eine  centrale  Punktinvolittion 
vom  Doppelpunkte  d  aus  projicirt,  8o]l  als  die  dem  Ceotrum  sugeordnete 
Strahleninvolntion  am  Doppelpunkte  bezeichnet  werden. 

Diese  Strahleninvolntion  liegt  mit  der  besprochenen  centralen  Punkt- 
Involution  pcrspectiviscb. 

5.  Betrachten  wir  nun  eine  centrale  Punktinvolution  auf  einer  Curve 

etwas  näher. 

Ist  o  das  Centrum  der  Involution  ,  so  findet  man  den,  einem  beliebigen 
Punkte  a*j  von  T^'  entsjirechenden  Punkt  a\  als  dritten  Schnittpunkt  des 
von  0  nach  x^  p^ezof^eneu  Strahles  A'  mit  der  Curve. 

flieraus  erkennt  man  augenblicklich,  dass  die  beiden  Nachbarpunktc 
des  Doppelpunktes  6  ein  Paar  entsprechender  Punkte  vorstellen;  denn  legt 
man  durch  o  einen  bei  d  unendlich  nahe  vorbeigehendeti  Strahl  so  wird 
er  die  Curve  in  diesen  beiden  Nachbarpunkten  schneiden. 

„Alle  centralen  Involutionen  auf  einer  C^'  besitzen  ein  gemeinschaft- 
liches Pnnktenpaar,  nftmlich  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppel* 
ptmktes-** 

Hieraus  erklärt  sich,  warum  eine  centrale  Involution  durch  ein  einsiges 
Punktenpaar  bestimmt  erscheint. 

Projicirt  man  alle  centralen  Involutionen  aus  dem  Doppelpunkte  6 
durch  Strahleninvolationen,  so  werden  diese  nothwendigerweise  die  beiden 
Doppelponktstangenten  ,  G%  cum  gemeinschaftlichen  Strahlenpaare  be- 
sitaen. 

„Alle  Strahleninvolationen  am  Doppelpunkte,  welche  die  auf  Cf  auf- 
tretenden centralen  Involutionen  projiciren,  enthalten  die  beiden  Doppel- 
ptinktHtangenten  als  ein  Paar  entsprechender  Strahlen.'* 
Legt  man  durch  das  Centrum  o  der  betrachteten  Involution  den  sehnei- 
denden Strahl  60,  dass  er  die  Curve      in  o  tangirt,  so  schneidet  er  sie  in 
einem  unendlich  nahe  su  o  fallenden  Punkte  und  dann  noeh  in  dem  diesem 

*  Digitized  by  Google 
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•DttpreelieBdeD  Ponkte  o',  weleber  bekaoiitlieh  (als  Dnrehsebnilt  der  T«i- 
gente  too  o  mit  der  Corve)  der  Teogeotialpnnkt  ▼on  o  gettennt  wird. 

„Dem  Centrom  einer  centralen  Involutioo  entspricht  deeien  Tan- 

gentialpunkt.** 

Die  eentrale  InToiotion,  deren  Centram  o  ist,  wird,  wie  jede  InTolation 
sweiten  Grades,  iwei  (reelle  oder  imaginXre)  Doppelpunkte  r„,  rr,,  be* 
sitien.  Es  wird  somit  xwei  dnrcli  o  pphpndc  Strnlilen  F,  W  gebon ,  welche 
m  ZQsaminenfAllendoi)  Pmiktcn  sclinoidcn  ,  d.  h.  in  denselben  berühren. 
Es  werden  somit  V  und  H'  die  beiden  von  o  aus  an  die  Curve  gebenden 
Tangenten  sein. 

„Durch  jeden  Trinkt  o  der  Cnrve  lassen  sich  «n  dieselbe  zwei  Tan- 
genten r.  W  legen,  deren  Beriihrungsjinnkte  »„,  Wj,  die  Doppelpunkte 
der  centralen  Involution  sind,  deren  Centrum  o  ist." 

Die  beiden  nach  f,,  und  w,,  aus  6  gehenden  Strahlen  J',,  und  sind 
daher  die  beiden  Doppelstrahlen  der  Strahleninvolntion,  io  weicher  sich  die 
centrale  Punkiinvolution  aus  6  projicirt. 

Es  sind  somit  F„  /f',,-^,^,,  F,,  yV^^G^G^...  lauter  Grup- 

pen harmonischer  Strahlen. 

£benso  iheilt  das  Strahlenpaar  da,  do'  den  Winkel  von  F,,  und  W^t 
hanncniadi. 

6.  Die  Betraohtong  des  verhergehenden  Artikels  liefert  die  einfache 
LSsnng  einiger  Aufgaben,  die  wir  hier  hi  aller  Kftne  behandeln  wollen. 

Aufgabe:  „Eine  Cnrve  C{  dritter  Ordnong  mit  einem  Doppelpunkt  d 
ist  gegeben;  man  soll  in  einem  ihrer  Punkte  e  die  Tangente  eonstnüren.** 

Man  lege  durch  0  swei  bdiebige,  die  Gurre  in  den  Punktenpaaren 
«1«^,  fr,  6t  resp.  schneidenden  Strahlen  B  und  projieire  diese  Punkten- 
paare  ans  dem  Doppelpunkte  h  durch  die  Strahlenpaare  AiA^^  BiB^\  diese 
•wel  Strahlenpaare  fiziren  die  StraUeninTolutieiit  in  welcher  «ich  die  dem 
0  lugeordnete  centrale  PnnktinTolution  projicirt. 

Nach  Art.  5  wird  der  dem  Strahle  b  "  involutorisch  entsprechende 
Strahl  die  Curve  im  Taiigcntialpunkte  o  von  u  schneiden dessen  Verbin- 
dungslinie    die  Tangente  in  diesem  Punkte  ist. 

Don  d"  involutorisch  entsprechenden  Strahl  findet  man  am  bequemsten 
mittels  des  Satzes  vom  voUst.Hndigfn  Vierseit.^- 

Zieht  man  die  Verbindungslinie  von  {AB^  mit  (iP^,)  und  jene  von 
{^AAy)  \nh{Ii  lif)  [unter  (AT)  verstehe  ich  im  Allgemeinen  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  X  und  J'],  so  wird  der  von  ö  nach  dem  Schnittpunkte  dieser 
Verbindungslinien  gezogene  Strahl  die  Curve       im  Tangentialpnnkte  o' 

▼on  e  achneiden  und  Jaoo'  ist  die  Terlangte  Tangente  des  Punktes  o. 


•  Verbindet  mnn  die  drei  Gegeneekanpaare  eines  vollstHndigen  Vierseits  mit 
einem  willkfirlicben  Pankte  »einer  Ebene,  so  arhält  man  drei  Strahlenpaare  in  InTO- 
luUon. 
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Dm  volIsUndige  Vierseit  ist  hier  gebildet  anii  den  Strahlen  B  und 
den  erwähnten  swei  Verbindungslinien. 

Hiermit  haben  wir  gleichseitig  die  Aufgabe  gelöat:  den  Tangential* 
pnnkt  eines  Punktes  der  Curve  sn  eonstroiren. 

A  u  f  g a  b  e :  „Die  beiden  von  einem  Punkte  o  der  Corve  an  dieaelbe 
gebenden  l'angenten  zu  con$itruiren." 

Der  Punkt  0  bestimmt  als  Centrum  auf  der  Curve  eine  centrale  Involu- 
tion, Ton  welcher  wir  aus  dor  vorhergehenden  Aufgabe  bereits  swei  Punk- 
tenpaare ffiOt,  6|a,  nnd  die  sie  jirojicirenden  Strahlenpaare  d^A^^ 
•itsen.  Die  Doppelstrahlen  r„,  der  Strahleninvolntion,  welcher  diese 
beiden  Strablenpaare  angehören,  gehen,  wie  aoa  dem  yorigen  Artikel  noch 
erinnerlich  sein  dürfte,  durch  die  Bertthrungsponkte  9»,  10»  der  beiden  von 
0  ans  an  C}  gesogenen  Tangenten  F,  W  nnd  sind  sngleieh  die  Doppel- 
punkte der  betrachteten  centralen  Involotlon. 

Die  beiden  Doppetstrahlen  F,g,  Wx%  erhftlt  man  einfach  mittels  eines 
beliebigen,  durch  den  Doppelpnnkt  d  gehenden  Constmctionskreises  IT.  Die 
beiden  Strablenpaare  A%A^^  ^\^t  bestimmen  anf  diesem  Kreise  sweiPnnk* 
lenpaare,  resp.  a,«|,  /}||^  einer  Pnnktinvolntion,  so  dsss  der  Schnittpunkt p 

▼on  a,  mit  das  Gentram  dieser  anf  K  entstehenden  PnnktinTolntion 
darstellt. 

Die  von  p  an  A'  gezogenen  beiden  Tangenten  berühren  den  Kreis  in 
swei  Punkten  vittCOitt  welche  mit  d  verbunden,  die  Doppetstrahlen  F,,,  Ff',, 
liefern;  diese  schneiden      in  den Berfihrnngspunkten  t',,,w'„  der  verlangten 

Tangenten.    Man  hat  nunmohr  die  Goraden  ov,j=F  und  ow^x— 
aiehen,  um  die  verlangten  Tangonton  zu  orliulten. 

Die  Aufgabe  hat  zwei  reelle  oder  imagitiHre  Auflösnngon ,  je  nachdem 
sich  nümlicb  von  p  ans  an  den  Kreis  K  zwei  reelle  odor  imaginäre  Tangen- 
ten ziehen  lassen.  Es  giebt  nur  zwei  Lagen  des  Punktes  «,  für  wolcbe  die 
beiden  von  ihm  an  gezogenen  Tangenten  zusammenfallen,  und  dies  ge- 
schieht nur  für  die  beiden  Nachbarpunkte  des  ncppeljjunktes.  In  der 
That,  liegt  der  l^unkt  o  unendlich  nahe  bei  b  auf  der  Tangente  ,  so  fallen 
die  von  ibm  an  geben«len  Tangenten  mit  der  zweiten  Dojjpelpunktstan- 
gente  G,  zusammen,  wahrend  (r^  als  die  im  Punkte  o  an  die  Curve  gezogene 
Tangente  anzusehen  ist.  Ebenso  fallen  die  beiden  von  dem  auf  (7,  liegenden 
Nacbbarpnnkte  des  Doppelpunktes  an  gebenden  Tangenten  mit  G',  zu- 
sammen, während  G%  die  in  diesem  Nachbarpankte  an  6^'  gesogene  Tan- 
gente darstellt 

7.  Aus  dem  zu  Ende  des  vorhergehenden  Artikels  Gesagten  geht  so- 
fort hervor,  dass  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  (resp.  der 
Doppelpunkt  selbst)  solche  Punkte,  für  welche  die  beiden  an  die  Curve 
gehenden  1'angenten  reell  sind,  vou  solchen  trennt,  für  welche  diese  Tan- 
genten imaginär  sind. 
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Dnroh  des  Punkt  j  wird  also-  die  Cnrre  C{  in  swei  Theile  terlegt. 

Der  eine  Theil  enthlQt  lauter  solche  Poukte,  aus  denen  sieb  an  die 
Cunre  swei  reelle  Tangenten  legen  lassen,  wihrend  der  andere  Theil  — 
die  Schleife  —  solche  Punkte  enthStt,  fttr  welche  die  beiden  durch  sie 
gehenden  Tangenten  imaginir  sind. 

8.  Der  Doppelpunkt  6  einer  Curve  kann  von  zweierlei  wesentlich 
verschiedener  Art  sein.  Erstens  er  ist  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  h. 
die  Curve  gehl  aweimal  mit  reellen  Zweigen  durch  denselben.  Dies 
wird  dann  cintreteOf  wenn  die  beiden  Doppelpnnktstangenten  reell  sind. 
Zweitens:  Er  ist  ein  isolirter  Doppelpunkt,  dann  nftmlich,  wenn  das  Tan- 
gentenpaar desselben  imaginftr  ist.  In  diesem  Falle  liegt  der  Punkt  d 
vereinaelt  (als  Einsiedler)  abseits  des  reellen  Currentheiles. 

Ist  9  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  so  werden  wir  beide  in  Artikel  7 
erwähnten  Theile  der  Curve  antreflTen. 

Wenn  dagegen  der  Doppelpunkt  isolirt  ist,  so  wird  keine  Schleife  der 
Curve  existireu  und  es  werden  sich  von  jedem  Punkte  der  Curre  an  die> 
selbe  swei  Tangenten  sieben  lassen. 

9.  Als  einen  Zwischenfall  kann  man  Jenen  auffassen,  in  welchem  die 
beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  susammenfallen.  Hierdurch  wird  er 
SU  einem  Rfickkehrpunkte  oder  su  einer  Spitze. 

In  diesem  Falle  besitst  somit  die  Curre  in  d  eine  Spitse. 

10.  Wir  haben  ganz  allgemein  geieigt,  dass  sich  aus  jedem  Punkte  o 
einer  Curve  ein  reelles  oder  imaginSres  Tangentenpaar  sieben  Itsst, 
dessen  Berfihrungspunkte  wir  als  Schnittpunkte  der  Curre  mit  den  Doppel- 
strahlen  der  dem  Punkte  o  sngeordneten  Strahleninvolution  am  Doppel- 
punkte erhielten. 

Da  die  im  Punkte  o  an  die  Curve  gesogene  Tangente  fUr  swei  susam- 
menfallettde  Tangenten  gilt,  so  erkennt  man,  dass  (wie  es  des  Doppelpunk- 
tes wegen  auch  sein  muss)  die  Curve  von  der  vierten  Classe  ist,  d.  h. 
es  werden  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  sie  vier  Tangen* 
ten  legen  lassen.  Wie  wir  geseigt  haben,  besitaen  die  sftmmtUchen  den 
einzelnen  Punkten  der  Curve  6'^'  zugeordneten  Strahleninvolutionen  am 
Doppelpunkte  8  die  beiden  Tangenten  desselben  zu  gemeinschaftlichen 
Strahlenpaaren.  Wenn  diese  beiden  Tangenten  zusammenfallen,  so  werden 
sie  einen  allen  diesen  Involntioiicn  gemeinsamen  Doppelstrahl  darstellen. 
Jede  dieser  Involutionen  wird  ausser  diesem  Doppelstrahle  noch  einen 
zweiten  besitzen. 

Hieraus  schliesst  man,  dass  in  diesem  Falle  eine  von  den  Leitlen,  aus 
einem  Punkte  der  Curve  an  sie  gezogenen  Tangenten  durch  die  Verbin- 
dungslinie des  Punktes  mit  dem  Doppelpunkte,  welcher  hier  in  einen  Kück- 
kebrpunkt  übergegangen  ist,  ersetst  wird« 
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Vou  den  vier  Tangenten,  die.  durch  den  bntrachteten  Punkt  gehen, 
wird  einr  durcli  diese  VerbiudangsUoie  ersetst  aod  es  bleibMi  somit  nur 
drei  eigeaUicUe  Tangenten  zorttck. 

Ans  diesem  Gronde  ist  eine  Cnrve  dritter  Ordnung,  welehe  einen 
Bttekkehrpunkt  besitat,  nnr  von  der  dritten  Classe. 

1 1.  Zieht  man  von  einem  Punkte  o  der  Cnrve  an  dieselbe  die  bei- 
den Tangenten  Fnnd  fF,  welehe  sie  resp.  in  v„  und  Wu  berfihren,  so  sind 
9i,  nnd  swei  Punkte,  welche  den  Pnnkt  o  zum  gemeinsehafUichen  Tan- 
gentialpunkt  besitsen.  Zwei  solche  Punkte  nennen  wir  awei  harmonisch 
•ugeordnete  oder  coojugirte  Punkte  der  Cnrve.* 

Jedem  Punkte  der  Gurve  ist  ein  anderer  Punkt  derselben  harmonisch 
angeordnet,  welchen  man  erhält,  wenn  man  ans  dem  Tangentialponkte  des 
ersteren  an  die  Cnrre  die  sweite  Tangente  legt. 

Nach  Frfiberem  sind  aber  swei  eonjngirte  Punkte  Vit«  die  Doppel- 
punkte der  eantralen  Involution,  welche  der  gemeinsehafitliche  Tangential* 
punkt  der  beiden  Punkte  auf  der  Curve  bestimmt  Wir  erkennen  daher 
leieht  die  Bichtigkeit  folgenden  SaUes: 

„Zwei  coujugirto  Punkte  der  Curve  sind  die  Doppelpunkte  jener 
centralen  Involution ,  welche  der  gemeinsehafUiche  Tangentialpunkt  der 
beiden  Punkte  auf  der  Oorve  bestimmt/* 

Die  vou  ö  nach  zwei  conjugirten  Punkten  y,,,  w,,  grdienden  Strahlen 
K,,,  sind  die  Doppel.strahlen  der  Stralilcninvolution ,  iu  der  hich  die 
zum  Coutruin  u  gehörige  centrale  Involution  aua  d  projicirt.  Zu  dieser 
Strahleuiuvulution  gehören,  wie  bekannt,  die  beiden  Doppelpnnktstaiif^en- 
teu  6',,  6',  als  ein  Paar  ont^prüthcnder  Strahlen,  wei>halb  die  vier  Ötrahleo 
Cji  ^ti  ^is»  '^'i»  v'^*'  harmonisclie  Strahlen  t^eiu  müssen. 

Verbindet  mau  zwei  eonjngirte  Punkt(»  der  Curve  C'^^'  niii  dem  Dop- 
pelpunkte, 80  erhalt  uiau  zvtej  Strahlen,  welche  den  Winkel  der  Doppel- 
punktstangenten  harmonisch  theilen/'** 

Hieraus  folgt  aber  sofort,  das8  die  nach  den  conjugirtcu  Punktjeupaareu 
der  Curve  gehenden  Strahlen  aus  dem  Doppelpunkte  eine  Strahleniuvolu* 
tiun  bilden,'  deren  Doppelatrahleu  die  beiden  Doppelpunktätangenten  sind. 
Folglich  bilden  die  conjugirten  J'unktenpaare  der  Curve  eine  Punktinvolu« 
tion,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpnnkte  des  Doppelpunk- 
tes  sind. 

„Die  Paare  coujugirter  Punkte  einer  Curve  bilden  eine  quadra* 
tische  Involntion,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Nachbarpunkte  des 
Doppelpunktes  sind.** 

„Zwei  eonjngirte  Punkte  bilden  mit  den  beiden  Naehbarpunkten  des 
Doppelpunktes  ein  System  von  vier  harmonischen  Punkten.** 


*  Ue«se,  Crelle,  Bd  36. 
**  Hesse,  Crelle  ibid. 
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12.  lat  der  Doppelpunkt  ö  der  Curve  ein  eigentlicher,  d.  Ii.  sind  die 
beiden  Doppelstrahlen  C, ,  G,  der  eben  betrnchteten  Strahleninvolutiou 
reell,  so  wird  von  den  zwei  Strahlen  eines  Paares  dieser  Involution  der  eine 
in  der  oiueu  der  beiden,  von  den  Doppelpunktstangeuten  gebildeten  Win- 
keltiiichen  liegen,  während  sein  zogeordueter  Strahl  in  der  andern  Winkel- 
fläche sich  befinden  muss. 

Dasselbe  gilt  dann  von  zwei  conjngirten  Punkten  der  Curve.  Somit: 
„Besitzt  eine  Corve  C^*  einen  eigentlichen  Doppelpunkt,  so  befindet 
sich  der  eine  von  zwei  conjugirten  Ponkten  allemal  auf  der  Schleife  der 
Curve,  wihrend  der  »weite  eich  am  andern  Theile  der  Cnrve  befindet**, 
oder: 

„Zieht  man  von  einem  Paukte  einer  CSlurve     mit  eigentlichem  Dop- 
pelpunkte die  beiden  Tangenten  an  die  Curve,  ao  liegt  der  Berflhrungs- 
pnnkt  einer  derselben  immer  auf  der  Sehleife ,  wihrend  der  sweite  dem 
Übrigen  Theile  der  Cnrve  angehSrt** 
Da  sich  eng  einem  Punkte  der  Schleife  an  die  Curve  keine  reelle  Tan- 
gente legen  Ittsst,  so  folgt  unmittelbar,  dass  kein  Punkt  der  Schleife  als 
Tangentialpunkt  auftreten  könne. 

13.  Auf-gebe:  „Eine  Curve  dritter  Ordnung      mit  einem  Doppel- 
punkte i  ist  gegeben;  man  soll  die  beiden  Doppelpunktstangenten  6,, 
eonstruiren.**  Die  Aufldsnng  ist  in  den  Betrachtungen  des  Artikek  II  ent* 
halten. 

Nimmt  man  swei  Punkte  o,  o'  der  Curve  (welche  nicht  auf  der  Schleife 
liegen)  und  legt  durch  sie  an  die  Curve  resp.  die  Tangentenpaare 
Vt  Wi  V\  W*  (nach  Art.  6),  so  liefern  deren  BerUbrungspunktenpaare  die 
Strahlen  F,,  /f'„,  F',,  W",,.  Diese  zwei  Strablenpaare  bestimmen  eine  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen  die  gesuchten  Doppelpunktstangeuten  G^^ 
sind. 

Diese  erhält  mau  in  bekannter  Weise  mittels  eines  durch  d  gelegten 
CoDstructionskrcisos  K, 

14.  Die  Betrachtung  der  an  dem  in  vorigem  Artikel  verwendeten  Con- 
structionskreise  entstehenden  ifigur  führt  au  einer  Lösung  folgender  Auf- 
gabe: 

„Eine  Curve  dritter  Ordnung  C^*  mit  einem  Doppelpunkte  ist  ge- 
geben; man  soll  ihre  Iiiili'xiou.spunkte  construiren.*' 

Nimmt  man  zu  den  zwei  Punkten  o,  o'  des  vorigen  Artikels  einen  drit- 
ten Punkt  o" ,  so  liefert  dieser  zwei  neue  Taugenton  V'\  W'\  welche  man 
von  ihm  au      legen  kann,  und  die  Verbindungslinien  ^"n,  ihrer  Be- 

rührungspunkte mit  dem  Doppelpunkte  d  liefern  ein  drittes  Strahlenpaar 
der  im  vorigen  Artikel  betrachteten  Ötrahleninvolution,  deren  Doppelstrah- 
len die  Doppelpunktstangenten  6?|,  sind. 

Ordnet  man  nun  den  von  d  nach  0,  o  nach  u"  gehenden  Strahlen 
do«0,do'«0',do"=;0"  die  Strahlenpaare  F„/F„,  V'vt^'xtyV'itW'tt 
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rcbp.  zu,  öl)  wild  das  Sualilcnbüsi liel  0  0  0"  mit  der  Stralileuiuvulutiou 
l'u^if'  *°  projectivisclie  Beziehung  gcbctzt. 

Die  Strablenpaare  dieser  InTolation  bestimmen  auf  dem  Cooatructiona- 
kreisele  eine  PnoktiiiTolotion  9,1»,,,  Vtgnß*^  v"i««d"isi  >o  «war,  daa«  die 
VerbindnngsliDien  entsprechender  Pnnkte  durch  einen  festen  Punkt  p 

gehen.  Es  werden  also  die  Strahlen  fit'c'it^  ^  tt*^'it~  ^'n  f"ii"^"it=^''i 
durch  einen  und  denselben  Punkt,  durch  das  perspectivische  Centrum  p  der 
auf    entstehenden  Involution  hindurchgehen. 

0 

Jedem  Strahlenpaare  der  Involution  9  ist  in  dieser  Weise  ein  Strahl 
des  Bflschels p  projeotivisch  angeordnet.  Es  werden  daher  mittels  der  Invo> 
lution  9  die  beiden  Bttschel  p  und  OO'O^...  in  projectiyisehe  Besiehong 
gesetst;  den  Strahlen  0,  0*,  (y  resp.  entsprechen  die  Strahlen  0,,  0*,,  0^, 
nnd  jedem  vierten  Strahle  (/'*  des  ersten  Büschels  wird  jener  Strahl  0"\ 
des  sweiten  Bttschels  p  entsprechen,  welcher  mit  ersterem  demselben  Strah* 
lenpaare  der  Involution  d  angeordnet  ist.  Da  Gg ,  die  Doppelstrahlen  der 
Involution  6  sind,  so  ist  klar,  dass  ihre  Schnitte  yi,  mit  IT  die  Doppel- 
punkte der  auf  K  entstehenden  Punktinvolution  sind,  so  dass p  als  Schnitt- 
punkt der  beiden  in  r/, ,  an  K  gelegten  Taugenten  erscheint.  Den  Strah* 
len  6',,  ^'j  entsjirechcn,  wenn  msn  sie  sum  Bfisehel  0(f,».  rechnet,  im 

Bütichül  p  resp.  die  Strahlen  PQtt  PQx* 

Die  beiden  projoctivischen  Bttschel  p,d  erzeugen  einen  Kegelschnitt 
welcher  durch  />,d  und  die  drei  Punkte  (00,) ,  {0'0\)^  (0"  0'\)  bestimmt 
ist.  Der  Kcgelhchnitt  £  wird  den  Kreis  HC  ausser  in  d  noch  in  drei  weite- 
ren Punkten  5,,  .v, ,     schneiden,  und  es  IXsst  sich  leicht  aeigen ,  dass  die 

drei  auh  ö  nach  die>.t  n  l'unktcn  führten  Straldeii  öä',  ,  dij,  d*',  die  Curvo 
6'^'  in  deu  drei  iuliexionspunkten  1,,  1,,  ig  ächneideu. 

Wenn  man  unter  einem  Inflexionspunkte  der  Curve  einen  Punkt  >i 
derselben  versteht,  fOr  welchen  eine  von  den  beiden  aus  ihm  an  die  Curvo 
gehenden  TanglButen  mit  der  in  ihm  an  0/  gelegten  Tangente  ausammen- 

fällt,  80  ist  klar,  dass  einer  von  den  heiden  dem  Strahle  in  der  Involu- 
tion auf  6  entsprechenden  .Stiahlen  mit  di^  zusaHiuient'ällt,   und  folglich 

wird  das  dem  dt|  entsprechende  Strahlen|)aar  der  Involution  den  Kreis  £ 
in  einem  Punktenpaare  treffen,  von  dem  ein  Punkt  der  Schnittpunkt  von  JC 

mit  d  i'i  ist.  Daraus  geht  jedoch  sofort  hervor,  dass  der  dem  dtj  im  Bäschel 
p  projectivisoh  entsprechende  Strahl  sich  mit  dt'i  auf  K  achneiden  mttsse, 
wodurch  unsere  Behauptung  erwiesen  ist» 

Da  min  der  Kegelschnitt  Z  den  Kreis  A'  ausser  in  5  nnr  noch  dreimal 
schneiden  kann ,  so  ist  klar ,  daas  eine  Curve  0/  nur  drei  Inflexionspunkte 
besitsen  kann. 
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Dieselbeu  üind  ilann  sämmtlicli  reell,  wenn  der  Doppeljiunkt  d  ein  i«o- 
lirtcr  ist,  und  es  sind  zwei  ima^iDäre,  weno  d  ein  eigeutiicber  Doppel- 
punkt ist. 

Die  ange<jebene  ( 'oiistructiou  wird  eintaclier  gestaltet  wenlen  können, 
wenn  b  ein  eigentlicher  Doppelpunkt  ist.  Denn  in  diesem  Falle  btellen  seine 
beiden  Tangenten  C,  die  Doppelstralilen  der  verw  andten  Involution  auf  d 
vor  und  schneiden  den  Coustructionskreis  K  in  den  Doppelpunkten  j/, ,  (/, 
der  auf  K  entstehenden  Punktinvolution.  Die  beiden  Kreistangenten  in 
9\y  9t  schneiden  sich  im  Scheitel  p  und  entsprechen  projectivi^ch  den  bei- 
.  den  Strahlen  6',,  C7,,  so  dass  man,  nro  die  Projectivität  fesUusetsen ,  nur 
noch  eine«  Panktes  o  der  Curve  C^'  bedarf. 

15.  Das  Haoptmerkmal  einer  auf  C/  befindlichen  centralen  Pnnkt* 
involution  ist,  dass  die  beiden  Nachbarpnnkte  des  Doppelpunktes  sich  ent- 
sprechen. Umgekehrt  ronss  jede  anf  C^*  liegende  Involution  eine  centrale 
sein,  wenn  für  sie  die  Nachbarpnnkte  des  Doppelpunktes  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  bilden.  Denn  in  der  That  wird  eine  derartige  lovola- 
tion  bestimmt  sein,  sobald  man  noch  ein  Pnnktenpaar,  etwa  01»,,  kennt. 

Die  Verbindungsgernde  «, trifll  C^^  in  einem  dritten  Punkte  (9,  den  man 
als  ('enfruin  einer  Involution  betrachten  kann,  welche  mit  der  gegebenen 
offenbar  das  Punkten  paar  r/,  und  ferner  das  Nachbarpnnktcnpaar  des 
Doppelpunktes  genieinschaftlich  hat  und  daher  mit  ihr  identisch  sein  niuss. 

Wir  werden  von  dieser  Betrachtung  eine  mehrfache  Anwendung  zu 
machen  haben. 

16.  Betrachtet  man  den  Fall,  wo  einer  der  drei  Inflexionspnnkte,  z.  B. 
t, ,  das  Centxnm  einer  Involution  ist,  so  folgt  ans  dem  Artikel  5  sofort,  dass 
derselbe  sngleich  ein  Doppelpnnkt  der  Involution  sein  mvss.  Denn  im 
Allgemeinen  entspricht  dem  Centrnm  einer  Involution  der  Tangontialpunkt 
desselben;  da  aber  die  Tangente  eines  Infletionspnnktes  in  diesem  die 
Curve  in  drei  unendlich  nahen  Punkten  schneidet,  so  ist  ein  Inflexionspnnkt 
sein  eigener  Tangentialpnnkt  und  folglich,  als  Centrnm  einer  Involution  bv* 
trachtet,  sngleich  ein  Doppelpnnkt  derselben* 

Deshalb  kann  man  vom  Inflexionspnnkte  ig  nur  eine  einsige  Tangente 
8i  an  die  Curve  legen,  deren  Berfihrnngipnnkt  Ii  der  aweite  Doppelpnnkt 
der  betrachteten  Involution  ist. 

Die  von  6  nach  ^  und  l|  gesogenen  Strahlen  sind  demnach  die  Doppel- 
strahlen der  Involution ,  in  welcher  sieh  die  Punktinvolution  ans  dem  Dop- 
pelpunkte projicirt,  und  hieraus  folgt  dann  sofort,  dass,  wenn  eine  durch  ig 
willkfirlich  gezogene  Gerade G  die  Curve  in  den  beiden  Punkten  a,,a, ,  den 
Doppclstrahl  ö /,  im  Punkte  schneidet,  der  letztere  dem  Intiexionspunkte 
conjugitt  harmonisch  ist  be/-ü|^licli  des  l'unktenpaares  (i^tij. 

Dies  giübt  den  für  Curven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekannten 
Sata: 
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„Legt  man  durch  einen  In6exionspankt  der  Curve  Trausverselen 
und  constrnirt  die  ihm  conjugirtcD  harmonischen  Punkte  bezüglicb  der 
auf  den  Transversalen  durcl»  die  Curve  bestimuiton  Slreckou,  bo  liegcu 
t»ie  in  einer  und  dersolbon  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Goraden 
(d/,),  welche  die  Cuivor,'  im  Hci iihi ungspuukte  der  vom  luflexionä- 
puuktp  a\\  dieselbe  gelegten  Taiigontc  schneiden.*' 

Die  Gerade  d/j  ist  bekauotlich  die  harmouibche  Polare  des  Inflexioiui- 
pnnkteä  r,. 

Ebenso  erkennt  man  aus  dem  Vitrhergeheiideii  ,  dass  die  harmonische 
Tolare  eines  Intiexionspunktes  conjugirt  liarmunisch  x\x  dem  aus  6  nach  ihm  , 
gehenden  Strahle  bezüglich  de«  PMures  der  Doppelponktatangentan  ist. 

17.  Jeder  Kegelschnitt  (\  wird  die  Curve  C^  in  secdis  l'uiikton  schnei- 
den, Nimmt  man  daher  vier  Punkte  der  Curve  (\^^  zu  Scheiteln  eines  Ke- 
gelschnittsbii^chels ,  so  wird  jeder  KegeNcIuiitt  «lesselben  die  Curve  in 
einem  Punktenpaaue  schneiden,  und  es  werden  ilie  Punkte  von  in  dieser 
VV^eise  eindeutig  und  oHenltar  zugleich  verlauschungslahig,  d.  h.  invi>luto« 
risch  auf  einander  bezogen.  Jedem  Punkte  der  Curve  C'^'  entspricht  jener 
Punkt,  in  welchem  der  durch  erstere  gehende  Kegelschnitt  des  Büschels  die 
Curve       zum  sechsten  Male  schneidet. 

Noch  mehr:  diese  entstehende  Punktinvolution  ist  eine  centrale,  denn 
ein  Kegelschnitt  des  betrachteten  Büschels  wird  durch  den  Doppelpunkt 
(resp.  unendlich  nahe  vorüber)  gehen  und  daselbst  die  Curve  in  den  bei- 
den Nachbarpunkten  des  Doppelpunktes  schneiden,  welche  daher  als  eiD 
Paar  entKprechender  Punkte  der  Involution  angehören»  Wir  erhalten  daher 
folgenden  Satz : 

„Die  Kegelschnitte  eines  Büschels,  dessen  vier  Seheitel  auf  der 
Cnrve  liegen,  bestimoien  auf  der  Curve  Panktonpaare  einer  centralen 
Involution,  d.  h.  Punktenpaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen 
festen  Punkt  der  Curve  gehen.'' 

Bekanntlich  ist  dieser  Sats  ganz  allgemein  für  Curven  dritter  Ordnm||^ 
giltig  und  wurde  der  feste  Punkt  der  Gegenpunkt  des  Büschel  Vierecks  ge- 
nannt. Wir  sind  an  dem  Satze  durch  eine  besondere  Betrachtang  gelangt. 

Unter  den  Curven  des  Bttsehels  zweiter  Ordnung  giebt  es  drei  Oreni* 
flille,  welche  durch  Geradenpaare  dargestellt  werden;  wenn  wir  diese  ins 
Auge  fassen  und  festhalten,  dass  man  die  vier  Seheitel  einei -solehen  Bfi- 
Scheie  auf     beliebig  wählen  darf,  so  ergiebt  sieh  der  Satz : 

„Liegen  vier  Punkte  f|,  fg,  S|,  auf  einer  Cnrve  dritter  Ord- 
nung und  man  zieht  die  drei  Gegenseitenpaare  des  durah  sie  gebildeten 
vollständigen  Vierecks,  so  bestimmt  jedes  Seitenpaar  auf  ein  Punkten- 
paar und  es  gehen  dann  die  drei  Geraden,  welche  die  Punkte  dieser  drei 
Punktenpaare  verbinden,  durch  einen  und  denselben  Pnnkt  der  Cnrve 
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Wenn  man  also  die  Geradenpaare  »tht  't'4t  ^'ti  ^i'i»  'i^ti  ^i^^it, 
so  werden  sie  die  Gorve  iu  den  Pnnkienpaaren  ,  ßßi,  yVi  '^*P*  »ehnei- 
den,  ond  dann  treffen  sieb  die  drei  Oeraden  ««1,  ßpt*  yfi  einem  und 
demselben  Punkte  0  der  Cnrve  C^. 

Der  Punkt  0  ist  das  Centrnm  der  InTolution,  welche  dasKegelsehnitts- 
bQsehel  {SiS^s^s^  auf  der  Curve  bestimmt.  ICs  ist  nieht  scbwer  einsn- 
seben ,  dass  es  der  Pankt  sein  wird ,  in  welcliem  die  Tangenten  des  Kegel- 
schuittes  {siS^s^s^S)  im  Punkte  d  die  Curve  C4'  scbueideu. 

18.  Ans  dem  Satse  des  vorigen  Artikels  lassen  sieb  ebne  Uflbe  die 
wiebtigsten,  gewSbnlicb  bei  Curven  dritter  Ordnung  angeffibrten  Sätse 
naebweisen. 

Wir  wollen  in  aller  Kürze  einzelne  folgen  lassen : 

,,Legt  man  durch  die  drei  Punkte,  welche  eine  Gerade  G  mit  der 
Curve  gemein  hat,  drei  willkürliche  TraiiKversalon ,  so  Mchueidet  jede 
die  Curve  in  zwei  Punkten;  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  liegen  alle- 
mal auf  einem  und  demselben  Kegelsclmittc." 

Seien  aa,  0  die  Schnitte  von  G  und  C^,  .  6',,  die  durch  sie  ge- 
führten Transversalen,  und  5, ,  y^s^,  f/,  deren  re.sp.  Schnittpunkte  mit 
der  Curve.  Betrachten  wir  das  Curvenhüschel  zweiter  Ordnung,  welches 
die  vier  Punkte  5, ,  .fj,  5,,  zu  Scheiteln  hat,  zu  welchem  offenbar  das 
Geradenpaar  CiG^  als  Grenzfall  gehört.  Das  Büschel  wird  auf  6'^'  eine  cen- 
trale Involution  bestimmen,  für  welche  offenbar  o  das  Centram  sein  wird, 
denn  der  Grenzkegelschnitt  (C,  (?,)  trifft  im  Punktenpaare  und  folg- 
lich ist  der  dritte  Schnitt  0  der  Geraden  aa,  das  Centrum  der  Involution. 
Die  dureb  0  gebende  Oerade  sebneidet  im  Pnnktenpaare  «ig  Ot  der  In* 
▼olution,  woraus  folgt,  dass  der  durch  ti$^s^8^  und  einen  dieser  Punkte 
gebende  Kegelschnitt  auch  den  sweiten  enthalten  mnss.  Es  liegen  also, 
wirklieb  die  sechs  Punkte  s,,  ^,  Sg,  f|,  «i«  auf  einem  und  demselben 
Kegelschnitte,  wie  behauptet  wurde. 

In  derselben  Weise  erledigt  sich  der  umgekehrte  Sats: 
„Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  der  Curve      mit  einem 
KegelsebnHt  paarweise  durch  drei  Oerade,  so  treffen  diese  die  Curve  in 
drei  Punkten,  welche  auf  einer  und  derselben  Oeraden  liegen.** 

Speciclle  Fälle  der  beiden  vorhergehenden  Sätze  .-jiiul  folgende: 

„Zieht  man  aus  den  drei  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit  der 
Cnrve  an  letztere  je  eine  Tangente,  so  wfrd  die  Curve  iu  den  drei  Be- 
rührungspunkten von  oinenj  tuul  demselben  Kegelschnitte  berührt." 

,,Zwei  Geiadt!  schneiden  die  Cuive  in  sechs  Punkten;  verbindet 
man  jeden  Schnittpunkt  der  eiuen  Geraden  mit  einem  der  andern,  so  er- 
hält man  drei  Gerade,  welche  die  Curve  in  drei  weitereu,  auf  eiuer  und 
derselbeu  Geradeu  liegeudeu  Paukten  treffen." 
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In  diesem  Falle  bt  der  Kegelschnitt  (ßti^t^s^Ota^)  in  das  verwandte 
Geradenpaar  übergegangen. 

Wenn  die  beiden  Goraden  nnendlich  nahe  bei  einander  liegen  und 
innn  vorbindet  einen  Schnittpunkt  der  einen  mit  dem  unendlich  nahen 
Sclinittpiinktc  der  andern,  so  erhält  man  offenbar  die  Tangente  der  Carre 
t^^^  in  dem  betrHcliteten  Punkte. 

Der  let/.te  Sats  lautet  dann  folgendermassen : 

„Zieht  man  in  den  drei  Schnittpunkten  einer  Geraden  G  mit  der 
Curve      die  drei  Tangenten ,  so  achneiden  diese  die  Cnrve  in  drei  anf 
einer  und  derselben  Geraden*  liegenden  Punkten**, 
od«r: 

„Liegen  drei  Punkte  der  Curve  auf  einer  und  derselben  Geraden, 
so  liegen  auch  ihre  drei  Tangentialpuakte  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden.** 

Aus  diesem  Satae  folgt  unmittelbar  der  nachstehende: 

„Die  drei  Inflexion^punkte  einer  Curve  C/  liegen  in  einer  und  der* 
selben  Geraden.** 

Denn  da  ein  Inflexionspunkt  sein  eigener  Tangentialpunkt  ist,  so  uinas 
die  Verbindungslinie  ai^eier  Inflexionspunkte  die  Curve  noch  in  einem 
Punkte  schneiden,  welcher  sein  eigener  Tangentialpunkt,  also  ebenfalls  ein 

Inflexionspunkt  ist. 

Wird  die  Gerade  (i  dtt  ersten  Satzes  in  diesem  Artikel  eine  von  deu 
Inflcxioastan;:enteii ,  «u  erhiilt  man  folgenden  »Satz: 

„Legt  mau  durch  einen  InHexionspuukt  der  Curve  6'/  drei  willkür- 
liche 'rrHti.s\  ersalen,  so  liegen  die  sechs  Schnittpaukie  derselben  mit  der 
Curve  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt.^^ 

Werden  diese  drei  Transversalen  imendlich  nahe  an  einander  genom- 
men, so  erhält  man  nachstehenden  Satz; 

„Legt  man  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Curve  eine  Transfer» 
sale,  so  schneidet  sie  die  Curve  iu  üwei  Punkten,  in  denen  letztere  von 
einem  nnd  demselben  Kegelschnitt  dreipnnktig  berührt  wird.*' 

Wird  die  durch  den  Inflexionspunkt  gesogene  Transversale  eine  Tan- 
gente der  Curve,  so  ergiebt  sich: 

„In  dem  Berübrongspankte  der  von  einem  Inflexionspunkte  an  die 
Curve      gezogenen  Tangente  wird  die  Curve  von  einem  Kegelschnitte 
in  sechs  unendlich  nahen  Punkten  gescHnitten.**- 
Dieser  Satz  rührt  von  Plflcker  her. 

Wenn  der  Cm  ve  ein  vollstimdiges  Vierseit  ahrdcf  eingeschrieben 
ist,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Tangenten  der  Curve  in  zwei 


*  Reiia  satieUie  nach  Cremona. 

**  Poncolet,  AtuOifit  ä«$  Tnmntnatet»  Crelle,  Bd.  8. 
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Gege-Decken,  z.  B.  in  e  nnd  fy  sieb  in  schneiden  mUsBen,  d.b.  dass  je  zwei 
Gegenecken  ein  Paar  conjugirter  Punkte  gind. 

Wenn  man  nämlich  die  übrigen  vier  Eckon  ab  cd  zu  Scheiteln  oinos 
Kegelschnittßbüschels  nimmt,  so  ist  klar,  dass  die  Geradfnpnam  {<td^  cb) 
(ad,  crf)  als  zwei  Gienzfalle  dem  Büschel  angehören,  nnd  da  sie  in  Paa- 
ren SQsammenfallender  Punkte  rcsp.  in  f  und  c  schneiden,  so  sind  e  und  f 
die  Doppelpunkte  der  centralen  Involution,  welche  das  Kegelschnittsbtischcl 
(a6c<l)  auf  bestimmt.  Das  Centmm  der  Involution  ist  dann  der  Schnitt- 
punkt der  Currentangenten  in  e  und  f,  welcher  deshalb  auf  liegen  mnas. 
Daher  der  bekannte  Sats:  * 

„Ist  ein  Tollstindiges  Vierseit  der  Curre  C/  eingesehrieben,  so  sind 
■eine  drei  Gegeneckenpaare  drei  Paare  conjugirter  Punkte.'* 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  beiden  Doppelpunktstangenten  die 
swei  durch  d  gehenden,  dem  Tollständigen  Vierseit  eingeschriebenen  KegeK 
schnitte  berfihren. 

Man  kann  auf  diese  Art  je  swei  eonjngirte  Punkte  e  und  f  su  Gegen« 
ecken  einer  unendliobeo  Menge  ▼on  der  Cnnre  eingeschriebener  toU- 
stftndiger  Vierseite  nehmen.  Die  durch  diese  swei  Punkte  gebenden  Sei- 
tenpaare solcher  Vierseite  bilden  swei  projectivisehe  Involutionen,  deren 
Ersengniss  die  Cnrve  ist.  Die  nach  dem  Doppelpunkte  d  gehenden  Strah- 
len sind  Doppelstrablen,  welche  einander  projectiTisch  entsprechen. 

19.  Die  sXmmtlichen  bereits  bekannten,  ffir  alle  Curven  dritter  Ord- 
nung geltenden  Sfttse,  welche  wir  im  ▼origen  «Artikel  aus  einem  einsigen 
Batse  abgeleitet  hatten,  lassen  sich  auf  verschiedene  andere  Arten  nach- 
weisen nnd  oft  in  bestimmtere  Fassnng  bringen. 

Betrachten  wir  sunichst  ein  Kegelschnittsbttscbel,  dessen  Gurren  die 
Linie  in  swei  Punkten  9,  p  bertthren.  Jeder  Kegelschnitt  wird  demnach 
die  Cnrve  noch  in  einem  Punktenpaare  sehneiden,  nnd  wir  wissen  bereits, 
dass  die  so  entstehenden  Punktenpaare  eine  centrale  Punktinvolution  auf 
C4'  bilden.  Das  Centmm  0  der  Involution  llsst  sieh  leicht  finden,  wenn  man 
einen  der  beiden  GrenzDille  des  KegelschnittsbUsehels  betrachtet,  nnd 

zwar  jenen,  welcher  durch  die  doppelt  zahlende  (Gerade  fjp  dargestellt  ist. 

Offenbar  wird  der  dritte"  Schnittpunkt  r  von  (jp  mit  ein  Doppelpunkt 
der  Involution  sein,  nnd  daher  ist  der  Tangentialpunkt r,  wenn  r  das  Cen- 
trum  der  Involution. 

Ein  sweiter  Grenzfall  des  Kegelschnittsbiischels  wird  durch  das  Paar 
von  Tangenten  dargestellt,  welche  man  in  pq  an  legen  kann.  Diese 
Tangenten  schneiden  resp.  in  den  Tangentialpunkten  p'.  q  von  o  nnd  7, 
nnd  es  folgt  dann  sofort  wieder  der  Sats,  dass  p ,  r  in  einer  Geraden 
liegen. 


*  Cramona,  ebene  Corven,  S.  245. 
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Die  betruebteto  luvolntlon  wird  nasser  r  noch  einen  sweiCen  Doppel- 
punkt haben,  nftmlich  den  fierührangspankt  der  sweiten,  Ton  r'  nn  C} 
gebenden  Tangente.  Es  wird  somit  einen  Kegelschnitt  gehen,  welcher  die 
Cnrve  C}  in  j»,  q  nnd  dann  In  diesem  Berfihmngspnnkte  tnngirt. 

.Man  kann  fragon:  wolelio  J^age  miisson  dio  boiden  Pnnkto  q  be- 
sitzen, damit  ^ich  ein  Ko^^plscbnitt  bescliroilxMi  iHsst,  welclioi  die  Curve 
in  beiden  gleichzeitig'  nsculirt.  Ks  wird  dies  otVenhar  dann  eintreten,  wenn 
p  und  q  ein  ent.spiccheu<l<'s  Punktfnpaar  der  verwendeten  Involution  sind, 
oder  wenn  y  unfl  r  in  dersollten  Goraden  liegen,  d.  b.  mit  anderen  Wor- 
ten, wenn  r  ein  IiiHexionspiinkt  der  Curve  ist.  Dies  giebt  also  aberioals 
den  vorletzten  Satz  des  18.  Artikels. 

Es  ist  aucli  der  Fall  erwäbnenswerth ,  in  welchem  p  nnd  q  swei  con« 
Jngirte  Punkte  der  Carve  sind,  daher  swei  Punkte,  welche  denselben  Tan- 
gentialpnnkt  besitsen. 

In  diesem  Falle  wird  p  mit  q'  susammenfallen  nnd  daher  wird  der 

Tangentialpunkt  Yon  p  und  q  ebenfalls  ein  Doppelpunkt  werden. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Tangente  in  diesem  Tangentialpunkte  und 
die  Tnngente  im  Punkte  r  sicli  in  einem  unti  demselben  Punkte  r  vor 
schneiden  müssen,  oder  dass  r  der  zweite  Tangeotialpankt  von und  v 
sein  muss. 

In  Form  eines  Satzes  kann  man  das  letzte  Ergebniss  folgendermassen 
bringen : 

„Zieht  man  aus  einem  Punkte -(/»'jf')  der  Curve       an  dieselbe  die 
in  p  und  q  berüln  enden  Tangenten,  so  ist  der  Tangentialpunkt  r  von 
(p'?')  zugleich  der  Tangentialpunkt  des  dritten  Schnittpunktes  r  von 
mitp^." 

20.  Rücken  die  beiden  Punkte  p  und  q  nneudlich  nahe  su  einander, 
•o  wird  das  Kegelscbnittsbüscbel  solche  Kegelschnitte  enthalten,  welche  in 
p  die  Curve  vierpnnktig  berühren.  Die  durch  8olche  Kegelschnitte  auf 
bestimmte  eeotrale  Involution  muss  dann  o£fenbar  den  zweiten  Tangen- 
tialpunkt von  p  zum  Centrum  haben ,  weil  dctr  ^'^te  Tangentialpunkt 
einen  Doppelpunkt  der  Involution  darstellt. 

„Die  Kegelschnitte,  welche  in  einem  Punkte  p  die  Curve  vier- 
pnnktig herflhren,  hestimmen  auf  derselben  eine  centrale  Involution, 
deren  Centrum  der  zweite  Tangentialpunkt  p*  von  p  ist«'* 

Unter  allen  solchen  Kegelschnitten  wird  es  somit  einen  geben,  welcher 
die  Curve  (' ^  üherdict;  in  einem  I'unkte  einfach  (zweipuuktig)  beriiint,  und 
zwar  wird  der  Berührungspunkt  der  zum  ersten  Tangentialpunkte  p  oon- 
jugirte  Punkt  von  sein.  Ferner  wird  es  einen  Kegelschnitt  geben,  wel-  i 
eher  in  p  fünfpunktig  berührt,  d.  h.  daselbst  fünf  aufeinander  folgende 
Punkte  mit      gemein  hat.  Seinen  sechsten  Schnittpunkt  mit     wird  msa 
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daher  finden,  wenn  man  p" p  zieht  und  den  dritten  Scbnittpnnkt  dieser  Ge- 
raden mit  bestimmt. 

„Den  Schnittpunkt  des  die  Ciirvo  in  einem  ilirer  Tunkte  p  fünf- 
punkfig  berührenden  Kogelschnittes  mit  der  Curvc  findet  man  als  dritten 
Sclinitli>nnkt  der  Verbindougslinie  von  p  mit  dem  zweiten  Tangential- 
punkte  p"  von  ;>." 

Soll  es  einen  Kogolscliiiitt  };ehen ,  w  elcher  Tj'  in  p  seclisjiuiiktig  be- 
riihit ,  so  muss  p  mit  dem  zweiten  I)o}>|)el{)unkte  der  rnvolution  zusanunen- 
fftUen,  d.  h.  der  dem  ersten  Taugentialpnnkte  p  von  />  conjiigirte  Punkt 
muss  p  sein,  woraus  folgt,  dass  dann  ;/  ein  Inflexionspunkt  der  Curve  sein 
milsse.  Dies  liefert  wieder  den  letzten  Satz  des  18.  Artikels. 

21.  Wenn  von  den  neun  Scheiteln  eines  Curvenhuscht  ls  dritter  Ord- 
nung sieben  auf  unserer  Curve  Hegen,  so  werden  offenbar  die  Curve  des 
Bfltchels  auf  J^mktenpaare  einer  Involution  bestimmen,  welche  central 
aein  muss,  da  die  beiden  Nachbarpunkte  des  Doppelpunktes  ein  Paar  cnt- 
spreehender  Punkte  verstellen.  Diese  Intointion  ist  insofern  bemerkens- 
wertb,  als  sie  von  dem  aobten  ensserhelb  C}  liegenden  Seheitel  des  Btt- 
sehels  unabhlhigig  ist  und  durck  Annahme  der  auf  liegenden  sieben 
Seheitel  vellkommen  bestimmt  erseheint. 

Seien  1,2,8,4,5,6,7  die  sieben  nuf  Cl  willkürlich  angenommenen 
Seheitel  des  Curvenb&sehels,  so  gehen  bekanntlich  alle  Curven  dritter  Ord* 
nung,  welche  auch  durch  einen  achten,  beliebig  auf  CJ  aogenommenen 
Punkt  01  gehen,  noch  durch  einen  neunten  Punkt  Oi,  "welcher,  weil  eine 
von  den  Cnrven  ist,  auf  liegen  taiuss.  Es  ist  nun  klar,  dase  die  beiden 
Punkte  ,  ff,  ein  Pnnktenpaar  der  obenerwfthnten  Involution  bilden ,  wo- 
durch gleichzeitig  gezeigt  ist,  dass  die  Involution  wirklich  durch  die  sieben 
Scheitel  1,  2,  3,  4,  5,  ß,  7  bestimmt  erscheint  uud  vom  achten  Scheitel  des 
Curvenbiiscliels  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  sieben  auf  willkür- 
lich angenommene  Punkte  hindurchgehen,  bestimmen  auf  eine  cen- 
trale Punktinvolution,  d.  h.  solche  Punktenpaare ,  deren  Verbindungs- 
linien durcli  einen  festen  Punkt  der  Curve  gelien." 

Durch  die  gegebenen  sieben  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  kann  man  nun  21 
Grenzfälle  von  Curvc^n  dritter  Ordnung  Ipgen,  d.h.  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfallen.  Legt  man  nämlich 
dnrch  zwei  der  fieben  Punkte  eine  Gerade  und  durch  die  fünf  anderen 
einen  Kegelschnitt,  so  stellen  beide  susammen  eine  durch  die  sieben  Puokte 

6.7 

gehende  Curve  dritter  Ordnung  vor.  Dies  kann  mau  -^  =  21  mal  vor- 
nehmen. 

Die  darch  zwei  Punkte  gelegte  Gerade  schneidet  in  einem  dritten 
Punkte,  welcher  mit  dem  sechsten  Schnittpunkte  des  durch  die  fünf  ttbrigen 
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Involution  bildet.    Man  wird  dnlior  aus  don  sieben  Punkten  eiDUndswaDzig 

Punktenpanre  der  centralen  Involution  ableiten  können. 

OfTenbar  kann  man  das  firgebniss  der  vorhergehendeo  Betracfatang  in 

folgender  Form  aussprechen: 

,Jst  ein  Siebeneck  einer  Curve  eiDgeschricdjcn,  so  üchoeidet  jede 
seiner  einundzwanzig  Seiten  die  Curve  io  einem  Punkte,  welcher  mit  dem 
sechsten  Schnittpunkte  des  durcb^die  ausserhalb  der  Seite  gelegenen  fünf 
Ecken  golionden  Kegelschnittes  ein  Panktenpaar  einer  centralen  Invola» 
tion  bildet. 

Jede  dem  Siebeneck  umschriebene  Curve  dritter  Ordnung  schneidet 
in  einem  Pnnktenpaare  derselben  Involution." 
Wir  können  das  Centrum  o  dieser  Involution  als  den  Gegenpnnkt  der 
sieben  Punkte,  ans  denen  die  Inrolntion  fiiesst,  beseichnen. 

.  22.  Wenn  die  sieben  Punkte  unendlich  nahe  in  die  Lage  1  rfleken,  to 
erhftit  man  ein  Curvennets  dritter  Ordnung,  dessen  Onryen  mit  in  1  eine 
siebenpunktige  Berttbrong  eingehen.  Diese  Gnrven  bestimmen  auf  eine 
centrale  Punktinvolntion,  deren  Centrum  o  man  leicht  findet.  Der  in  t  fünf- 

punktig  berührende  Kegelschnitt  und  die  Tangente  von  1  repräsentiren  of- 
fenbar zusamnioa  eine  Curve  des  Netzes.  Der  Kegelschnitt  scbueidet  nun 
nacli  Artikel  20  auf  der  Verbindungslinie  von  1  und  die  Tangente  schnei- 
det Cj^  im  ersten  Tangentialpunkte  von  1. 

Die  Vorbiudungsliuie  dieser  beiden  Schnittpunkte  trifft  cy  im  erwähn» 
ten  Centrnm  o. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  6^  in  1  acht puuktig  boriiliren, 
werden  durch  einen  festen  Ptinkt  von  o  gehen,  den  man  als  den  dritten 

Schnittpunkt  der  Curve  mit  oi  erhält  und  welcher  der  dritte  Tangential- 
pnnkt  von  I  ist. 
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Vier  oombinatorisolM  FroblemOb 


Von 

Ernst  Schrödeb 

^  in  Pforzbeim. 


X  und  n. 

Bei  meiner  Besehäftignng  mit  Abfassong  eines  elementaren  Lebr- 
boebea  wurde  mir  die  Frage  Ton  Interesse:  anf  wie  viele  Arten  eine 
Summe  von  n  Gliedern  (oder  aneb  ein  Prodaet  von  n  Faetoren)  sieh 
eigen tlicb  scbreiben  lasse?  Die  beiden  Fnndamentaleigensebaften 
der  Addition,  welcbe  aneb  der  Hultiplication  snkommen,  sind  bekanntlieb: 
das  Oommutationsgesets,  welcbes  für  den  einfacbsten  Fall  dnrcb  die 
Formel  ausgedrückt  wird: 

und  allgemein  gefasst  aussagt,  dass  die  Reihenfolge  oder  Anordnung  der 

Glieder  beliebig  ist;  ferner  das  Associationsgesetz,  welches  im  eiu- 
facbsteu  Falle  durch  die  Formel  dargestellt  wird : 

a^{b-\-e)  =  {a  +  b)  +  c, 
und  überbaiipt  aussagt,  dass  die  r  u  j)  j) i  r  u  n  g  der  Glieder ,  ibrc  Zusam- 
nionfassung  oder  Einscliliessung  mittels  Klammern  ebenfalls  beliebig;  ist. 
Wie  viele  Dnrstellungon  einer  Summe  sieb  dnrcb  vcrscliiedeno  Anord- 
nung tlor  Glieder  ergeben,  ist  nun  langst  untersucht,  und  fübrte  (bei  durch' 
weg  verschiedenen  Gliedern)  auf  die  bekannte  Permutationazahl 

1.2.3...»  =  w!; 

bingegen  habe  icb  uirgeuds  die  entspreebende  Aufgabe  behandelt  gefunden^ 
zu  untersuchen,  wieviel  verschiedene  Darstellungen  einer  Summe  sich 
dadurcb  ergeben,  dass  man  die  Glieder  jedesmal  in  anderer  Weise  dureb 
Parenthesen  verbindet,  ohne  übrigens  die  Keihenfolge  derselben  zu  ändern. 
Dieses  letstere  Problem  soll  nun  gelöst  werden.  Alle  möglichen  Darstel- 
lungen der  it-gliedrigen  Summe  Überhaupt  erhält  man,  wenn  die  auf  alle 
Arten  groppirten  Glieder  noch  sämmtlieb  permntirt  werden,  und  findet  siob 
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ihre  Ansabl ,  indem  man  die  Ton  nns  gesuchte  Ansahl  der  mögliehen  Gmp* 
piruDgen  mit  der  Aniahl  n  1  der  Anordnnngen  mnltiplicirt 

Es  liegt  jedoch  nahe,  die  Aufgabe  anf  aweierlei  Arten  suTeietehen. 
Breton 8  kann  man  nämlich  verlangen,  dasa  eine  Summe  aus  mehreren 
Zahlen  durch  fortachreitende  (additive)  Verkntipfbng  von  immer  nur  awei 
Zahlen  auagerechnet  werde,  ao  etwa,  wie  diea  s.  B.  bei  einem  Produeto  von 
II  Factoren  nothwendig  geeehehen  mnaa,  oder  man  kann  auch  aweitens 
das  gleichzeitige  Addiren  mehrerer  Zahlen  ala  eine  neue,  von  der  eben- 
erwXhnten  verschiedene  Operation  inlaaaen.  Es  bieten  sich  alao  awei  Pro- 
bleme, welche  iek  derKUrae  halber  susammen  behandeln  und  durch  die 
ChiflVen  I  und  II  unterscheiden  will.  Bei  dem  ersten  Problem  mnss  jede 
Darstellung  der  n-gliedrigen  Summe  volle  it — 2  Parenthesen  enthalten;  bei 
dem  zweiten  Problem  dürfen  von  diesen  Parenthesen,  noch  beliebig  viele 
in  Wegfall  kommen.  In  beiden  Fallen  bezeichne  ich  mit  a„  die  gesuchte 
Anzahl  der  möglichen  Gruppirungen  oder  Xbsociationen  der  n  in  bestimm- 
ter Ordiuing  aufeinandeifülgendcn  Glieder. 

Ks  iüt  dann 

«1^1.    «I  =^  a  1  =  1 , 

ferner 

ad  1.     tf,  =  2  «,  ctf ,     tt^  =  2«,  tr,  -\-  or,',     Cf.  =  2  c^^      4-  2  rr^  ff  ,  otc. , 

nd  II.     «j  t=  f/,' -f  2  o,  ft, ,        =      +  3<if,*Of2 -f- 2a,  a, -j- a,'  etc., 

lind  mau  liudet,  da^s  allgemein  die  lieciuttiun  besteht: 

<t==n 


1) 


II.  «ii+i=#3  — r--j  -o,-o,-.  ...a, 

W|  I     1  •  •  •  0,1 : 


WO  die  Summe  S  sieh  erstreckt  Über  alle  positiven  gantsabtigen  Wnrseln 
(incl.  0)  der  Oleichong: 

S)  l.Oi +2.0,  + '•<ia  +  -**  + '■•«11^1  + 1« 

Die  Gleichung  1)11.  gilt  auch  Ittr  den  ersten  Fall,  wenn  man  noch  die 
Forderung 

3)  a^  +  «,        -f  . . .  -f  «„  =  2 

biniuoimrat,  indem  sieh  alsdann  die  Gleichung  1)1.  in  etwas  anderer  Dar* 

atellnng  ersieht. 

Um  diese  Kecursionen  zunächst  einzusehen,  bedenke  man  ad  I,  daaa 
die  n  +  l -gliedrige  Summe  jedenfalls  in  letzter  Instanz  durch  Zusammen- 
fassung der  Glieder  zu  einer  zweigliedrigen  gemacht  sein  muss;  dies  kann 
aber  nur  geschehen  durch  Zosammcnfassung  der  a- ersten,  desgleichen  der 

— (I  -  letzten  Glieder,  wo  a=:l,2...n  ist.  Die  erste  Qliedergruppe 
iHHst  sich  aber  laut  Definition  der  a  auf  a^,  die  zweite  auf  Om+i—m  Arten 
durcli  verschiedenartige  Association  ihres  Inhalts  in  Untergrnppen  einthai- 
len,  also  die  beiden  Gliedergmppen  mit  einander  verbunden  auf  0^.094.1.« 
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Arten,  mithin  die  ganze  Snoime  nnf  soyiel  Arten,  als  diese  flir  as=i,  2...R 
gebildeten  Prodnete  snsemmengenommen  nngeben. 

Ad  II  wird  die  ganze  Summe  in  letzter  Instanz  zerlegt  erschcineu  in 
a|,a,...'7n«  beziehungsweise  1,  2  ..»n-gliedrige  iSummen,  wobei  aber,  da 
die  Gliederzabi  im  Ganzen  fi-|-l  betragen  mnss,  die  Relation  2)  besteht. 
Diese  Partialsammen  sind  resp.  er, ,c^»..4i^  verschiedener  Darstellnngen 
fähig,  genauer  gesagt:  eine  jede  der  0™  m-gliedvigon  Thoilsummen  IXsst 
sich  durch  verschiedenartige  Association  ihrer  Glieder  auf  a,„  Arten  dar* 
stellen;  sämmtliche  «i +  +  +0«  Theilsnmmen  in  einer  bestimmten 
Ordnnng  mit  einander  Terknttpft,  lassen  sieh  also  anf  «t'^ .  0^*^ ...  cr«^  Arten 
weiter  gliedern. 

Diese  lueiUammen  können  aber  lo  ps=   —  — ^ — ver- 

ailffgl  ...Ob! 

schiedenen  Anordnungen  mit  einander  verknfipft  werden,  wobei  indessen 
an  beachten  ist,  dass  die  vorgeschriebene  Ordnnng  der  Glieder  gewahrt 
werden  mnss;  hat  man  sich  also  jene  Theilsnmme  mitsammt  den  Parenthe 
sen,  welche  sie  enthalten,  permntirt  gedacht,  so  mnsste  die  nrsprfingliche 
Beihenfolge  der  Glieder  durch  Versetsnng  derselben  (ohne  VerlUiderung 
der  Parenthesen)  wiederhergestellt  sein.  Damach  ist  die  Ansahl  der  mtfg« 
lieben  Darstellnngen  einer  letstinstanslich  in  o,  eingliedrige,  a,  zweiglie> 
drige ...  und  a»  n-gUedrige  Theilsamm^n  zerlegten  Summe  gleich 


p  .  cf,*'  a,*»  , . .  an"* 

und  die  Anzahl  der  Darstellungen  dieser  Stimme  überhaupt  wird  gefunden, 
wenn  man  diese  Zahl  für  alle  Arten  letaünstanzlicber  Zerlegungen  bildet 
und  summirt. 

Hit  Hilfe  der  also  bewiesenen  Recnrsionen  1)  kommt  es  jetit  darauf 
an,  die  Zahlen  «r«  independent  als  Functionen  yon  n  darsustellen.  Anf  den 
ersten  Blick  seheint  dieses  sehr  schwierig,  da  die  Recnrrionen  nieht  einmal 
linear  sind  und  schon  bei  linearen  Recnrsionen  mit  ohne  Ende  wachsender 
Gliedersahl  die  Aufgabe  allgemein  noch  nieht  geldst  ist. 

Ihre  Lösbarkeit  in  dem  gegenwärtigen  Falle  verdankt  die  Aufgabe 
einem  zufälligen  Umstände,  dem,  dass  die  Coefficienten p  eben  die  Permu- 
tationszahlcn  sind. 

Setzt  man  nämlich  für  eine  beliebige,  nur  hinreichend  kleine  Zahl  t: 

I»—  oo 

nnä  beieiehnet  mit  Jacobi  den  Coeflieienten  von  s"  in  der  Entwickelung 
einer  Function  0{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  z  mit  [<i^(z)].n  ,  so  zeigt 
sich  durch  Vergleichnng  der  Recursion  l)I.  mit  dem  pulynomischen  Satze, 
dass  dieselbe  auch,  wie  folgt,  geschrielien  werden  kann: 

25* 
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Desgleichen  ist  in  1)IL  reebterHaad  die  Samnie  aller  Glieder,  fb 
welche  aj  «4* +  •  "f* <^  eonstant  =a  ist,  einerlei  mit  [F(zy]^n+i,  nnd  da 
a  alle  Werthe  von  2  bis  aDDehmca  kann,  so  schreibt  sich  1)11.  auch, 
wie  folgt: 

«=»+] 

Zar  Vereinfachung  dieser  Formeln  5)  konnte  noch  n  (tr  ft-(- 1  geschrie- 
ben werden;  sie  wfirden  dann  aber  nnr  für  it>l  Giltigkeit  haben.  Diese 
Darstellung  der  gesnehten  Zahlen  kann  nun  nebst  dem  Werthe  «1^1  in  die 
Gleichong4)  einsetsen,  durch  welche  man  ihre  ersengende  Function  F{t)  de- 
finirt  ist  Dadurch  ergiebt  sich  eine  Relation ,  ans  welcher  es  gelingt,  diese 
eraengende  Function  selbst  su  bestimmen;  annSchst  nftmlieh: 


«=«  nrr  TT 


II.  Fiz)  =  «  +  y  V  z-lF{zy}^n . 


nachdem  noch  bei  IT  die  Summatiou.sorduung  umgekehrt  worden. 
Nach  der  Bedeatuog  des  Sjmbols  l^(z)]^u  ist  aber 


n=za 

wenn  die  in  eine  Mnc  T.a  n  ri  n 'sehe  Reihe  entwickelte  P'unction  0{z)  mit 
der  a'"'  Potanz  von  2  li  <,Mnnt,  Da  in  der  That /"(z)  mit  dem  Gliede  «jS, 
sowie  F{zy  mit         beginnt,  so  wird  also: 

II.  n^)='+5'^W°=^+i-^%- 

In  bei(\en  Proliloinon  haben  wir  demnach  eine  bezüglich  F{z)  quadra- 
tische Gleichung'  i^owonnon  ,  ans  welcher  diese  Function  berechnet  werden 
kann.  Man  findet  jedesmal  zwei  Werthe  ,  von  welchen  der  eine  an  yerwer« 
fen  ist,  weil  die  lieihenentwickelung  der  Function  mit  dem  Terme  ;  begin* 
nen,  also  die  0*^  Potens  von  z  herausfallen  ranss.  J)ie  richtigen  Werthe 
sind  nach  Auflösung  jener  quadratischen  Gleichungen : 


)  II.  F(s)«itl-fc-  [i-z(6-z)]4}, 


wenn  unter  den  Potensen  diejenigen  Werthe  yerstanden  werden,  welche 
die  Dfttoroialreihe  liefert. 

Diese  beiden  Functionen  sind  nun  ledi^rlich  noch  nach  Potenzen  von  z  zu 
entwickeln,  damit  der  Coefficient  von  ^"  aus  ihnen  entnommen  werden 
könne.  Ad  1  bietet  dies  nicht  die  geringste  ÖcbwierigLeit,  und  erbiet  man: 
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8)1.  «„^f-ir-'^^"- UiV, 

oder,  ID  einer  fQr  die  Reclminig  boqu(>m(>rcn  Forin  dargostelit: 
2      (/i  +  l)  (/,  +  2)  (,,  +  3).  ..(2/1-3)  ft,, 

woraus  beilMiifi^  tocb  die  Recarsion 


.211  —  1 


folgt. 


Ad  n  wird  nan  saerit  durch  Anwe&dimg  des  Binomialtheorems  nach 
Potansen  yon  a  (0— a),  hierauf  die  einaelnen  Glieder  durch  abermalige  An« 
wenduDg  desselben  nach  Potenaen  von  z  selbst  entwickeln.  Das  Qrdoen 
nach  Potenaen  von  a  gebt  bequemer  yon  statten,  wenn  man  auch  die  ab* 
brechenden  Binomialreihen  noch  ins  Unendliche  fortsetat.  8o  wird  nun : 


8)n.  ^(4)- 


Ordnet  iriAn  die  durch  diesen  Summenansdriick  dargestellte  Reibe 
nach  fallenden  Potenzen  yon  6  an  und  setzt  sie  ins  Unendliche  fort,  so  con- 
vergirt  die  entstehende  Reihe,  so  lange  nicht  einaelne  Glieder  unendlich 
werden,  für  alle  möglichen  complexen  Werthe  von  n,  da  der  Quotient 
aweier  aufeinanderfolgenden  Glieder  mit  wachsendem  Stellenaeiger  der 

Grenae  ^  zustrebt.    Man  erhält  so  einen  analytischen  Ausdruck  für  eine 

Function,  durch  welche  nicht  nur  die  Reihe  der  Werthe  o, ,  », ...  inter- 
polirt,  sondern  flberbaupt  die  Grösse  im  ganzen  Bereich  der  Zahlenebene 
als  Function  von  n  explicirt  wird.  Ist  jedoch  n  eine  natürliche  Zahl,  so  ver- 
einfacht sich  die  ohige  Gleichung  wegen  (a)a_«&BO  fllr  2a^ii,  und  aer- 
fKllt  in  die  beiden  folgenden:  ^ 

e  —  n 

= -  i  2  ( 4)«+.  (« + c)«..  ti^  s 

*=• 

deren  Glieder  auch  noch  nach  dem  Schema  (a)^  {ß)Y  =  ifx)y  (o  —  y)^^  y  um- 
geformt  werden  kdnnten.  Fitr  die  Berechnung  bequemer  sind  die  Aus- 
drucke: 

***^22'»^  \n4-a  —  2)]in-a)ll2a)l 

io)n.  < 

 1__  '"V  (-1)'-' —1)1 3** 

-  2«"+ «  ^     4- «  -  I) !  («  -  a) !  («« i)! ' 


9)U. 
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in  welchon  jodoclr/i  >  1  ,  resp.  >»0  sein  muss.  Die  allgemeine  Ausführang 
der  Sutnmation  ist  mir  nicht  gelungen.    Nach  B)  I  und  10)11  berecluiet  man 
leicht  die  ersten  Wertho  der  Coefäcienten ,  etwa  von  a^  bis  ai^: 
I.  1,1,2,  5,   14,  42,   132,   429,    1430,  4802, 

IL  .    1,  1,  3,  ll.^4&,  197  ,  903  ,  4270,  20703,  103040. 

Eine  sechsgliedrige  Samme  i.  B.  iXast  sich  darnnmeh,  Alles  in  Allem 
genommen,  sehen  auf  141840  Arten  Überhaupt  anaehreiben;  ersetzte  man  das 
+  Zeichen  durch  irgend  ein  anderes,  weder  cornrnntatives,  noehassoeia- 
tivea  Fnnctionsseichen,  so  würden  sich  ebenso  viele  verschiedene  Werthe 
des  Rechenergebnisses  heransstellen. 

Schliesslich  eioe  Bemerknng  Aber  die  Znlftasigkeit  der  angestellten 
Betrachtungen.  Ffir  die  Giltigkeit  derselben  war  es  erforderlich ,  dass  die  ' 
vorkommenden  Beihen  convergirten.  A  potteriori  liest  sieh  nnn  leicht  ein* 

sehen,  dass  ad  I:  modz<C  und  ad  II:  motf  2^3  —  2  ^2  =  0,17157 .. .  sein 
muss,  wenn  die  Reihe  für  F(z)  convergiren  soll,  da  dieses  die  kleinsten 
Werthe  von  z  sind,  für  welche  die  Derivirten  von  F{z)  unendlicli  werden, 
nämlich  die  Grundzahl  der  Potenz  in  7)  verschwindet.  Wegen  O) 
musste  übenlies  z  ad  H  so  klein  gedacht  werden,  dass  tnod  F{z)<^  1  wurde. 
—  Das  Verhältniss  zweier  aufeinanderfolgender  Coefficienton  a  nähert  sich 
bei  waciisendem  Stellenzeiger  ad   I  der  Grenze  4,  ad  II  der  Grenze 

3  -f  2^/2  —  0,828427  ....  Schwieriger  dürfte  nd  II  die  Aufgabe  sein,  die  Art 
des  Lneudlichwerdens  von  a„  selbst  für  lim  u  =  cc  zu  bestimmen. 

Ks  ist  nebenbei  das  für  die  Zahlentheorie  nicht  uninteressante  Resultat 
gefunden,  dass  die  für  die  Coefficienton  a  angegebenen  Ausdrücke  8)  bis  10) 
stets  ganze  Zahlen  sein  müssen,  was  nameutliob  ad  IX  schwer  direct  au  be- 
weisen sein  dürfte. 

m  und  IV. 

Verwandt  mit  den  beiden  vorigen  Problemen  sind  die  beiden  folgen- 
den, bei  denen  es  auf  die  Anordnung  der  Elemente  (Glieder),  die  bisher 
eine  vorgeschriebene  war,  nicht  ankommen  soll. 

HL  Es  sind  n  Elemente  gegeben,  s.  B.  körperliche,  im  Banme  heweg* 
liehe  Individuen,  die  ich  abermals  Glieder  nennen  will.  Von  diesen  kettet 
man  irgend  swei  dadurch  an  einander,  dass  man  sie  mit  einer  geschlosse* 
nen ,  etwa  einfach  insammenhKngenden  und  sich  selbst  nicht  sehneidenden 
Oberflftche  —  einer  Zelle  gleich  r-  nmhttllt.  Biese  HOlle  sammt  ihrem  In- 
halt wird  nun  als  neues  Glied  betrachtet  und  anf  die  neue  Menge  von  nun- 
mehr n — 1  Elementen  die  nttmliehe  Operation  so  lange  for^;esetst  an- 
gewendet, bis  der  ganse  Complez  schliesslich  au  einem  sweigliedrigen 
geworden  ist.  Es  fragt  sich,  wievielerlei  Complexionen  durch  diesen  Pro- 
eess  erhXUlich  sind,  d.h.  auf  wieviel  Arien  deräelbe  vollzogen  werden  kann. 
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IV.  Man  tli«ilt  die  n  Elemente  anf  belieliige  Weise  In  Gruppen,  nXm- 

lieh  eventuell  in  einige  eingliedrige  ,  einige  2,  3  . . .  ngliedrige;  jede  Gruppe 
von  mehr  als  einem  Elemente  nmschliesst  man  dnreb  eine  geschlossene 
Oberfläche  und  Iftsst  die  letztere  sammt  ihrem  Inhalt  als  ein  den  übrigen 
coordinirtes  Element  gelten.  Die  neue  Menge  von  (selbstverständlich  we« 
niger  als  «)  Elementen  wird  demselben  Procesa  wiederholt  unterworfen,  so 
lange  es  beliebt,  beziehungsweise  so  lange  es  angebt,  indem  die  Einschlies- 
sung  analog  den  vorigen  Problemen  nur  so  weit  geben  darf,  dass  der  resiil- 
tirende  Complox  noch  aus  mehr  als  einem  Elemente  besteht.  Ks  soll  diu 
Anzahl  der  Complexioneu  gefunden  werden,  welche  durch  diesen  Process 
gebildet  werden  können. 

In  den  beiden  Problemen  will  ich  die  gesuchte  Anzahl  der  mö;;liciien 
associativen  Gliederungen  des  n-gliedrigen  Oomplexes  mit  ßn  bezeichnen 
nnd  unter  der  /Vnüalinic  aufhuchen,  da.ss  alle  Elemente  als  individuell  ver- 
schieden betrnclitet  werden.  Den  Gegensatz  dieser  Prohlemo  mit  den  bei- 
den vorigen  wird  man  am  besten  keniizeichnen ,  wenn  man  III  und  IV  als 
ein  Problem  der  freien  oder  ungeordneten,  hingegen  I  und  II  als  ein 
Problem  der  bedingten  oder  g  e  or  d  n  e  t  en  Association  hinstellt.  Es  ist 
auch  (i  jiriori  ersichtlich,  dass  /5„>a„,  aber  <C  "  I  «n  s**'"  wird;  denn  nimmt 
man  die  Elemente  wie  die  Glieder  einer  Summe  in  eine  Reihe  geordnet  an 
und  lasst  die  Klammern  durch  geschlossene  überfiiiciien  vertreten,  so  sieht 
man,  dass  die  <v„  bedingten  Associationen  sich  sämratlich  unter  den  |3„ 
freien  vorfinden,  und  umgekehrt  auch  die  ßn  freien  unter  den  bedingten 
nach  Porniutation  ihrer  Elemente;  dieses  gilt  sowohl,  wenn  man  die  Pro- 
bleme I  und  III,  als  wenn  man  II  und  IV  unter  sich  vergleicht.  Aus  den 
für  die  Probleme  III  und  IV  angegebenen  Bestimmungen  geht  nämlich  her- 
vor, dass  eine  Permutation  der  Elemente  keine  Aenderung  bewirkt  und  zu 
keiner  neuen  Complexion  führt,  wenn  sie  nur  die  Wirkung  hat,  dass  die 
von  ein  and  derselben  Hülle  umschlossenen,  einander  coordinirten  Elemente 
unter  sich  vertaascht  werden;  zu  einer  neuen  Gliederung  führt  das  Feitna- 
ttren  nur,  sofern  einzelne  Elemente  aas  der  gedachten  Hfille  heraas-  nnd 
andere  dafür  hereintreten. 

Selbstredend  durfte  keine  der  Hüllenflächen  eine  andere  schneiden. 
Wollte  man  anchEinsehliessnng  eines  einzelnen  Elementes  zulassen  (jedoch 
keine  mehrfache),  so  w?{re  noch  mit  2"  zu  multipliciren  nnd  bei  fernerer 
Zolassung  einer  Einscbliessung  des  ganzen  ('omplexes  mit  2"+^. 

Die  Methode,  deren  ich  mich  nun  aar  Erniitlelung  der  gesuchten  Zah- 
len bediene,  ist  der  vorigen  ähnlich,  wenngleich  sich  die  Aasfährnng  (na- 
mentlich ad  IV)  interessanter  gestaltet 

leb  stalle  aaerst  eine  Reenrsion  aar  Bereebniing  der  Grössen  ^  anf. 
Man  hat: 

^.  =  1.   A  =  = 

famer: 
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wo  die  Summe  S  wieder  auszudehnen  ist  über  die  Wurzeln  der  Gleiclmng 
2).  Auch  hier  geht  die  Gleichung  11) IV  in  ll)III  über,  wenn  noch  die  ITor- 
derung  III  hinzugezogen  wird,  welche  ausdrückt,  dnss  ad  III  die  Elemente 
eich  nur  zu  weit  associiicn  dürfen.  Ich  kann  es  deshalb  unterlassen,  die 
Formel  Ii)  III  zu  rechtfertigen,  was  leicht  wie  hei  I  geschehen  könnte, 
nnd  wende  mich  sogleich  su  dem  Beweise  der  Reearsion  11)  IV. 

Um  dieselbe  einzusehen,  b(Ml<Mik(^  man  zunächst,  dass  der  oben  an- 
gegebene UnihiiUungsproct'.sH  aiuh  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt 
werden  kann;  oben  dachten  wir  zuerst  die  innersten  Ilüllen,  dann  successive 
die  äusseren,  sie  umschlicsseudeu  gebildet}  offenbar  resultirt  aber  die  näm- 
liche Complexion,  wenn  man  zuerst  die  ftnssersten  und  denn  successive  die 
eingeschlossenen  Hüllen  ausbildet,  also  gewisserinnssenlntussusception  statt 
JuxtMjjosition  anwendet  ,  wenn  ich  mich  der  Ausdrücke  bedienen  darf» 
welche  bei  der  Frage  über  die  Anlagerung  organischer  Zelleaschichten  ge* 
braucht  werden.  Denken  wir  uns  also  die  n-\-l  ursprünglichen  Elemente 
Bunächst  in  «L+ob  +  +  Gruppen  vertbeilt,  nämlich  o,  isolirte  Ele* 
mente,  femer  Gruppen  tou  2  Elementen,  ebenso  Gruppen  Ton  8..., 
endlich  Gruppen  von  »Elementen,  und  jede  dieser  letsteren  Gruppe  von 
einer  einfachen  HttUe  umschlossen,  so  kttnnen  wir  die  sämmtlichen  Com- 
pleztonen  offenbar  erhalten,  indem  wir  erstens  diese  Eintheiluog  auf  alle 
mSgliehen  Arten  machen  —  was  auf  so  viele  Arten  geschehen  kann,  als 
wieviel  Systeme  von  Wurxeln  die  Gleichung  2)  besitst  — ,  indem  wir  dann 
sweitens  fttr  eine  jede  dieser  Eintheilnngen  alle  möglichen  Complesiooen 
aufsuchen.  Fflr  eine  bestimmte  erstmalige  Eiotbeilung  ergeben  sieb  nun 
aber  alle  su  derselben  gehörigen  Complexionen ,  indem  man  snerst  die  In- 
halte der  Hullen  ebenso  durch  associative  Gliederung  (Intussnsceptiou) 
weiter  behandelt,  was  sich  laut  Definition  der  ß  bei  den  a,  isoHrten  Elemen- 
ten auf  je  j5, ,  bei  den  stets  zwei  Elemente  haltenden  Hüllen  auf  je  ... 
und  bei  den  0^  inimer  v  Elemente  umfassenden  Ilüllen  auf  je  /i„  Arten  thun 
lässt,  bei  allen  Gliedern  zusammen  also  auf 


verschiedene  Arten,  indem  man  alsdann  sämnitliche  von  einander  verschie- 
denen Complexionen  aufstellt,  die  sich  noch  durch  Permutation  der  ur* 
sprUnglicheu  Elemente  aus  den  bisherigen  ergeben.  Durch  Permutation  der 


ßi"'  ßt 
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Elemente  überhaupt  erhält  man  onn  (n-f- l)lmal  so  viele  Complexionen  als 
bisher.  Von  diesen  stimmen  aber  alle  diejenigen  mit  einander  überein,  bei 
welchen  nur  der  Inhalt  einer  der  bisher  betraebteten  Hüllen  eine  Perrnnta- 
tion  erlitten  hat,  ohne  Elemente  ans  einer  HttUe  in  die  andere  Über- 
gingen; es  fallen  also  je  II,  2l ...  nl  Complexionen  aosammen,  was  be- 
aiebnngsweise  aj,  ...  a»mal  vorkommt;  deshalb  ist  nnn  die  obige,  mit 
{n  +  l)\  maltiplieirte  Zahl  dnrch  (1  (2  ly^  ...(;< zu  dividiren.  Es  fallen 
aber  aaeh  noch  alle  di(  jeuigcn  Complexionen  susammen,  bei  weleben  die 
Permntation  nnr  die  Folge  hatte,  dass  eine  der  Htillen  mit  einer  andern, 
ebensoviel  Elemente  umfassenden  Hülle,  oder  ein  isolirtes  Element  mit 
einem  andern  sich  vertauschte;  deshalb  ist  die  bisherige  Anzahl  noch  durch 
01 !  a«! . . .     •  2U  dividiieu. 

Nachdem  so  die  Recnrsion  11)  etablirt  ist,  schreite  ich  zur  independen« 
ten  Bestimmung  der  Zahlen  jS«.  Za  dem  Ende  werde  allgemein 

12)  ß„  =  n]an 

gesetst,  wodurch  die  Becnision  die  einfaebere  Gestalt  annimmt: 

III.  «»+1=4^ 

w)  { 

«1  i-/ ~ 


IV.  sf^+i-Ä 


nnd  werde  abermals  durch  die  Festsetzun<^  4)  eine  erzengende  Function 
F{z)  der  Coefficienten  a„  eingeführt.  Dass  die  Definition  dieser  Function 
jedenfalls  für  ein  hinreichend  kleines  z  einen  Sinn  besitat,  ergiebt  sich  dar- 
aus, dass  a„  ad  III,  IV  kleiner  ist  als  «r»  ad  I,  resp.  II,  wonach  also  die 
Reibe  fttr  F{z)  bei  III  und  IV  mindestens  innerhalb  eines  ebenso  grossen 
Kreises  convergiren  muss,  als  die  hei  I,  resp.  II. 

Das  Problem  III  kann  nun  sogleich  vollständig  erledigt  werden,  denn 
ähnlich  wie  früher  kann  für  diesen  Fall  die  Gleichung  13)  geschrieben 
werden : 

und  gebt  daraus  die  Relation  hervor: 

Aus  dieser  quadratischen  Gleichung  berechnet  sioh: 

ni.  /'(0  =  l-(l-2t)*, 

und  ist  folglich  (wenn  modz<4  gedacht  wird): 

ni.  «««=(-i)-»(i)i.«" 

oder: 

m.  fc=(-  l)"- >«!(4)»2»e=sl.l.8  6.7...(2n  — 8), 

wo  die  Anzahl  der  Factoron  gleich  n  gemacht  ist.  Dies  ist  die  Anzahl  der 
Arten ,  auf  welche  sich  auch  ein  Product  vou  n  Factoren  ausrechneu  lässt, 
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wenn  die  BerecliouDg  vou  a .  b  für  einerlei  gilt  mit  der  von  b .  a,  £«  ist 
z.  B.: 

A  =  l,    /3,  =  3,   ß^=lb,  /Sft=105etc. 

Es  gfilingt  aber,  auch  die  Aufgabe  IV  zu  lösen,  wenn  man  bemerkt, 
dass  nach  Herrn  Weierstrass  (Crelle's  Journal,  Bd.  51  S.  1  Agg.)  sich 
e^^*^  tniiulcstens  innoilialh  dessclbou  Bereiches  nach  Potenzen  von  z  ent- 
wickeln läs.st,  wie  die  (hierbei  beliebig  gedachte)  Function  selbst,  und 
zwar,  dass  ein  beliebiger  Coefficient  in  dieser  Entwickelung  ist: 

o  *'  a."^  . . .  ein»  cc""-^^ 

14)  [«'<•'].«+.  =  yi  ^V-i  f-^r . 

wo  die  Samme  £  sieh  erstreekt  Uber  alle  poaitiTen  ganzen  Wurzeln  (incl.0) 
der  Qleicbang 

15)  1  .a,+ 2.0, -|-...  +  ««««  + («  +  !)•  «•  +  l  =  »»+l-  * 

Es  giebt  aber  nur  ein  einziges  Werthsy^tom  der  a,  in  welchem 
von  0  Terschieden  ist;  dieses  ist  dasjenige,  für  welches  Hm^-i  =  1  und  alle 
übrigen  a  gleich  0  sind.   Die  über  alle  Wurzeln  der  letzteren  Oleicbnng  15) 
erstreckte  Summe  £  in  14)  übertrifft  also  die  frtthere  Summe  S  in  18)  IV,  er- 
streckt fiber  die  Wurzeln  der  Gleichung  2),  nur  um  das  Olied  0^44;  in  des 

übrigen  Gliedern  stimmen  beide  Summen  wegen    ^"^  =3i  genau  ubereio, 

und  kann  man  also  die  Recorsion  18)  IV  schreiben : 

16)  IV.  «^i  =  [«'«»Ih-i  -  «-+1 . 
oder  für  n>l: 

n)iv.  ««-4[^''^*a- 

Einsetsang  dieses  Werthes  in  den  Ausdruek  4)  von  F{t)  lehrt,  dssi 
diese  Function  die  Relation  befriedigt: 

18) IV.  /»(s)  =  4  I« - 1  + 

dass  sie  also  eine  Wurzel  der  transscendenten  Gleichung  ist: 

1«)  l/'-l-l  — «'«z. 

Es  bandelt  sich  darum,  diese  Gleichung  aufzulösen,  wozu  man  da» 
Theorem  von  Lagran<(o  oder  die  B  u  r  m  a  n  n  '  sehe  Reihe  benutzen  köuute. 
Diese  Reihe  liefert  gerade  diejenige  Wurzel  der  transceudenten  Gleichung, 
welche  den  Werth  F=Q  in  sich  fasst  und  nach  Potenzen  von  z  —  mit:' 
beginnend  —  entwickelt  werden  kann,  welche  also  die  von  uns  gesuchte 
Wurzel  ist}  es  convergirt  die  gedachte  Reiho,  beiläufig  gesagt,  fUr 

mod  2  <  2  %2  —  1  =  0,3ä0294  . . 

Die  Auflösung  der  Gleichung  10)  nach  der  Unbekannten  F  hat  flbri- 
gens  ein  allgemeineres  Interesse,  als  es  bei  einem  flttchtigen  Blicke  scheiat, 
da  sich  auch  die  Gleichung  ' 
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dorcb  eine  lineare  8ubstitution  für  x  und  Multiplication  mit  einer  Oonstan- 
ten  auf  die  Form  10)  bringen  lässt.  Ebenso  geht  die  Gleichung  19)  aelbtt 
durch  EinseUmiig  tod  F^X'\-log2va.  die  bequemere  Form  Uber: 

\  J 

worin  y  =  /op2  H   eine  gegebene  Grösse  bedeutet;  in  dieser  letzteren 

2 

Form  mOge  die  Oleiehong  nacli  x  rafgeldst  werden« 

Statt  der  Bnrmann'sehen  Belhe,  welebe  atets  nur  eine  einsige  be* 
ftimmte  Warsei  der  Gleieboog  darateUt,  siebe  ieb  Tor,  die  von  mir  (Mathe* 
matisehe  Annalen,  Bd.  S  8. 880)  angegebene  Formel  38)  oder  84)  ansawen- 
deo,  da  sie  bei  passender  Annahme  der  imOon^ergensbereiob  willkflrlichen 
Zahl  m  eine  jede  der  Wnrseln  liefert.  Stellt  d?,  irgend  eine  dieser  Warsein 
Tor,  so  kann  darnach  x  (noch  auf  ansMhlige  Arten)  so  angenommen  werden» 
dass 

21)  «1=«  +  ^^ — ^-^y.«, 

wird,  worin 

oder 

«)  y    ,  =  Am  d--»/'—  '  Y 

bedeutet.  Hiernach'wfirde  die  directe  Bestimmung  der  Coefficientcn  un* 
serer  Keihenentwickelang  von«|  swar  ansfiihrbar  sein ;  jedoch  ist  dieselbe  so- 
gar für  niedrige  Werthe  von  n  schon  mit  äusserst  mühsamen  Rechnungen  ver- 
knüpft. Wir  suchen  deshalb  jetst  eine  Reihenentwickelung  für  diese  Coeffi- 
cienten  auf.  Za  dem  Ende  möge  das  Ergebniss  28)  in  folgender  Form  ge* 
schrieben  werden: 

indem  wir  anr  AbkOrsnng  tF^y  setsen.  Da  non 

/tm  g'-  I  , 

•  bS      f  ^ 

ist,  80  wird  man  unter  der  Annahme  mod  y  <.  l  <li<^  z"  ditlerenzirende  Func- 
tion io  23)  fUr  hinreichend  kleine  f  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 

Reihe  nach  Potensen  Ton  y  •  entwickeln  können,  nnd  da  die  Differen- 

i 

tiation  einer  unbedingt  coQvergirenden  Potenzreihe  gliedweise  ausgeführt 
werden  kann,  so  wird 

y« =2  c-  i)'  (- « -0  -r^'ii;  rf;  (—  )  • 
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Die  in  dieser  Beihe  noch  aoftreteoden  Grenz werthe  sind  aber  die  be- 
kannten, schon  von  Ubbo  Meyer  behandelte  Coefficieuten  (Griinert*i 
Archiv,  Bd. 9  S.  101  Agg.)»  welche  ich  in  einer  nur  wenig  mbweicbeodeo 
Weise  beseiehnen  will  naeb  dem  Schern*: 

Ueber  diese  Coefficienten ,  Uber  welche  ich  bald  einige  Mittbeilangen 

zu  ni<Hcli('n  f^pdonke  ,  kann  man  auch  S  c  h  1  ö  ni  i  1  c  h '  s  Compendium  der 
höheren  Aiialysls  (II.  Bd.  1.  Liof.)  vergloicliPii.  Dieselben  können  recor- 
rcnt  berechnet  werden  nach  der  DilVerenzengleiciiuiig : 

25)  («  +  a)SS')  =  a{//L''-'^  +  ßtili. 

neben  welche  die  Anfangswerthe  BQ^*issBJßi=:l  und  BÜ^ssO  su  stel- 
len sind. 

Beachtet  man  noch,  dass  (~n  — 1)«  (_  i)«  (n +  a)a  ist,  so  hal 
man  nun: 

o^er  auch,  wenn  man  allgemein 

al 

setst: 

2S)  y«=]^»£'V. 

Bekanntlieh  ist  SB«^  gleich  der  Summe  aller  Combinationen  mit  Wie« 
derholangen  cor  Classe  ans  den  Elementen  1 ,  2,  3  ...  wenn  diese 
Combinationen  als  Prodnete  aufgefasst  werden,  nnd  nimmt  die  Differensen* 
gleiehuug  25)  für  die  letzteren  Grössen  die  einfachere  Form  an: 

Die  Ck>nTergens  der  Beihen  20)  oder  28)  Ar  motfy  ^1  kann  aneh  di- 

reet  ans  dem  Umstände  geschlossen  werden,  dass  B^^  eine  ganse  rationale 
Function  n**^  Grades  von  a  ist,  z.  B.: 

»        2  »      1  24      '       *  48  ' 

p..>_^05a»-f-30.'  +  5a-2) 
*  57Ü0  • 

dass  also  das  Verh&ltniss  Bf^^^ :  Bn^  {ütassco  sich  der  Grenze  1  nfthert. 

Die  gefbndene  Reihe  fttr  yn  gestattet  noch  eine  Umformung,  welche 
sehr  merkwürdig  scheint.  Bekanntlich  ist  uftmlich  fUr  einen  gansen  positi* 
ven  Exponenten  a: 
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»')  *"-(»  +  «)!  ^ 

und  wird  dieser  Ausdruck  in  2(V]  eingesetzt,  alsdann  (nach  Auflösung  der 
Binoniialcoefticiontou  in  FacultiiteiK^uotienten)  rcduciit,  so  liisst  sich  (be- 
dingungsweise) die  Ordnung  der  Sunimation  umkehren  und  die  zweite  iSum- 
rnation  nach  dem  Vorbilde  der  Ezponentialreihc  ausführeD.  Mau  erhält 
schliesslich: 


Diose  Reibe  bebftit  fttr  complexe,  wie  für  reelle  Werthe  Ton  n  einen 
Sinn.  Da  der  Quutient  sweler  aofeinenderfolgenden  Glieder: 

sich  für  c=  00  der  Qrente  e .  ^  nähert,  so  convergirt  die  Eeibe  ttberbaopt, 
so  lange 

ist;  für  y=l  divergirt  dieselbe  nocb.  Aber  niebt  fttr  alle  innerbalb  dieses 
ConTorgensgebietes  liegenden  Wertbe  yon  y  ist  die  Beibe  Mquivalent  mit 
der  bisherigen,  dnreb  28)  dargestellten  Function  sondern  nnr  für  die- 
jenigen Punkte  y  dieses  Gebietes,  in  welche  der  Punkt  ysO  stetig  über- 
geben kann,  ohne  die  Curve 

mod(ye-^)aBsr"' 
SU  überschreiten.  Diese  Curve,  als  deren  Gleichung  sich,  wenn 
gcsetst  wird,  in  rechtwinkligen  Goordinaten  UyV  ergiebt: 

besitst  einen  Doppelpunkt  in  jfsi;  sie  hat  die  Gestalt  einer  einfachen 
Schleife,  welche  in  Besng  anf  die  Achse  .symmetrisch  TerUuft.  Der 
Scheitel  dieser  Schleife  ist  der^Punkt  gr=>- 0,26168«..;  der  geschlossene, 
durchaus  convezeTheil  derselben  liegt  gans  innerhalb  des  mit  dem  Radios  1 
um  den  Punkt  ys=0  beschriebenen  Kreises,  und  erreicht  die  Ordinate  9 
ihren  Maximalwerth  O|408t7...  fttr  tf =0,20819 ... ;  von  dem  Knotenpunkte 
^  =  1  an  gabelt  sich  die  Curve  in  swe!  immer  steiler  ansteigende  unendliche 

Aeste,  welche  dortselbst  den  stumpfen  Winke]  2  arclg }/ 2  einschliessen. 
C'onvergenzgeliiet  ist  nun  die  von  dem  ge.schbi.ssenen  Tiieile  der  Schleife 
einge.scblon««!ne  Flüche  (für  welche  stets  f/<CI  ist)  nebst  dem  scheitelrecht 
gegenüberstehenden  unendlichen  Flächenrauin  zwischen  den  gnbciförmigen 
Aesten  (für  d<'n  überall  m^I  ist);  jedoch  ist  zur  Oiltigkeit  der  Gleichung 
82)  die  Bedingung  rcnl .  tj  <i\  rrfonlerlich.  Nur  unter  dieser  Voraussetzung 
bezüglich  ;/  bestehen  auch  die  spüteren  Transformationen. 

Es  gelingt  nämlich  auch,  die  Reihen  32)  oder  28)  durch  eine  rationale 
Function  tou  y  zu  sommiren,  wie  ich  jetzt  zeigen  will. 
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Da  meine  scbon  citirte  Formel  23)  (Matb.  Annalcn,  Bd.  2  S.  330)  aach 
in  der  Form  21)  {jbid^  gescbrieben  werden  kann,  nnd  da  die  Derivirteii 
^(i>(aj) c=  1  - e*  =  1         /•(«)(«) =     =  -  y 

•Kmmtiich  lineare  Fnnetionen  von  y  sind,  so  miuf  der  Entwiekelnngscoeffi- 
oient  y^y  auf  den  Nenner  (/^'^(d;)}'*^^  gebracht,  besiebnngsweiie  mit 
maltiplieirt,  eine  ganie  rationale  Fonction  Grades  von  y 
werden,  was  anch  sebon  aus  22)  gefolgert  werden  kSnnte.  Entwickelt  man 
aber  (1~  y)*«H-t  nteb  dem  binomischen  8atie,  mnltiplieirt  damit  die  Gleich- 
Qug  28)  nnd  ordnet  rechts  nach  Potensen  von  y  an ,  so  ergiebt  sich  erstens 
ans  der  Forderung ,  dass  die  Coeffieienten  der  höheren  Potensen,  als  y*, 
▼erschwinden  mOssen,  eine  nene  Relation  der  CombinaÜonssnmmen  9t 
nXmlich: 

M)  ^(-iy(2«  +  i).)öi-'^«0  für  a>ji, 


nnd  aweitens  bleibt  übrig: 

(1  -  y)^'«+^  •  y- = ^      (-      + 1),  iBi"-'* 


34) 


«SSV 


womit  die  Reihen  28)  «ider  32)  .summirt  bind.  Darnach  lä8st  »ich  auch  für 
einen  Werth  y'  von  y,  dessen  reeller  Theil  real.y'>l  ist,  die  Summe  der 
lieilic  32)  angeben;  mau  braucht  niiuilich  nur  in  34)  für  das  explicite  cr- 
Bcheinendo  y  denjenigen  innerhalb  des  Convergeazgebietes  liegenden  Werth 
80  nehmen,  welcher  durch  die  Bedingungen 

ye~y  ~y'r—y'  und  real  .y<^\ 
bestimmt  ist.  Bezeichnet  man  den  Coeffieienten  von  y"  in  der  ersten  Reibe 

34)  zur  Abkürzung  mit         so  dass  also  nach  33)  ^1,'"^^=0  ist,  so  lassen 
sich  nnter  Benotsang  der  ans  27)  nebst  31)  berrorgehenden  Werthe: 
»i'Ul,   »!J^  =  2H-i-|,  ©?>«J(^_yH.»+|)etc 
anch  die  ersten  Ooefficienten  ^!r*  iBr  jedes  n  berechneB,  ond  findet  man 
B.  B.: 

ei'^  =  ^  { 3''+''  —  (2  «  H-  3)  2"+2  +  2 ;/  ;  2  «  -f  2)  +  3 1  etc.  J 

anch  bemerkt  man,  dass  allgemein  ^«"'sn!  ist. 

üm  nnn  an  anserem  ursprünglichen  Problem  anrAckankehren,  haben 
wir  nnr  /'ssO,  also  s;bb~^o^2  oderys|  aninnehmen,  damit  s^t^^CO 

nach  Potensen  Ton  t  entwickelt  erscheine.  Da  alsdann  /(z)  -^^^^  wird, 

so  ergiebt  sieh  als  Coeffieieot  ?on  s"  in  21) : 
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nnd  darnach  8ind  für  die  gesnehte  Zahl  der  Gomplexionen  die  AasdrQcke 
gefanden  [vergl.  28) ,  32)  and  84)]: 

»)IV. 

^«+1  =  42^ — T\ — ' 

87)  IV.  ß^i  -  V  ©i^^"  V       1)-  (2«  + 1). 2-^- 

«=o 

Die  erste  Reihe  3&)  convergirt  wie  eine  geometritehe,  deren  Qaottent ) 
ist;  jedoeh  nehmen  anfangs  die  Glieder  eine  Zeit  lang  sn.  Es  ist  m.  B.  für 

eine  Reihe,  von  der  man  schon  24  Glieder  berttclistchtigen  mnss,  nm  die 
Somme  auf  eine  ganse  Einheit  genan  an  finden* 

liedeutend  schlechter  convcrgirt  die  «weite  Reihe  36),  nämlich  wie 

eine  geometrische,  deren  Quotient  ^  ^i  =  0,lK)414  . . .  ist;  dieselbe  hat  jedoch 
den  Vorzug,  für  alle,  auch  für  complexe  Werthe  von  ;i  einen  Sinn  zu  behal- 
ten nnd  also  zur  vollständigen  Explicatiun  von  ßm+i  als  Function  von  n 
dienlich  zu  sein.  Setat  man  für 


(f)-= 


die  Exponentialreihe  ein,  so  llisst  sich  diese  Function  nach  Potensen  von  n 
entwickeln,  nUmlich: 


Wird  der  Ausdruck  von  8a  (der,  betiXnfig  f^osagt,  wiederum  für  jedes  a 
einen  Sinn  besitzt  und  nach  Potenzen  von  a  entwickelt  worden  könnte)  mit 
dem  von  ßa^\  aus  30)  verglichen,  80  zeigt  .sicii  leicht,  dnss  ()„<(5„4.i,  und 
folgt  daraus,  dass  die  erste  Jieilie  38)  mindestens  in  demselben  Beroiche 
für  n  convergircn  muss,  als  für  z  die  KeihcF(z);  diese  Keihe  38)  convergirt 
aber  überhaupt  in  der  ganzen  Zahlenebene,  da  die  Function  ^^^i  in  30) 
nebst  ihren  Derivirten  für  kein  endliches  n  unendlich  werden  kann,  da  sie 
also  eine  sogenannte  synektische  Function  ist.  Das  Gleiche  gilt  von  den 
Entwickelungscoef ficienten  ö„  und  deren  ferneren  Entwickelungscoefficien- 
ten  ohne  Ende  fort,  welche  sämmtlicb  als  Functionen  ihres  Stellenzeigers 
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vö!li{^  pxplicirt  oihalten  werden  und  in  den  Glifid»>rn  ihrer  Ileihenentwickc- 
lung  mit  Potenzen  höherer  (iterirter)  Logarithmen  der  halben  Summationfi- 

c  c 
Tariabeln  ,  loglughxj  —  etc.  behaftet  sind. 

Die  Gleichung  37)  giebt  endlich  für  ganze  positive  Argumente  den 
Werth  derFunction  ß„^\  in  {geschlossener  Form,  als  ein  Aggregat  Ton  gao- 
sen  Zahlen.  Darnach  ist  z.  B. 

ft  =  l.    /53  =  4,    j3,  =  26,    ft  =  236.... 
Der  Quotient  ß^iißn  nähert  sich  für  ;i  =  ao  der  selbst  finendlichen  Grense 

«  (2%2  — 1). 

Beträchtlich  schwieriger  dürfte  die  Lösung  der  vorstehenden  Probleme 
fttr  den  Fall  sein ,  dass  unter  den  ursprünglichen  Elementen  emselne  ein- 
ander gleich  sind. 


t 


Kleinere  MittheilungeiL 


XXn.  langentialcurven  der  KegelsobniUe. 
(Uiersa  Taf.  V,  Fig.  3 

ÄD  einen  Kogelscbnitt  seien  alle  möglichen  Tangenten  gezogen  und 
auf  jeder  Tangente  werde  nach  linkt  der  Punkt  roariEirt,  welcher  nm  (  von 
der  der  Tangente  zugehörigen  Ordinate  entfernt  iat.  Der  geometrische  Ort 
aller  dieser  Punkte  auf  den  Tangenten  soll  bestimmt  werden. 

Das  Goordinatensystem  sei  rechtwinklig,  die  Gleichung  des  gegebenen 
Kegelschnittes 

y =/(«). 

Sind      die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Kegelschnittes,  so  sind  die 
des  entspreobenden  Punktes  des  geometrischen  Ortes: 

Durch  Elimination  von  9  and  y  aus  den  drei  Torbandenen  Gleichungen 
ergiebt  sich  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes. 

1.  Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  eine  Parabel|  ihre  Gleichung: 

dann  ist  die  Gleichung  de^i  geometrischen  Ortes: 

V  —  T. —     /z  1 

dU)         T/p(2|  +  8/) 

(Fig.  1.)  Die  Gurve  besteht  aus  swei  aar  Axe  symnletrischeil  Thei- 
len,  welche  die  p-Axe  cur  gemeinscbaAlicben  Asymptote  haben  und  sich 

im  Funkte      t  0^  schneiden.  So  lange  (r<  ~  ist,  kehren  beide Theile  der 

Z*iUcbrtrt  f  MBthMnatIk  n.  Phyillt  XV,  5.  20 
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9'Axe  die  eoovexe  Seite  su:  v&ehst  x  Uber     binanSf  so  wenden  beide 

derselben  die  coucavc  ti&iie  zu. 
Setaen  wir 

80  ist 

y)  n  ^  Vi  —  Vt- 

a)  ist  die  Gleichung  einer  Parnhel,  die  der  oben  gegebenen  congrurnf, 
deren  8cbeitel  aber  mit  dem  0-Pnnkte  susammeoftlU;  gleich  der  Ablei> 
tnng  von  mnltxplicirt  mit  t  repr&sentirt  eine  Oorve  (Fig.  2)«  die  wir  die 
Ableitangsearre  nehnen  wollen;  sie  bestebt  ans  swei  anr  «-Axe  sjmme- 
triscben  Tbeilen ,  die  ibr  die  eonveze  Seite  ankehren  nnd  die  beiden  Axen 
au  Asymptoten  baben. 

Constrnirt  man  demnaA  die  Parabel  sr)  nnd  die  angebörige  Ableitnnga- 
enrve  ß)  and  trügt  immer  von  das  augebörige  ^  ab,  so  ergiebt  sieh  stets 
eine  Ordinate  des  georoetriscbeu  Ortes. 

Ans  f)  folgt,  dass 

Jv^^^ Jvt  d^-Jvt'H=-  i  ni^  —  Vif> 

0  0  o 

d.  h.  cltt3  Flache,  welche  von  der  //-Axt»,  eiiior  (Jrdinate  t;  ,  der  Abscisse  | 
mid  d«'n  dazwisclHMilicm'ndcn  Thoilfii  der  Curv«  licgron/.t  wird ,  ist  gleich 
dem  Inhalt  eines  Theiles  der  lliits|»arabel ,  der  über  der  Abscisse  |  liegt, 
vermindert  um  das  Ivechteck,  welches  die  Ordinate  ij,  der  Uilfsparabel  uud 
die  Streci^e  <  ku  Seiten  hat. 

2.  Die  gegebene  Cnrye  nei  eine  Ellipse,  ibre  Gleicbnng: 

* 

dann  ist  die  Oleiebnng  des  geometrischen  Ortes: 

i  Ä         —        f,    („  —  ^)  \ 

Ji«  -  ^        ^SF^i'jv;  • 

Die  CorYo  bestebt  ans  awei  Tbeilen,  die  symmetrisch  anr  x-Axe  He* 
gen  xwiscben  der  y-Axe  nnd  der  Linie  mss%a  (Fig.  3),  welche  beide 
Asymptoten  derselben  sind.  Die  beiden  Tbeile  durchschneiden  steh  in  der 
jr-Axe  in  dem  Punkte 
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bis  zu  diesem  wenden  beide  der  x-  Aze  die  convexe  Seite,  darüber  hinaus 
die  coneave  Seite  sa. 

Fflr   

bat  Jeder  Tbeil  einen  Beugangepnnkt. 
Wir  Selsen : 

so  ist 

«,)  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse  (Fig.  4),  die  der  gogebonen  con- 
gruont  ist,  deren  linker  Scheitel  aber  im  0-  Punkte  liegt.  /3,)  ist  die  Gleich- 
ung der  zugehörigen  Ableitunj^scurvc ;  ilicso  besteht  aus  zwei  Tiioileu, 
welche  sich  im  l'iuikte  (flf,0)  .scbncidon  und  die  y-Axe,  sowie  die  Linie 
X~1a  zu  Asymptoten  haben;  sie  kehren  der-r-Axe  stets  die  convexe  Srite 
zu  und  jeder  besitzt  im  Punkte,  («,0)  einen  lieugungspunkt.  Construirt  man 
albo  diese  beiden  Ililfscurven  a,)  und  und  subtrahirt  jedesmal  von 
dem  entsprechenden  i^i,  so  erhalt  man  stets  eine  Ordinate  des  geometrischen 
Urtes. 

Aus  yi)  folgt  ferner : 

a  n  a  a 

/'il^/l^yijirfl- Jntdl  und  Jtidi^^-'tb. 
U  0  u 

D»  nun  für  ijt  ein  Zetcbenwechsel  eintritt,  wenn  |=a  wird,  so  ist  der 
Fliebenranm,  der  Ton  dem  geometrischen  Orte,  der  y- Axe  und  der  Linie 
<e8s2<r  eingeschlossen  wird,  unabhüngig  von  der  Grösse  /. 

Alle  Tangentialcurven  der  Kllipso  schliessen  demnach  mit  den  bcidon 
Geraden  einen  constanten  Flaciienraum  ein,  und  zwar  ist  dieser  gleich  ai>», 
d.  h.  gleich  dem  Inhalte  der  Ellipse  selbst. 

Es  sei  a=issr,  so  ist 

die  Oleiebnng  filr  die  TangentialonrTe  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  der  beiden  llilfscurvon  sind  in  diesem  Falle: 
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Der  Flächenraum  joder  Tangentialcurve  des  Kreises  ist  =r*n  gleich 
dem  Inhalte  des  Kreises  selbst. 

Die  GleiehiiDg  der  gegebenen  Hyperbel  sei 
dann  ist  die  Oleiclinng  des  geometrischen  Ortes : 

Die  Carve  besteht  aus  vier  Theilen,  die  symmetrisch  snr  x»äxb  liegen. 
(Fig.  &)  Zwei  dayon  liegen  auf  der  rechten  Seite  der  x-Axe  and  baben 
dieselbe  aar  Asymptote;  sie  kehren  bis  an  dem  Punkte 


wo  sie  sich  schneiden,  derx-Axe  die  convexe  Seite,  dann  die  concave 
Seite  zu.  Die  beiden  Theile  auf  der  linken  Seite  der  y-AxQ  haben  die 
Linie 

X  =  —  2a 

zur  Asymptote,  kehren  erst  der  nr- Axe  die  convexe  Seite  zu  bis 

WO  beide  Beugungspunkte  haben. 

Zwischen  der  j^>Aze  und  der  Linie  a:= — 2a  befindet  sich  kein  Theil 

der  Curve. 

Es  sei 

also 

Yt)  n^Vi—  Vt' 

Die  Hilfscnrven,  doren  man  sich  zur  Constmction  bedienen  kann,  sind 
demnach  eine  der  gegebenen  congrnente  Hyperbel  (Fig.  6),  deren  rechter 
Scheitel  mit  dem  Anfangspunkte  ansammenfKlIt,  ferner  die  Ableitangscarve 
derselben;  letstere  besteht  aus  vier  getrennten  Theilen,  deren  Asymptoten 

'     —  n 

sind. 
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Aua  y,)  folgt  endlich 

I  t 


Magdeburg,  im  Mai  ibü9. 


Dr.  UociiUEiJf. 


XZHL  Bomerkmig  über  die  algebniidie  Lösbarkeit  der 

OleiobiingeiL 

Es  sei 

1)  ^(«)=«"  +  ff|«*-'  +  ...+fl«-ia:  +  <'«=»0 

eine  algebraiecbe  Gleiebnng,  deren  Coef&cienten  endlicbe,  Ton  einander 
gans  nnabbftDgige  Quantitäten  sind.  Die  Worieln  selbst  kdnnen  dann  nicbt 
unendlieb  werden. 

Anders  TerhSlt  es  sieb  mit  ibren  partiellen  Ableitungen  nach  den  Co- 

dx 

efficienten  a,  etwa  nach  ag,\  denn  irird  zur  Abkttrsnng  ^ — =z  gesetst, 

nnd  eliminirt  man  x  ans  der  Gleicbung  i )  und  der  folgenden : 

«-F'(«)  +  1  =  0, 
so  ergiebt  sieb  fttr  z  die  folf^de  Gleicbung  m**"  Grades: 


=  0» 


0  0  m2  .  .  ,         "m~l  2  +  i  i 

die  durch 

2)  JJ  : "'  +  Ä,  t"-«  +  6,        +...  +  '',.-.- 1       l  =  0 

dargestellt  sein  mö;:e,  wo  />  dio  Üiscritninante  der  Gleichung  1)  ist,  wäh- 
rend dio  b  gauzi'  l'unctiontn  der  a  sind.  Ist  der  erste  nicht  identisch 
▼erscbwindende  Coei'ücicut,  dauu  werden,  wenn  &ich  D  der  Null  uiiherl, 

r  der  Wnraeln  der  Gleicbung  2)  nnendlieb,  und  swar  wie  ^  . 

Unter  der  Voraussetzung',  dass  die  Gleicbung  1)  eine  algebraiscbe 

Wurzel  habe,  sei  nun  y/f  eine  in  irgend  einejj  Term  des  Wnrzelausdrucks 
cingciiende  oiiifaclie  Irrationalität,  wohei  /"  als  fjnnzo  Function  der  '^f  vor- 
ausgesetzt werdeu  darf.   Dana  wird  ofleobar  bei  der  DiÜereotiirung  nach 

,  1 

einem  der  a  diese  Irrationalität  reproducirt,  nnd  swar  tritt  ^      im  Ken- 
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ner  auf.  Da  nun  z  nur  fElr  i^aO  onendlich  werden  kann,  so  rnnss  /  bis  aaf 
einen  nnmeriscben  Factor  mit  D  Übereinstimmen,  ferner,  da  r  eine  ganme 
Zahl  ist,  fiBs2  sein. 

Gestattet  also  die  Gleichung  1)  eine  algebraische  Lösung,  dann  mass 
die  Qoadratworsel  ans  ihrer  Diseriminante  die  in  die  LSsnog  eingehende 
einfache  Irrationalitftt  sein. 

Bildet  man  auf  ähnliche  Weise  eine  Gleichung  für  ^ —  wie  für  z, 

d^x  1 
dann  Endet  man,  dass  ^-^   für  i>=0  unendlich  wird,  wie  -t^  o.  s.  f. 

Da«  f&r  nnendliehe  Warthe  der  a  nicht  noendlich  wird,  kann  man 
der  algebraischen  Worael  die  Form  geben : 

yfo  Tg  eine  ganze  Function  ist  ,  und  die  A  irrationale  Functionen  irgendwel- 
cher Ordnung  bedeuten,  in  denen  aber  gar  keine  Nenner  auftreten.  Sa^ 
mnn  von  einer  Function  der  a,  sie  sei  vom  Gewichte  ^,  wenn  sie  die  EUgen- 
Schaft  hat,  durch  Substitution  von  ifia^  fttr     den  Ar'- fachen  Werth  anso- 

nehmcn,  dann  muss  x,  also  ancli  jeder  der  Termc  Tq,  ...  vom  Ge- 
wichte 1  sein,  wornacb  z.  B.     nur  ein  nameriscbes  Violfaches  von  a,  sein 

kann.  Die  Diseriminante  ist  vom  Gewichte  m(m— 1).  Ist  daher  y/PArOV^ 

eine  in  |///  vorkommende  Irrationalität  zweiter  Ordnung,  dann  muss,  weuu 

sich  — — -•\-q  (wo  <i  das  Gewicht  Ton  Q  beseichnet)  in  »  Primfactoren 
z 

serlegen  lisst,  y^A  eine  Irrationalitftt  von  der  Ordnung  sein. 

Nach  2)  kann  man  dadurch  einen  Ausdruck  fUr  z  erhalten,  dass  man 

in  3)  afp  durch  ^  (speciell  a|  durch  0)  ersetst.    Dadurch  möge  ^  in  P 

Q  l   

in  K  u.  8.  w.,  2>  in  ■^'  =  ^2jjZj  übergeben.  Aus  £yA'  mUssen  sich  dann 

durch  Hultiplication  mit  j/d^  sftmmtliche  negative  Potensen  von  D  entfer- 
nen lassen,  und  die  so  erhaltene  Function  muss  mit 

übereinstimmen.  Die  B  siffd  ähnlich  gebaut  wie  die  A\  nur  werden  ntatt 
}/ P'\^Qy D in^B  im  Allgemeinen  andere  Irratiooalitftten  s weiter  Ord- 

uung,  ^ R-^-Syi) vorkommen,  und  in  wenigstens  einer  der  letzteren 
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darf  weder  J?,  noch  S  dorch     theilbar  seio,  weil  denn      .    nicht  wie 

da  m 

—  uuendlich  werden  könnte. 


Schaffit  man  aus  dnrch  Mnitiplieation  mit  yD  aSmmtliche  negati- 
ven Potenzen  von  D  fort,  dann  wird  eich  wenigstena  eins  der  Binome 

P'  -^i/  y  D'  durch  Moltiplicatlon  mit  der  1  — ^-^ — '  -|-         Potenz  von 

y D  in  R'^Sy/O  verwandeln,  wo  keine  di'r  ganzen  Fuuctiouon  R  und  S 
durch  D  theilbar  ist.  • 

Geht  Q  für  a,B=o  in  eine  Function  vom  Grade  s  über  nnd  bejEeichnet 
T  eine  ^anse  Function»  dann  liann  man 

also 

// +  ()y  27' = />- +  -.-t!L. 

setsen.  Dies  giebt,  wXhrend  j/cT  nothwendig  rational  ist,  fttr  m  die  Be- 
dingungsgleicbnng 

m(«— 1)     o     2m  — 8  ^    ,        ,  ' 

4—+^  1  «  =  0  oder  =1. 

und  wegen  ^  ^  2  s 

— i"    — (a»  — 3)s=0  oder  =1, 

welche  (iBr  ffi>4  nickt  mehr  erfllllt  ist.  Uebrigcns  sieht  man  leicht,  dass 
ftir  Icleinere  Werthe  von  mq^s^O  sein  muss,  Q  also  nur  ein  numerischer 
Factor  von  // />  ttein  kann. 

üadersleben.  H.  Kbbt« 


XXIV.  Zar  Oeometrie  der  Curven  dritter  Ordnung. 

t.  Die  Gleiehnng  einer  Curve  dritter  Ordnung,  bezogen  anf  ein  belie» 
biges  sefaiefwiokliges  Paralielcoordinatensystera ,  lautet: 

1)  ö -H  /; x'y  -f-  cxy'  +  cy'  +  lx'  +  fxy  +   /  +      +  1  y  -f  A:  =  0. 

Soll  der  Coordinatenanfangspnnkt  ein  Punkt  der  Curve  sein,  so  mnss 

^  =  0, 

nnd  wenn  er  Überdies  ein  Doppelunkt  der  Curve  sein  soll,  so  mnss  aneh  noch 
■ein,  80  dass  sich  die  Gleiehnng  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem 
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Doppelpunkte,  wenn  man  diesen  znm  Coordiuatenanfangspuukt  nimmt,  io 
der  Form :  ^ 

aar*  +c4ry*4-d^  +  CÄ*  +  /'a:y-|-^y»  =  0 

schreibeu  lässt. 

Um  den  Schnittpunkt  der  Curye  mit  der  Abscissenaze  sa  erhalten,  hat 
man  y—0  zu  setzen,  was  die  Gleichung 

liefert. 

Unterdrückt  man  den  vom  Doppelpunkte  herrührenden  Factor  dc*,  so 
bleibt: 

ffjr  +  ^  =  0, 

woraus  sieb 

e 

X  =  

a 

ergiebt.  Soll  nnn  die  Abscissenaxe  eine  Taifgente  der  Corve  im  Doppel- 
punkte sein,  so  mnss 

sein.  Ebenso  ergiebt  sich,  dass 

9  =  0 

sein  mflsse,  wenn  auch  die  Ordinatenaze  eine  Tangente  der  Carve  im  Dop- 
pelpunkte sein  soll. 

iJie  Gleichung  einer  Cnrve  drifter  Ordnnng  mit  einem  Doppelpunkte 
kann  d(>ninnc)i,  Venn  uiau  die  Doppelpunktätangeuteu  zu  Cuordiuateuajien 
wiiült,  iu  dio  Foiiii : 

gebracht  werden. 

Setzt  man  /=  —  m,  so  geht  die  letzte  Gleiclning  über  iu 
2)  tf  jr*  4-  /;  X*  1/  -}-  c  x  tf  4-  (l  if     m    y  , 

was  also  dio  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte ist,  wenn  man  die  Doppelpunktstangenten  zu  Coordinatenaxen,  also 
den  Doppelpunkt  selbst  zum  Coordinatenanfangspunkt  nimmt. 

2.  Eine  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Gerade  T  wird  die  Cnrve 
dritter  Ordnung  ausser  im  Doppelpunkte  noch  in  einem  andern  Punkte  p 
schneiden,  dessen  Coordioaten  man  leicht,  wie  folgt,  bestimmen  kann* 
Die  Gleichung  einer  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Oeraden  T  ist: 
8)  tf  —  tx, 

da  der  Doppelpunkt  augleich  der  Coordinatenanfangspunkt  ist.  Fahrt  man 
den  Werth  von  ff  aus  Gleichung  8)  in  die  Gleichung  2)  ein,  so  ergiebt  sich: 

(fl  +  A/+ r/* -1- ///»)  =  maV, 
und  wenn  man  den  vom  Doppelpunkte  herrtthrenden  Factor  o;*  unterdrückt, 
so  bleibt 

0?  (rt  +  6/ +  c/«  +  efi»)  =  I» I, 
woraus  sich  für  die  Abseisse  des  Punktes  p  der  Werth 


u\gui^Cü  Ly  Google 


Kleinere  MittheiloDgen. 

eigiebt.  Oleicbong  8)  liefert  endlich  fttr  die  Ordinate  von  p  den  Aoedmek : 

Die  Oleielinngen  4)  und  5)  leliren,  dMs  jedem  Wertbe  von  I  ein  be* 
fltimmter  Pankt  p  der  Cnrve  dritter  Ordnnng  entspricht,  wihrend  Gleich- 
nng  8)  seigt,  dass  nmgekehrt  aaeb  jedem  Pnnkte  der  Carve  ein  bestimmter 
Werth  von  i  entspricht. 

Wir  wollen  der  Kürzo  imllier  die  Grösse  l  als  den  Parameter  des  ent- 
sprechenden Curvenpuuktes  p  bezeichnen. 

3.  Nachdem  wir  den  Begriff  dea  Parameters  eines  Pnnktes  nnserer 
Carve  festgestellt  haben,  wollen  wir  inm  Beweise  des  naehstebenden 
fruchtbaren  Satses  schreiten : 

„Bildet  man  das  Product  der  Pnrameter  der  dn  Schnitt» 
punkte  nnserer  Cnrve  dritter  Ordnung  mit  einer  beliebigen 
Curve  n'"'^  Ordnung,  so  ist  es  allemal  gleich  der  Potenz 
einer  constanten,  nur  von  der  Cnrve  dritter  Ordnung  ab- 
hängigen Grosso." 

Ordnet  man  die  allgomoine  Gleichung  einer  Curve  w**'^  Ordnung  nach 
den  fallenden  Potenzen  der  Abscisse,  so  nimmt  sie  die  Form  an; 

A.x^  +  (^0  +  ^. !/)        -f  (^0  +  ^,  V  +  C,y')  a:- ^  4- ... 

6)  ...-l-(io+Ay  +  i^.y'H--.+i^ny'')  =  o. 

Um  nun  die  Parameterwerthe  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  n^"^  Ord- 
nnng mit  unserer  Cnrve  dritter  Ordnung  au  erhalten,  braucht  man  blos  aus 
4)  und  5)  die  Wertbe  Ton  9  und  y  nach  0)  einsufttbren.  Man  erhält  auf 
diese  Art  die  Gleichung: 

wobei  der  Kttrse  wegen 

gesetst  wurde. 

Schallt  man  den  Nenner  ti*  fort,  so  bleibt: 

...  + (loti" -f  Z,  m  -f  Zi,  m" /'-)«  0. 

Diese  Gleichung  ist  in  /  vom  Grade  3«,  wie  es  nnch  sein  muss,  da 
eine  Curve  dritter  Ordnung  von  einer  Curve  n^*"^  Ordnung  iu  3n  Punkten 
geschnitten  wird. 

Der  Coefficicnt  von  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Grösr  /-q^", 
und  das  von  i  freie  Glied  ist  L^a^.  Wenn  man  also  das  Product  der  sämmt- 

W* 
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licl)on  Wm/.olti  dor  ohigen  Gl»'icliung  kurz  mit  /2(/)  bezeicboety  so  ist 
nach  i'iiieiu  aligoineiu  bekanuten  Satze: 

j7(i)=(-.)..^f:. 

oder  also: 

Bezeichnet  mau  die  nur  von  der  Curve  dritter  Ordnaug  abhängige 
Coostante  ^—       kars  mit  Ar,  so  ist: 

7)  n(0  =  Ä-, 

wodurch  der  von  uns  anfgestellte  Sata  bewiesen  ist. 

4.  Der  yorstehende  Sats  lisst  eine  so  ▼ielfacbe  und  interessante  An- 
wendung SQ,  dass  sieb  durch  ihn  der  Geometer  wie  mit  einem  Sehlage  im 
Besitse  eines,  alle  die  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
betreffenden  Fragen  beherrschenden  Hilfsmittels  befindet.' 

Es  mag  uns  erlaubt  sein,  nur  einige  der.sunftchstliegenden  Anwen- 
dungen des  besagten  Saties  au  machen. 

Da  man  ans  der  Gleichung  7),  wenn  (8fi — 1)  von  den  Parametern  be- 
kannt sind ,  den  erfibrigeoden  n^"  untweidentig  finden  Itann ,  so  liefert  dies 
sofort  folgenden,  anch  Air  Curven  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  bekann- 
ten Satz: 

„Alle  Cnrven  Ordnung,  welche  durch  (3 /i  —  l)  auf 

einer  Curve  'iritter  Ordnung  vierter  Classe  liegende  Punkte 
hindurch<2^ehen,  gehen  noch  durch  einen  weiteren  festen 
PunktdieserCurvchiudurch.  , 

5.  Wenn  eine  willkürliche  Gerade  G  unsere  Curve  dritter  Ordnung  in 
drei  Punkte  tifhiU  schneidet,  deren  drei  Parameter  durch  dieselben  drei 
Buchstaben  bezeichnet  sein  mögen,  so  ist: 

8)  <.'t<i  =  *. 

Ist  die  Gerade  G  eine  Tangente,  welche  im  Punkte  /|  berührt,  wfth* 
rend  sie  die  Curve  überdies  im  Punkte  schneidet,  so  ist  der  Tangential- 
punkt  von  l|  und  es  musa  nach  8),  wenn  man  statt  Ig  und  ^,  1,  setzt  und 
statt    dann  t^i 

9)  't*/.  =  *, 

welche  Gleichung  die  Beziehung  zwischen  einenK.Pnnkte  und  dessen  Tan-  ' 
gentialpunkte  darstellt 

Aus  9)  folgt: 


*  Vcrgl.  C  r  e  m  o  n a * «  eben«  Cnrven ,  8. 08  d«r  dentsdiea  Ausgabe* 
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woraua  folgt,  dass  man  aus  eioem  Punkte     der  Canre  an  sie  swei  Tan* 
genten  legen  köune,  deren  Berübrungspuukte  -J-       ^         — h 
vnd  welche  hftrmoiiiseb  liegen  bezaglich  der  beiden  Doppelpanktstangenten. 

Wenn  C  ciue  luilexionstangcutc  ist  und  wcnn^  der  Inflexiunspankt  iai, 
so  muss  nach  8) : 

/  =  k 

sein.  Man  erhalt  also  drei  Iuiicxioui>puDkte ,  nämlich: 

-wobei  yk  den  absotnien  Werth  der  Cnbikwnrzel  ans  k  vorstellt  und  mit  o 
die  imaginäre  Cabikwnnel  der  Einheit  bezeichnet  isL 

Da  man 

j\hH—k 
hat,  80  folgt  sofort  der  bekannte  Sata: 

„Die  drei  Inflexionspnnkte  einer  Carve  dritter  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkte  liegen  in  einer  Gerade.** 

Man  könnte  noch  oino  ganze  Menge  von  Anwendungen  der  Gleich- 
ungen 8)  und  ft)  maclicn,  iushcsontlore  auch  auf  die  von  Horm  Prof'cKsor 
Duri'gn  behandelten,  der  Curve  dritter  Ordnung  um  -  und  eingeschriebe- 
nen Vielecke  und  die  Steiner 'üchen  Polygone;  doch  müssen  wir  dies  dem 
Leser  überlassen. 

6.  Wenn  unsere  Curve  dritter  Ordnung  von  einem  beliebigen  Kegel- 
schuitte  in  den  sechs  Punktcu  /^j  ig  geschuitten  wird,  so  ist 

nach  7) : 

10)  t^.U.     .     .  tr,  .  ir,  ^  k\ 

Verbindet  man  die  sechs  Schnittpunkte  paarweise  durch  Gerade,  so 
erhält  man  drei  neue  Schnittpunkte  auf  der  Curve,  welche,  wie  bekannt,  in 
derselben  Geraden  liegen.    Denn  die  drei  Schnittpunkte  der  Geraden 

      k         k  k 

'»^4'  h^c  Corre  sind  resp.  — -  ,  - — -  ,  - — -  ,  und  da  das  Pro- 

'i  •  ^    's  •  '4    's  •  'g 
dnct  ihrer  Parameter  wegen  10)  gleich  k  ist,  so  folgt  nach  8)  sofort,  dass  sie 

auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 

Für  die  neun  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung  mit 
unserer  Gurre  dritter  Ordnung  ist  nach  7): 

und  wenn  also 

ist,  so  muss 

'7  's  '9  ~  ^ 

* 

sein,  was  den  bekannten  Satz  liefert; 
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„Liegen  yon  den  nenn  Selinittpnnkteii  sweior  Curvco 
d ritte r  Ordnung  seebs  auf  einem  Kegolsc hnitt,  so  liegen  die 
drei  übrigen  auf  einer  Geraden." 

Um  die  Mittheilung  niclit  über  die  Massen  auszudolmoq ,  müssen  wir 
uns  mit  den  wenigen  Sätzen  begnügen,  aus  denen  jedoch  hervorgehen 
dürfte,  wie  fruchtbar  und  leicht  verwendbar  unser  Hauptsatz  ist. 

Prag.  Dr.  Emil  Wetb. 


XZV.   Ueber  die  Aniiehung  des  dreiaxigen  Ellipioidet  auf  einen 

äusseren  Fankt. 

Für  den  Fall,  dass  die  Halbazen  a^b^c  eines  den  ftaseeren  Punkt  sfz 
ansiebenden  Ellipsoides  wenig  Ton  einander  verschieden  sind,  habe  ieb  auf 
8.  210  des  laufenden  Jahrgangee  dieser  Zeitschrift  die  Warthe  der  An- 
atehnngseomponenten  bis  anf  Grössen  sweiter  Ordnni^f  genau  angegeben, 
dabei  aber  infolge  eines  Sehreibfehlers  einen  Term  weggelassen,  der  noch 
cur  sweiten  Ordnung  gehQrt  Die  richtigen  Warthe,  auf  welche  mich  Herr 
Dr.  Grube  in  Schleswig  aufmerksam  gemacht  hat  und  die  ich  nachtrüglicli 
▼erificirt  habe,  sind 

^«  jjT  ^5  +  !•  ^  >t 

woraus  die  Wertbe  Ton  F  und  Z  durch  Bnchstabenvertausehnng  folgen. 

SCBLÜMILOH, 


XVI. 

Hie  Gmndfonneln  der  analytischen  Geometrie  der  ISbene 

in  homogenen  Coordinaten. 

Von 

Dr.  HiGHARD  Heoeb, 

OjmiiMial-Ldirer  in  Dreaden. 


Vorbemerkung. 

Mit  den  nacli folgend cu  EntwiekelaDgcn  hoffe  ich  dem  mathematischen 
Pabliknin  insofern  eiuea  Dienst  zu  erweisen,  als  ich  mich  bemüht  habe, 
die  grundlegenden  Rechnungen  nod  Sätze  Uber  analytische  Geometrie  der 
Ebene  in  homogenen  Coordinaten  mögliebst  vollständig,  einfach  und  knapp 
darzustellen,  so  dass  ich  hoffen  darf ,  es  werde  dttrcb  Berufung  enf  meine 
bescheidene  Arbeit  die  Verwendung  bomogener  ebener  Coordinaten  einige 
£rleiebternng  nnd  Abküisnng  erfebren. 


{  1.  Homogene  CoonUaeten  dos  Ponktot  oad  der  OenuLon 

in  dor  Ebene. 

1.  Unter  den  liomogcnen  Coordinaten  .r, ,  x,,  a:,  eines  Punktes  P  ver- 
steht  man  die  senkrechten  Abbtändc  dieses  Punktes  von  den  drei  Seiten 
fl'i  1  9ti  üi  Dreiecks  A^.  Dieses  Dreieck  heisst  das  Coordinaten- 
dreieck  oder  Axendreieck ;  die  Geraden,  auf  denen  seine  drei  «Seilen  liegen, 
heissen  die  Coordinateuaxeu  des  ebenen  hoinogenen  Coordinatensysteius. 

Die  Coordinate  .r^  (/ir=l  oder  '1  oder  3j  wird  positiv  gerechnet,  wenn 
P  mit      aui  derselben  Seite  von  yk  liegt;  im  Gegenfalle  negativ. 

2.  Beseiebnet  ^  die  doppelte  FlAebe  dea  Coordinetendreieeks,  so  wer- 
den fttr  jede  Lage  von  P  die  Ck>ordineten  des  Punktes  dnrcb  die  Oleiebuog 
▼erbenden: 

1)  $r,Xi+9,«i  +  9s«s~^- 

ZciUehrin  f.  UMkWMUk  a.  PhyMU.  KV.  8.  27 
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Das  Trinom  links  werde  künftig  kars  mit  D  beseichset,  die  Gleiebang 
also  mit 

abgekürat. 

3.   Uebergaog  von  einem  Descartes'schen  orthogonalen 
System  zn  einem  homogenen. 

Unbeschadet  der  ADgemeiDlicit  wird  der  Ursprung  des  ortliogODalea 
Systems  im  Innern  des  Axendreiecks  des  homogenen  Systems  angenommen. 

Im  •orthogonalen  Systeme  habe  gi,  die  Gleichung 

(tkX  +      —  i  =  0. 

Der  Ursprung  des  orthogonalen  Systems  hat  von  dieser  Geraden  den  Ab- 
stand 

_  1 

wobei  die  Wurzel  immer  positiv  gerechnet  werden  mag. 

Legt  man  darch  den  Punkt/*  mit  den  Coordinaten  xy  eine  Parallele 
•  zu  yic ,  so  hat  der  Urspi  laig  dieser  Parallelen  den  Abstand 

,       fl/^a -f-  bi,y 

=  -      — . 

Die  Wnrsel  werde  auch  hier  positiv  gj^echnet.  Daun  wird 

je  nachdem  die  durch  den  Ursprung  au  gesogene  Parallele  P  Ton  g^ 
trennt  oder  nicht. 

Hieraus  folgt,  dass  für  jede  Lage  von  P 

Hieraus  folgen  die  Transforinationsformeh» : 

1  —  n^x  —  b^lj 


1— a.x  — 


Dividirt  man  die  rechten  Seiten  von  2)  Glied  für  Glied  durcli  die  Wur- 
zeln und  löst  <lie  drei  linearen  Gleichungen  nncli  1  ,  x  und  y  auf,  so  erhält 
man  auH  der  Lüsunj;  für  1  nncli  gehöriger  Rednction  die  Gleichung!);  die 
Lösungen  nach  x  und  \j  geben  diese  Coordinaten  als  homogene  lineare 
Functionen  der  h  o  in  o  g  c  n  e  u  (Koordinaten. 

Die  rrausformation  aus  orthogonalen  in  homogene  Systeme  geschieht 
demnach  durch  lineare,  die  recipruke  Transformation  durch  homogene 
lineare  Substitutionen. 
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4«  Um  von  eioetn  Bomogeii^ii  System  in  hin  anderes  {iberzugehen, 
denke  man  sieh  beide  anf  dasselbe  orthogonale  System  besogen.  Man 
setse  zunfichst  voraus ,  dass  beide  Axendrefecke  ein  Flftehenstllek  gemein 
haben ,  und  lege  den  Ursprung  des  orthogonalen  Systems  in  dieses  Fliehen- 

stück.  Dann  stelle  man  die  Formeln  2)  ftir  beide  Systeme  auf  und  lOse  die 
zweimal  drei  Gleichungen  nach  l^x^y.  Indem  man  nun  diese  Lösungen 
paarweise  einander  gleichsetzt,  erhält  man  drei  Gleichungen,  auf  deren  lin- 
ken Seiten  honiof^one  lineare  Functionen  der  Coonlinaten  des  einen  Systems, 
auf  deren  rechten  Luuiogeue  lineare  Functionen  des  andern  Systems  sieben. 
Hieraus  folgt  • 

Die  Transformation  aus  einem  homogrenen  System  in  ein  anderes  ho- 
mogenes geschieht  durch  homogene  lineare  Suh^titntionen. 

Dass  die  obige  Einschränkung  auf  diesen  Satz  einllusslos  ist,  erkennt 
man  leicht.  Denn  wenn  die  beiden  Axendreici  kc  sich  ausschliessen,  so  con- 
struire  man  ein  Dreieck,  welches  keines  der  beiden  ausschliesst,  und  trans- 
formire  aus  dem  nrh])rünglichen  Dreieck  in  dies  Ililfsdreieck  und  dann  ans 
dem  llilfsdreieck  in  das  neue  Dreieck. 

5.  Sind  hu  A,,  die  von  den  gleichbezifferten  Ecken  anf  die  gleich- 
besifferten  Gegenseiten  des  Axendreiecks  gefliUten  Htfben,  so  sind  die  Co- 
ordinaten  der  Eckpunkte 

mr 

:  A,   0  0 

:   0   //,  0 
^:    0    0  Aj. 

Sei  Q  der  Radius  des  vom  Dreieck  umschlossenen  eiiigeschriebenen 
Kreises  ,  0  sein  Centrum ,  S  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  so  sind  die  Co- 
ordinaten 

* 

,  *i 

für 

•  0:  if     Q     Q  ' 

6.  Das  D  r  e  i  p  n  n  k  t  s  y  s  t  e  m.  Unter  den  homogenen  Coordinaten 
«I  >  "t  1  '^1  f  'i'Pi"  Geraden  T  versteht  man  die  Quotienten  aus  tlen  Ab- 
ständen derselben  von  den  ICckeu  ,  J,,  ^3  des  Coorilinatendreiecks 
und  dem  Abstände  von  dem  willkiirlich  in  der  Ebene  angenoimueuen  Fix- 
punkte C.  Man  giebt  das  posiiive  Vorzeichen,  wenn  "»d  C  auf  der- 
selben Seite  von  T  liegen;  im  Gegenlalle  das  negative.  Die  drei  Funkte 
Ai ,  .^t  <  ^3  heissen  Uauptpuukte  des  Systems. 

7.  Znm  Uebergange  ans  einem  orthogonalen  Systeme  in 
ein  homogenet  seien  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Hauptpunkte 
gegeben,  und  zwar  Okßk  für  die  orthogonalen  Coordinaten  der  Gera- 
den T,  d.  i.  die  ireoiproken  Axenabscbnitte  derselben  seien  u  und  v.  Die 

27* 
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Coordineten  von  C  in  Besug  anf  »  i  ^»  r, ,  r, ,  r,.  8etst  man  nnn, 
was  nnbesehadet  der  Allgemeinheit  gescbieht,  du  Centrom  C  als  Ursprung 
des  ortliogonalen  Syateme  Torant,  to  liefert  die  Entwiekelnng  in  3): 

«)  n,«s=l— a,ii— /3,p, 

8.  Löst  man  diese  Gleichungen  nach  l)  auf,  so  erhält  man : 

,  1  «1 13,      I  K,  «,  jS, 
la^ßt  =  M,  er,  /3, 

Dieie  Gleiehnng  liefert: 
4)  g^rt .  «1  +y,r,  .  Uti-g^r»  .  u,  =  4^. 

Diese  Gleichung  erfüllen  die  drei  homogenen  Coordl- 
naten  jeder  Geraden;  das  Trinom  links  werde  dnrch  U  lieseiehneti 
die  Gleichung  4)  also  durch 

abgekttrit. 

9.  Alle  Geraden I  welche  eine  Coordioate  gemein  haben,  für  weleba 
also  s.  B.  Uk  ein  nnd  denselben  gegebenen  Werth  hat,  enToloppiren  einen 
Punkt  P.  Derselbe  liegt  anf  J^C  und  theilt  die  Strecke  AkCim  Verhlltnias 

Wählt  man  nun  drei  Zahlen  n't,  u«,  welche  4)  erfdllen,  nnd  eon- 
struirt  die  Gerade,  welche  itfi  C  im  Verhältniss  n'i),  J^C  im  Verhältnias 
(—  u\)  theilt ,  so  sind  u\  nnd  ti\  die  auf  Jt  vnd  ji^  besflgllcben  Coordinat^n 
der  Geraden ,  nnd  die  dritte  Ooordlnate  derselben  kann  von  v\  nicht  Ter- 
schieden  sein.  Hieraus  folgt:  Durch  drei  Zahlen  u,,  t/,,  u,,  welche  die 
Gleichung  4)  erfüllen,  ist  stets  eine  Gerade  eindeutig  bestimmt,  welche 
diese  Zahlen  an  Coordinaten  bat.* 

10.  Die  Transformation  aus  oinem  orthogonalen  System  in  ein  homo- 
genes, oder  aus  einem  homogenen  äjäteme  ia  ein  andereü  eiiulgt  durch  ho* 
mogenc  lineare  Suhstitutionen. 

11.  Die  Coordiuaten  der  öeiten  des  Axendreiecka  sind 

«1    W,  II, 


für 


AtJ^*.  0  0 


*  Den  Umttand,  dass  Gleiches  von  den  PIftck  er* sehen  Oeradeoeoordlnaten 
nicht  gilt,  darf  leh  la  Goasttn  der  Ton  mir  Torgesdilagenea  Coordinaten  entlegen. 
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Jede  durch  das  Centram  C  gebende  Gerade  bat  za  Coordinaten : 


§  2.  OlMolnBg  der  Geraden  und  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaton 

des  Ponnes  und  der  Geraden. 


1.  Qleichang  der  Oeraden  in  homogenen  Pnnkteoordi- 
naten. 

Die  OleichoDg  einer  Oeraden  T  im  orthogonalen  Systeme  sei : 

(r=)«ap  +  *y— 1=0. 

Unier  Benntsung  der  Früheren  Bezeichnungen  hat  man  ftir  die  Pankte 
▼on  7  die  vier  OleiehnngeD : 

/rt,*-f -f.  rt,ar  +  6,y  —  I  ^0, 
4- V     +  «t^  + '»•y  —  i  =  0| 


Hterans  folgt  für  x,,  xe«»  ^tr«: 


=  0, 


0  a    6  1 

d.i.:  die  Oleichung  der  Geraden  in  homogenen  Pnnkteoordi- 
naten.l&ast  sich  in  die  Form  bringen: 

worin  <K|,  Oi,  a«  drei  die  Oerade  charak^sirende  Conatanten  sind. 

Ebensp  leicht  folgt:  Alle  Punkte,  deren  Goordlnaten  der  mit  drei 
willkürlichen  Constaaten  gebildeten  homogenen  linearen  Oleichung 

genttgen,  liegen  auf  einer  durch  diese  Constanten  eindeutig  bestimmten 
Oeraden. 

2.  Die  Oleichung  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  P  und 
mit  den  Coordinaten  x'if  und  x  ^  geht ,  hat  zar  Gleichang : 


.r 


f       '/  II 
j  ^  I  X  ^ 


=  0. 


3.  Lehrsatz.  Jeder  Punkt  P,  deren  Coordinaten  Xk  aus 
denen  zweier  gegebenen  Punkte  und  mit  den  Coordi- 
naten x'k  und  x"k  abgeleitet  werden  nach 

liegt  auf  der  Geraden  P' P", 
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B(MV(ns.    Dio  so  horpclineten  drei  W'ortho  .r, ,  x,,       sind  in  der 
TLat  die  Coordiuateu  eine»  Punktes,  dona  sie  erfüllen  die  Gleichung 

Setst  man  sie  in  din  Gleichung  der  (Toru'ien  P' P"  ein,  so  erhält  man  lioks: 

t  »  t 

X  i  X  %  X  g 

H  n  tt 

j  **'  t  ^9 

Diene  Determinante  Terschwindet  identisch. 

4.  Traatformirt  man  die  Coordinaten  ▼oo  P,  i^,  I'^  in  ein  nenat  Sy- 
stem und  Bind  hier  die  Coordinaten  ht^kt^kt  so  haben  die  Transforma- 
tioDsformeln  folgende  allgemeine  Gestalt: 

l'*  =     x\  +     x\  -f  , 

Ifc  =      JTi  +      a,  +  L\  u-,. 

Hieraas  folgt: 

Hiernach  haben  die  CoefTicienten  A'  nnil  A"  eine  vom  Coordinaten- 
systcm  unal)h.'iii;;ige,  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte  ab- 
hängige Bedeututig. 

Um  dieselbe  zu  ermitteln,  nehmen  wir  ein  hierfür  möglichst  geeignetes 
Coordinatensystem,  in  welchem  auf  A^^  P'  auf  ^  liegt.  Die  Coordinaten 
der  drei  Punkte  sind  hier 

für 

Ä,  0  0 
P**  0  Ä,  0 
J^A'A,  Tä,  0. 

Es  verhält  8)ch  nun 

P"?'.P"  P'  :PP' 

wenn  die  Strecken  Ali  mit  glt-iclien  V'orzt'ieiicn  beliaftet  werden,  welche 
vom  Punkte  ./  zum  Punkte  D  in  gleicher  Kichtung  durchlaufen  werden. 

Hiernach  iöt  t  derjenige  Punkt,  welcher  die  Strecke i'"  im  Ver- 
hältniss 

theilt,  wobei  ein  positive««  Verhältniäs  dem  innern,  ein  negatives  dem  äna- 
Sern  Theilpunkte  zugehört. 

Hieraus  folgt:   Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  der  Geraden 
P'  r"  können  unter  der  Form 

Xk^kXk-\r^  «  * 

dargeätellt  werden. 

5.  Das  Pnnktenpaar /^P"'  ist  dem  Paare  P'P"  bar  moniseh 
oonjugirt,  sobald 

^  kj,  ^    by  Google 
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^^^^^^^^^^  *  •  •  ■> 


und 

6.  Lehraats.  Die  Goordinaten  jede«  Fonktes  der  Ebene 
können  nnter  der  Form 

dargeitellt  werden,  wenn  Sß'k^aTk^  die  Goordinaten  dreier 
nieht  in  derielben  Oeraden  gelegenen  Punkte  sind. 

Beweia.  Man  Terbinde  mit  P  nnd  aehneide  dnreb  P^P.  Der 
Sebnittpnnkt  U  habe  die  Goordinaten  1*.  Man  kann  nun  die  Tier  Goeffi- 
cienten 

,  fi,  A  ,  i 

immer  ao  wftblen,  daaa  sngleieb 

a)  r^xr^P^PtPn,  |»"  +  r'  =  i, 

b)  r:i'=:/»'i2:nP",      +  = 
Aladann  iat  nacb  den  Yorigen  Nammem : 

1"  A' 
=  — «  A  +  — 

woraus  folgt: 

wie  zu  beweisen  war. 

Die  Bostimmung  der  X  ist  eiiulcutig,  es  wird  also  uuter  dieser  Form 
jeder  I'unkt,  und  zwar  nur  auf  eine  Weihe  dargestellt. 

7.  Die  Coordinateu  der  Spuren  der  Oeraden 

anf  den  drei  Goordinatenaxen  ergeben  sich  ans  den  Gleicbnngspaareo : 

fUr  die  Spnr  anf  pj:  a,fl?,  +  Ot^t^0i 

Ä«t  +  Ä«i  =  ^; 
flir  die  Spnr  anf  g^z  a,«,  -f  «i^i  =  0, 

für  die  Spnr  anf  g^x  a,Xt  +  o^x^ »0, 

Die  Goordinaten  dea  Dnrehaehnitta  der  awei  Oeraden 

a\     +  a\  o:,  4"  a's*»  =  0 
aind  die  LSaungen  dea  Systeme 

a',  .r,  +  a\  o:,  +  a',     =  0 , 

8.  Lehrsatz.  Bei  dieser  homogenen  Coord i n  a t  c  n b  e«  t  i m- 
muug  giebt  es  eioe  und  nur  eine  homogene  lineare  Function, 
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deren  zugehörige  Variabeinsysteme  saramtlich  nnendlich 
grosse  Werthe  erhalten.  Man  hat  also  fü r  Rechnungen  mit 
homogeneD  Dreieckscoordinaten  anzunehmen,  dass  es  eine 
ünd  nnr  eine  Oerade  giebt,  deren  Punkte  sttinmtlich  nnend- 
lich fern  sind. 

Beweis.  Sei ,  nm  dies  sn  beweisen , 

r  =  « ,  a?j  +  <T,  .r,  +  «,  SP,  «  0 
die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden, 

die  Gleichong  einer  Geraden  mit  Unter  nnendlich  fernen  Punkteni  so  mnss 
das  System 

ö|«t  +        +  r/jX,  =0, 
'^i  *^ I  ~\~  ''^ i  3     ® » 

fttr  beliebige  Wortlie  von     ,     ,      unendlirh  grosse  Lösungen  geben. 
Die  uothweodige  und  Husieiciiende  Bedingung  hierfür  iat 

wie  *n  beweisen  war. 

Die  Gleichaug  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  demnach 

Z_  fir,  X,  -I-  g^x,  +  g^x,  =  0. 

9.  Lehrsatz.  Sind  T'  nnd  T"  die  linken  Seiten  der  wie  gewöhnlich 
anf  Null  reducirton  Gleichungen  zweier  Geraden,  so  wird  die  linke  Seite 
einer  beliebig  dorcb  den  Schnittpunkt  T'T"  gelegten  Geraden  dargestellt 
durch 

worin  und  fi"  zwei  Constante  bedeuten,  deren  Verhältniss  die  Gerade  T 
eindeutig  charakterisirt. 

Beweis.  Sollen  die  Geraden 

T=o,  7"=o,  r"=:o 

einen  gemeinsamen  Pnukt  enthalten ,  so  muss  die  Determinante  des  Sj- 
stems  dieser  drei  Gleichungen  yerschwinden: 


rt,  a,  rtj 
Ol a , Ol 

tr      H  u 

e  1 0  ■  o 


I»  ■»  • 

Hierfttr  ist  die  notbwendige  nnd  ansreiebende  Bedingung : 

wie  an  beweisen  war. 

10.  Lehrsatz.  Sind  7''=n,  T"—{i^  7"'=0diG  (rleichungen  dreier 
Geraden,  die  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  so  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  (iloit  hnuf;  einer  jeden  Opraden  aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 
der  gegebenen  Geraden  ableiten  durch 

T  =  fi'  7'  +  ^"  r'  +  r'", 

wobei  T  durch  das  Verhältniss  ft':  fi":  fi'"  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Soll  diese  Dartellung  möglich  sein,  so  mfissen  sich  die  so  bestimmen 
Insfen,  dws 

Dies  ist  eindeutig  und  fttr  endlielie  Werthe  Ton  ft\  \fl\      möglich,  loVtld 


a  t  a 


a 


t  «  s 


a 


in 


=  0, 


d.  i.  sobald  die  gegebenen  Geraden  nicht  durch  einen  Punkt  gehen. 

11.  Soll  die  Gerade  7=0  mit  7'— 0  parallel  gehen,  so  ist  anweichend 
lind  nnthwendig,  dasü  7  durch  den  Sohaittpankt  7' gebt;  es  mnss  sieb 
•Iso  T  nnter  der  Form  derstellen  lassen : 

Soll  T  ttberdies  einen  gegebenen  Punkt  x'm  enthalten,  so  mfissen 
so  bestimmt  werden,  dass 

I»'  (a +  a',«',  +  ü\w\)  +  pT  (ßtx\  +  gts\ + ,)  «0, 

d.i.: 

wenn  ebkttrsend  für  a',2'1 +  0(0;'« +  gesetit  wird.  Also  ist  die 
Gleiehung  der  Parallelen  an  7'  dnrcb  P': 

(a^d-gt  T\) +  (««^ -pb sfb  +  K^— ^, 7',) «, =0. 

12.  Gleichung  des  Punktes  in  homogeueu  Geradeucoor* 
di  n  aten. 

Die  Gleichung  des  Punktes  in  n;owübnlichen  Geradencoordinaten  sei 

au-{-  ßv  —  1  =  0. 
Man  füge  hiersu  die  Transforinationsformeln 

«,  +  er,  ti  -|- 13,  v  —  1  =  0 , 
w,  +  cr,j/-f 1^0, 
"3  +  a|M  +  |5,  p  —  1  =  0. 
Das  Znsammenbesteben  dieser  vier  Gleichungen  bedingt  das  Verschwin- 
den der  Determinante 

ifa «,  jJ,  1 
0  a  1 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Punktes  in  homogenen  Coordinaten 
kenn  demnach  als  homogene  lineare  Function  der  Coordinaten  dargestellt 
werden.  Sie  werde  kttnftig  in  der  Form  benutzt: 

(P  =)  a,  u,  +  o, -h  «, M,  =  0, 
worin  a, ,  0|)  a«  drei  Constanton  sind,  welche  den  Punkt  eindeutig  be> 
stimmen. 

13.  Die  Gleichung  des  gemeinsamen  Punktes  der  beiden  Geraden  7^ 
und      mit  den  Coordinaten  m\  nnd  u't  ist: 


=  0. 
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II,  tl,  M, 
«1  «''t 


=  0. 


14.  Lehrsatz:  Jede  Gorado  deren  Coordinaten  ans 
denen  zweier  gegebener  Geraden  T\  2"  durch  die  Formeln 
abgeleitet  werden  können: 

ui,  =  X'  Uk-k-k"  u"k\    A:=:  1,2,8; 
geht  dnrch  den  Punkt  T'  T"  (so  werde  immer  der  Schnitt» 
punkt  von  7'  und  T"  beseicbnet). 

B«weia,  Die  so  berechneten  ti, ,  iit,  tig  erfüllen  die  Gleichung 

sind  also  in  der  That  drei  Coordinaten  einer  Geraden*  Sie  erfüllen  die 
Gleichung  des  Punktes  T  Tf  (18)* 

15.  Da  die  Transformation  aus  einem  homogenen  Systeme  In  ein  an- 
deres durch  homogene  lineare  Substitutionen  erfolgt,  so  ist,  wenn  7*  7'  7^ 
(aus  Nr.  14)  in  einem  beliebigen  System  die  Coordinaten  u*.  tt'itf  u'4  haben: 

Die  Coefficienten  A',  haben  mithid  eine  vom  System  nnabhKngige ,  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Geraden  allein  abhftngige  Bedeutung. 

Um  dieselbe  in  erkennen,  beseichnen  wir  die  dem  Fixpunkte  an- 
gewandten Seiten  der  Geraden  als  positive  Seiten  nnd  wählen  ein  Axeo* 
dreieck»  in  welchem  auf  dem  Schnittpunkte  TT'  und  luf  T",  auf 
T  willkürlich,  doch  so  liegen,  dass  sich  C  im  Innern  des  Dreiecks  befindet* 

Die  Coordinaten  von  T  und  T'  sind  demnach: 

Mj  M.  «, 

für 


für 


r 


r":  0  4  0, 


r 


mithin  sind  die  Coordinaten  für  T: 


r  r 

Bezeichnet  allgemein  B  einen  spitxen  oder  stumpfen,  von  zwei  Ge- 
reden B  gebildeten  Winkel,  so  gilt  zunächst  ohne  Kilcksicht  auf  Vor- 
seichen: 

r  M,  =  f/i  sin  1  I  , 
r«,  =  y,  5»«  TT, 

wenn  r  den  Al>stand  des  Fixponlctes  von  T  hezoicbnet.  Hiernach  ist: 

X'  k" 
sm  TT":  SMi  rr"s=  : 

r  r 
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Bezeichnet  man  den  von  den  positiven  Rändern  von  T"  bf  j^Tonztea 
Winkel  als  inneren»  sein  Supplemont  als  Nasseren  Winkel  der  beiden  Ge- 
raden, 80  findet  man  rUcksichtlich  der  Vorzeichen  die  Regel: 

Ist  das  Theilverhaltniss  l! il^'  positiv  oAw  negativ,  so  theilt  T  den  äiu* 
«eren  oder  besiehentlich  äoaseren  Winkel  T^T"^  and  omgekehrt. 

16.  Werden  die  Coordinaten  dea  Paares  TT^"  ans  denen  von  T'T" 
abgeleitet  dorch 

u  t=f*wt  +  ;i  M  A,    fi  +1*  =li 

nnd  ut 

so  bilden  die  vier  Oeraden  ein  harmonisebes  Bündel,  nnd  swar  ist  das  Paar 
Pff**  dem  Paare  P P*  harmonisch  conjugirt. 

17.  Lehrsatz.  Die  Coordinaten  jeder  Geraden  T  lassen 
sieh  ansdenCoordinaton  dreier  Geraden  T\  7",  T"' ,  die  nicht 
denselben  Paukt  enthalten,  nach  den  Formeln  ableiten: 

Beweis.  Zor  Beatimtnnng  der  A  hat  man  die  Gleichungen : 

l'     '       !■>'»"        II'''  ''' 

"l  *=  A  »/  ,  +  A    M  ,  +  A     «    ,  , 

i'    '     Ii""     Ii'"  '" 
U,  c=u     {/  ,  -|-  A   «  2  +  A    M    2  , 

Diese  liefern  endliche  nnd  eindentige  Werthe  für  die  i,  da  ja  nach  der 
Voranssetinng  die  Determinante  dieses  Systems  nicht  versehwindet. 

18.  Die  Gleichung  des  auf  der  Geraden  T'  gelegenen  unendlich  fernen 
Punktes  sei 

a'i  «I  +  a'j  Mt  +  a's  «• 

Dann  moss 

Ist  e  der  Abstand  irgend  einer  in  't  parallelen  Oeraden  T  von  7',  so 
hat  7  die  Coordinaten 

r  Uk  +  c 

Setst  man  dies  in  die  Gleichung  des  anendlich  fernen  Punktes  ein,  so 

erhilt  man  nach  einfacher  Kednction  : 

(o'i  m'i  +  «'« +  «s'^'s)  +  («'.  +  «'«  +  «'•)    =  0. 
Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  d.uss 

f\  W|  +     ''j  H-  «3  "s  ^  ^ 
die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Pnnktes  ist; 

«1  +  «t  +  «•  =  0. 

19.  Lehrsats:  Sind  Tf^'  die  linken  Seiten  der  Oleicbongen  aweier 
Punkte,  so  kann  die  linke  Seite  der  Oleichung  jedes  Punktes  Pder  Oeraden 
P P*  auf  die  Form  gebracht  werden: 

uiyiu^-Cü  Ly  Google 


400  Die  Gnindfomela  der  «Dalytiseheii  .Geometrie  ete. 

die  Gleichvog  Ton  P  aUo  aaf  die  Form 

20.  Lehrsatz:  Sind  P ^  P'\  P'"  die  linken  Seiten  der  Gleicbnogen 
dreier,  nicht  in  derselben  Geraden  gelegenen  Punkte,  so  kenn  die  linke 
Seite  der  Gleicbnng  eines  beliebigen  Punktes  F  anf  die  Form  gebracht 
werden: 

die  Gleicbiing  von  P  also  auf  die  Form 

(P  =)  ,i' />'  +  1^"  P"  +      P'"  =  0. 
Doreh  die    ist  in  beiden  Fällen  der  Punkt  eindeutig  bestimmt. 

• 

§  3.  Vomiiolito  An^rftben  tber  Pnnkt  und  GenUte. 

1.  Für  die  nachfd'^onflcn  Ivecbnungen  ist  es  zum  Tlieil  vortbeilbafly 
sieb  der  P 1  ii  ck  o  r's  c  !i  e  n  (J  e  r  ad  o n  c o  o  rd  i  n  a  t  o  n  zu  bedicnon. 

tlntor  den  F  1  ii  c  k  e  r '  s  c  h  c  n  Ooordinaten  einer  geraden  ver- 
steht man  die  Abstünde  u, ,  u,,  Uj  der  variabeln  Oeradon  von  den  drei 
£cken  des  Axendreiecks.  Dabei  wollen  wir  die  Vorzeichen  ebenso  bestim- 
men, wie  bei  den  hier  verwendeten  homogenen  Gcradencoordinaten.  Die 
Plüc  ker*scben  Coordinaten  werden  unter  Benutzung  der  bisherigen  Be- 
aeicbnnngen  ans  orthogonalen  Coordinaten  dprcb  die  Formeln  abgeleitet: 

1  —  a,  M  —  /?,  y 

*    y^~^  * 

Man  gewinnt  die  reciproken  Transformationsformeln,  indem  man  rech* 
ter  Hand  die  Trinomien  Glied  für  Glied  dnrcb  den  gemeinsamen  Nenner 

yi^  +  i^  theilt,  die  Gleicbnngen  nach  ^ 

luv 

auflöst  nnd  die  letzten  beiden  Lösungen  durch  die  erste  dividirt;  dann 
erscheinen  u ,  v  als  Quotienten  homogener  linearer  Functionen  der 
Plück  er 'sehen  Coordinaten. 

Um  aus  einem  Plück  er 'sehen  System  in  ein  anderes  zu  trsnsformi- 
ren ,  beziehe  man  beide  auf  dasselbe  orthogonale  System  und  setze  die  Lö< 
sangen  fttr 

tl  V 

ans  beiden  homogenen  Systemen  berechnet,  einander  gleich, 
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Man  erhalt  dann  für  don  Ueberf^ang  nus  einem  PlUck er 'scbißn  Sy- 
stem ins  andere  homogene  lineare  SuliBtitutioneu. 
Aus  der  Abhängigkeit  der  Löbuugeu  für 

luv 


erhält  man  für  die  drei  Flacker* sehen  Coordinaten  einer  Geraden  die 
Oleiehong : 

g*  ^t* + +  9»W  —     Ä  «w      M,  —  tMt  eosy,  i^u. 

2.  Bestimmung  des  Abstandes  eines  Punktes  P'  von 
einer  Geraden  T\  deren  Gleichung  inPunktcoordinateD  ge- 
geben ist. 

Sei 

T~  o,  .r,  -I-     .7 ,  +  «jXj  =  0 
die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.    Setzt  man  iu  T  die  Coordinaten 
eines  nicht  auf  der  Geraden  T  gelegenen  Punktes  P'  ein,  so  erhält  T  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth.  Transforniirt  man  die  Gleichung  1  =  0  und 
die  Coordinaten  von  Pin  ein  anderes  Dreiecksysteni ,  so  geht 

T=0  in  T  =  0,     T(c\)  in  T(|'>-) 
über.    Da  nun  T(|\.)  aus  T^x'/,)  nur  dadurch  entstanden  ist,  dass  man  für 
QCi,  gleich  grosse  Werthe,  durch  |a-  ünd  die  neuen  Constanten  ausgedrückt, 
eingesetzt  hat,  so  liat  sich  der  Zahlenwertb  von  T{Xic)  beim  Uebergang  in 
die  neue  l'orm  T(|'a.)  nicht  geändert. 

Der  Werth  ,  welchen  das  l'olj  noni  der  Gleichung  einer  Geraden  erhalt, 
wenn  man  die  Coordinaten  <'ines  helicliigen  Punktes  hiueinsetzt|  ändert 
sich  demnach  heim  Ut'hergang  iu  ein  neues  Öystem  nicht. 

Denken  wir  uns  nun  div.  Transformation  in  ein  neues  System  aus- 
geführt, welches  die  Axen  a-,  und  Xf  des  alten  Systems,  statt  der  Axe  .r, 
dagegen  die  Gerade  T  enthält,  so  ittt  die  Gleichung  derselben  im  neuen 
System; 

^|.  =  0. 

Also  gilt  für  jeden  Punkt  P\  wenn  |,  der  Abstand  desselben  von  7  ist: 

  * 

Wenden  wir  diese  Formel  anf  die  drei  Eckpunkte  des  Coordinaten- 
dreieeks  an»  beseidinen  mit  Uk  die  Plfieker'sclien  Coordinaten  von  T 
nnd  beachten,  dass  fttr  alle  Ponkte  anf  derselben  Seite  von  7  das  PoljBom 
T  ein  nnd  dasselbe  Yorseiehen  erb&lt,  so  erhalten  wir 

Setzt  mau  diese  Coordinaten  iu  die  Endglcichuug  von  1)  ein,  so  er- 
hält man : 


üiyiiized  by  Google 


409  Die  GnrodformeUi  der  Rnalytlschen  Geometrie  etc. 

.  Dji  nach  uiisi-ron  Voraiisset/unjiCü  der  Abstand  vom  Fixpunkte  immer 
poi-itiv  zu  noliiucu  iiit ,  so  hat  maa  tur  A  die  positive  oder  negative  Wurzel 
zu  ueliuiou,  je  nachdem 

denn  dann  wird  in  der  That  stets 

{a,  r,  H-  «t»"!  +  öjr,)  :     >  0. 
Erweitert  man  die  Gleicbang  einer  Geraden  mit  +  1 1  je  nacbdMn 

+  ^1^14"  ^1^0,  imd  hierauf  mit  der  positiven  Wnnel  aus  so 
entsteht  eine  nene  Gleichnng,  wieder  von  der  Form 

in  welcher  jedoch  ist.  Die  so  redneirte  Form  der  Gleichung  einer 
Geraden  heisse  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden. 

Ist  «t^i +  <'i«'Vt  + ^«'«  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Nor- 
malform, so  sind  die  Pitt  eher*  sehen  Coordinaten  derselben: 

Der  Abstand  r  des  Fizpnnktes  von  dieser  Geraden  ist: 

Die  homogenen  Coordinaten  dieser  Geraden  lind  also: 

tf*  =   T 

Der  Abstand  t  eines  beliebigen  Punktes  von  dieser  Geraden  ist: 

3.  Zur  T  r  a  n  «  f  o  r  m  n  t  i  o  11  ans  p  i  n  e  m  homogenen  Punkt- 
co  o  r  d  i  n  a  t  e  u  sy  st  e  m  ijis  andoro  seien  die  Oleicliunt^cn  der  neuen  Axen 
in  Bezug  aufs  alte  System  und  zwar  in  der  Nornialform  g(>;j;elien;  der  Fix- 
punkt  werde  im  Innern  des  neuen  Dreiecks  angenommen.  Es  seien  diesel« 
ben  fttr  die  neue 

.       -Axe:    a',x, +rt',a:,  4-aV'^3  =  ^» 
•  A  xe :  o",  a:,  +  a\  .r,  +  «"«f^i  =  1 
A^,-Axe:a  ,a:, +  a  ,a:t  +  ^  1^3  — 0. 
Dann  sind  die  Transformatioosformeln  die  Lösungen  des  Systems 

Xi  =  a  ,  X,  +  «',  j:,  -|-  a',»,, 

4.  Bestimmung  des  Abstandes  einer  Geraden  von 
einem  Punkte  dessen  Gleichung  in  Geradeneoordinateii 
gegeben  ist. 

Setst  man  die  Coordinaten  Uk  einer  Geraden  in  die  Gleichung  einen 
Punktes  ein ,  so  erbllt  dieselbe  im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiede- 
neu  Werth.  Transformirt  man  au  einem  neuen  Dreipunktsystem ,  so  bleibt 
dieser  Werth  ungellndert,  da  ja  fOr  die  Coordinaten  dabei  ihnen  gleiche 
Werthe  eingesetst  werden.  Wählt  man  nun  ein  solches  neues  System ,  in 
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welchem  P  selbst  Coordinatenponkt  ist,  so  ist  die  Qleichuog  Ton  P  im 
Besen  System: 

wenn  mit  ü  die  uf  P  besogenen  Coordinaten  Terttanden  werden.  £«s  ist 
mithin 

AV'^Ux  tT,  +       +  «•« 

Wpndpt  man  tlie.se  Formeln  auf  die  Seiten  des  Coordinntendreiccks  au 
und  bezeichnet  mit  a'i,  .r, ,      die  Cooidinaten  vun  /',  ho  erhalt  man: 

«I«  —  .     «f=^  »     *•  ^. 

Setst  man  diese  Wertbe  in  die  Oleiebong 

ein,  so  erhiUt  maa 

^  =  «,+«,  +  «1. 

Also  ist 

^        4.»  («i««'!  +«t«'^  +  «•w's)• 
«l  T  »1 T  o» 

Hiernach  erscheint  es  zweckmSssig,  die  Gleichung  eines  Punktes  so 
zu  kürzen  j  dasä  in  der  gekürzten  Form 

«1  +    +  «3  =  1 ; 

diese  Form  niö<:e  als  die  Normalfurm  der  Gleichung  eines  Punktes 
bezeichnet  werden.  • 

Die  Normalform  der  in  beliebig  erweiterter  Form  gegebenen  Gleichong 
des  Ponktes 

P = «1  tfi  +       +  er,  11«  s  0 

lantet  demnach 


«l  +  «l  +  «t  «|+«t  +  «^  «!  +  «•  +  «» 

Ist 

die  Gleiebnng  eines  Punktes  in  der  Normalform,  so  bat  die  Linie  J',  deren 
Coordinaten  «',,  ti',,  u\  sind,  den  Abstand  von  P: 

e  a  r  IT'  B  r  (ai  u\  +  «f,u  ,  +  «,m',). 

5.  Zar  Transformation  ans  einem  Dreipnnktsystem  in  ein  anderes 
seien  die  Oleiehongen  der  neuen  Coordinatenpunkte  in  Besag  auf  das  alte 
System  in  der  Normalform  gegeben,  und  swar 

flttr  den  Pnnkt  Vii   m\    +  a\    -|-  «  ,   =  0 , 

»  «.  II  l?t'- «''|M|+«'t«'t  +  «"««'t'=0, 
I.      II       II       «^j:«'"!!!, +«",W,  +  a''>,raO. 

Alsdann  sind  die  Transformationsformeln  für  Uk  die  Lösnngen  des  Sy- 
stems 
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U,  =  a't  «I  +  «  f  w,  +  a ,  M, , 

wobei  ük  die  Ck>ordinateii  im  neuen  System  beseieboen. 

6.  Ein  Punkt     mit  den  Coordiuaieii  Xfg  habe  die  Normalgleicbung 

(/>=)  o,  w,  +a,M,  +  a,M,  =  0, 

so  ist 

also  ist  die  Gleichung  von  P  in  der  Normalforui : 

A,  Ä,  Ä, 

£ine  Gerade  T  mit  den  Coordinaten  »it  habe  die  Qleiehnng  in  Nermal- 
form: 

80  ist 

also  llt  die  Gieiehnng  der  Geraden  Jin  der  Normalform: 

^*  «t  +  7^*t  +      «»=  0. 

7.  Bestimmung  der  Entfernung  aweier  Paukte  P  und  P\ 

Zieht  man  durch  P und /'^Gerade  in  den  Richtungen  besiehentlioh  JiJk 
und  AiJnt  80  erhält  man  mit  der  Geraden  JPP'&sd  susammen  ein  Dreieek, 
in  welchem  6  dem  Winkel  yk  oder  dem  Winkel  IBtf^fk  gegenttberliegt,  je 
nachdem  die  Diforensen 

dfs=ap#s=:af*i  und  ii^Wi  —  x'i 
verschiedene  oder  gleiche  Voraeichen  haben.  Die  beiden  flbii^eu  Sei- 
ten sind: 

Hiemach  gilt  allgemein: 

Um  einen  symmetrischen  Ausdruck  au  erhalten,  bilde  man  wende 
diese  Formel  für  alle  Cyclen  der  ludices  1,  2,  3  an  und  addirej  mau  be- 
nutze 

alsdann  erhSlt  man 

**  =  2  ^     + y/+  s,')        '•'+ V+ «.  *.*,«»ri  +*,<.  euj,). 


-it-ü  Ly  Google 


Von  Dr.  S.  Hboir,  405 


8.  BeBiimmang  des  Winkela  swischen  swei  Geraden  T 

und  r'  ans  den  Coordinaten  derselben. 

Aus  den  Formeln  für  Transformation  aus  homogeneu  iu  orthogonale 
Coordinaten  folgt: 


«.  1  ßl 

TM  =  r 

«,  1  ß. 

• 

1  «,  ^, 

1  «3  1^8  1 

tf|  1  er, 

r»  =  —  r 

II,  1  a. 

• 

1  a,  /3, 

Femer  bilde  man  analoge  Formeln  dnrch  Vertanacbong  yon  «i  r. 

Der  gemeinsame  Divisor  aller  yier 


Werthe  ist  bekanntlich  gleich  der  doppelten  Dreiecksfläcbe.  Entwickelt 
man  die  vier  Zihler  als  Functionen  der  Uk  nnd  bildet 

eoiTT'sirr  {uu +vv), 

so  erhilt  man 


cos  rr  ==  ^  («,  «ip,' + «t«  t^' + «»"'««^t 

4-  [«1  w't  +  !7.  gt  cosy^  H-  Iw,m'3  +  UjM'J    j^i  COf  JTt 

Dabei  ist  für  TT'  derjenige  Winkel  zu  nehmen,  den  die  dem  Fix- 
ponkte  angewandten  iiänder  von  T  und  T'  begreoxen. 

9.  Berechnung  der  Dr eiecksfläche  aus  den  Coordinaten 
der  Ecken. 

Das  Dreieck  habe  die  Ecken  B\  B'\  ^"j  dieselben  haben  die  homo- 
genen Coordinaten  «'j,  x"k%  ^  '  k^  wnd  besogen  auf  ein  orthogonales  Hilfs- 
system, dessen  Ursprung  im  Innern  des  Axendreiecks  liegt,  x  y ,  «"y", 

Die  Determinante 


*'i  *'t  «'3 

#/  #' 

*  I  ^  1  ^  s 

tft      fr»  //* 


terfftUt  in  das  Prodnct  aweier  Determinanten;  es  ergiebt  sieh 

1 


Ifl, 

1 

0 

X 

y 

l  a, 

• 

1 

X 

n 

y 

1  «3 

1 

X 

III 

V 

Das  Product  des  ersten  und  letzten  Factors  ist 

wenn  A  h^\h^  die  doppelte  Fläche  und  die  Höhen  des  Axendreiecks  be- 
deuten. Forner  ist  der  mittle  Factor  das  Doppelte  der  gesachten  Dreiecks* 
flftcbe.  Uieraos  folgt  die  gesachte  Fläche  an: 

ZcUiehrin  f.  HftlhMNk|ik     Pby«ik  XV.  «.  -36 
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^1  ^t<^8~< 


2A,  AjÄj 

Ueber  die  BedeatoDg  des  Vorseichens  der  Dreiecksdeterminante 


9f    X%  X0 

M         tt  H 

*  I  *  t  ^  s 


«ZT  I 


X 


wird  wie  folgt  entschieden: 

Zwei  Dreiecke  BiBiBt  und  Br  B,Bt  heissen  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes,  je  nachdem  die  Bewegang  von 
Bk  nach  Bt^  beBiehentlieb  von  J?«  nach  von  i?«,  besiebent- 
Uoh  Br  ans  gesehen  unter  gleicher  oder  unter  entgegenge- 
setsten  Bichtnngen  erseheint. 

Lehrsats:  Zwei  Dreiecke  BiB^Bt  und  BrBgBt  sind  glei* 
eben  oder  entgegengesetsten  Sinnes,  je  nachdem  ihm  De- 
terminanten 

BB[BiBiiBi)  und  BB(BrB,Bt) 
gleichen  oder  entgegengesetaten  Zeichens  sind. 

Beweis:  Permutirt  man  aunlchst  die  Ecken  ein  und  desselben  Drei- 
ecks,  so  dass  aus  der  Ordnung  B^B^B^  die  Ordnung  BiB^Bi  entsteht, 
so  ist 

BD  (B,Bk Bt)^±BB  (Ä,  F,) , 
je  nachdem  ikl  eine  gerade  oder  ungerade  Permntation  von  128  bt  Nun 
sind  aber  alle  geraden  Permutationen  tou  128  sugleich  cyklisch;  in  diesem 
Falle  erscheint  in  der  That  die  Bewegung  von  Bk  nach  B/,  tou  Bt  ans  ge- 
sehen, in  derselben  Richtung,  wie  die  Bewegung  B^B^  von  Bf  aus  gesehen. 
Jede  ungerade  Permutation  der  drei  Elemente  kann  aus  einer  eykllscheo 
durch  Vertauschung  der  totsten  beiden  Elemente  abgeleitet  werden;  ist  ikl 
cyklisch,  so  ist  ilk  ungerade,  und  es  ist  alsdann 

B  B  {Bt  BiBk)^-BB{Bi  B^  1?,). 
Die  Bewegungen  BtBk  und  BifBi  erscheinen  von  jedem  Punkte  aus  unter 
verschiedenen  Richtungen, 

Ersetst  man  in  dem  Dreiecke  B^  B^B^  und  In  der  sngehörigen  Deter- 
minante einen  Punkt  Bt  durch  irgend  einen  andern  Punkt  Bj  der  Ebene, 
so  wird  das  neue  Dreieck  mit  dem  ursprünglichen  gleichen  oder  ent- 
gegengesetsten Sinnes  sei j e  nachdem  Bf  und  Bj  auf  derselben  oder  auf 
entgegengesetsten  Seiten  der  durch  die  beiden  anderen  Ecken  gehenden  Oe- 
raden liegen.  Da  nun  aber  die  linke  Seite  derGleiobung  der  Geraden  P'P" : 


=  0 


Wertfie  gleldien  oder  entgegengesetsten  Zeichens  erhält,  je  nachdem  man 
fttr  die  laufenden  Coordinaten  ^r^^  die  Coordiuaten  x"\  von  auf  derselben 
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oder  entgegengeteUten  Seiten  der  Geraden  F^V^'  gelegten  Punkten  letst, 
so  sind  demnecb  die  Bedingungen  identiscli,  unter  welehen  dnreh  die  Snb- 
Btitntion  fttr  Bi  des  Dreieek  seinen  Sinn  und  die  zugehörige  Determi- 
nante ihr  Zeichen  weehselt,  q.  e.  d. 

Die  Determinante  des  Axendreieeks 

ibt  positiv.  Die  Formel 


BtBtB^  = 


DD(B^B,B^ 


2Ä,  Ä,/<3 

liefert  demnach  einen  positiven  oder  negativen  Werth,  je  nachdem  das 
Dreieck  i?|  mit  dem  Axendrcieck      At      desselben  Sinnes  ist 

oder  nicht. 

Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Normalgleich- 
nngen  der  Ecken. 

Sind  die  Gleiebongen  der  Ecken  in  der  NormalfSsrm  für  B^^^ : 

+  a,(*>«i  +       «3  «  0, 

so  ist  bekanntlich 


Setst  man  diese  Werthe  nach  so  lisst  sieh  hth^h^  als  Factor  abson- 
dern. Hiernach  ergiebt  sich  die  Dreiecksflftehe  ans  den  Oleicbnngen  der 
Ecken  sn 


BiB^B^saj 


ttf  ttg 
«r  t  «  •  « 


s 


Die  Höhen  nnd  die  Winkel  des  Dreiecks  lassen  sieh  aas  Fliehe  nnd 
Seiten  berechnen. 

10.  Berechnung  der  Höhen  eines  Dreiecks  ^ans  den 
Gleichnngen  nnd  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Das  Dreieck  ^  Bf  ' K"  habe  die  Seiten  €^  nnd  die  Höhen 

B'S"H'".  Die  Gleichnngen  der  Seiten  In  Normalform  seien 

Beseichnet  ktm  einen  Cykhis  von  1 23,  so  hat  man: 

=  ^1  «I*  +    *t*  +  ^8  V» 


3  '^3  » 


Hieraus  folgt: 


^  9i 

0  fl/ 
0  o," 


fJt 

k 


9i 
k 


Setzt  man : 


SB« 
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so  folgt: 


I 


»/  #/ 

»  1  «  t  «8 

*tr     M  »tf 

' I«  1«  8 


9\  9%  9$ 

«/  aj 

tf,"  «B* 

Sind  M,'*\  die  Coordinaten  von  Gk%  und  ist 

1  1 


<?t"f 


1 


80  erbSlt  man  mit  Hilfe  der  oben  entwickelten  Formel  dnroh 

'  *, 

II«  Berechnung  der  Flftche  ein^s  Dreiecks  ans  den 
Oleiehnngen  und  den  Coordinaten  der  Seiten. 

Unter  Benntanng  der  soeben  gebrauchten  Beseichnungen  bilde  nso 
dasProdnct: 


t  "8 

tf         M  tt 

«"'.  «  "8 


«  n  R  R  A  *f 

SSS  A.  £»|  0%  lfm  •   ^  . 


«1  «^t 

*t  f* 

•  I  *  t  *  8 

*  I  *   t  *  8 

Stellt  man  das  Product  als  Determinante  dar  and  berücksichtigt,  dt« 

,  je  nachdem  « >  . » 
80  erhält  man: 

S^%M^»H^  ^  Ä  *  i?|        •  — — 

Setzt  man  für  die  Höhen  die  oben  berechneten  Worthe  ein,  so  erhlk 
man  die  gesuchte  JDreiecksÜäche  zu 

aas  den  Gleichangeu  der  Seiten,  und  zu 

»Ol» 

^•^•^»'=2J«7äV^8 

ans  den  Coordinaten  der  Seiten. 

t2.  Bereehnang  der  Seiten  und  Winkel  eines  Dreteeki 
aus  den  Gleichungen  und  Coordinaten  der  Seiten. 

Die  Formeln  der  vorigen  beiden  Abschnitte  liefern: 


und 


2.Ät        2A, //»/ig  RkRlRm 
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c  JL  ^ 

aus  den  Coordioaten  der  Seiteoi  und 

aus  deo  Gleichungen  der  Seiten. 
Nach  der  Formel 

findet  sich 

9i9*9s 

aas  den  Gieicüaugen  der  Seiten,  und 

§  4.   S&tse  über  Conren  iweiter  Oriüiiuig. 

1.  Sind 

Gleichungen  n'*"  Grades  zwischen  den  ortliof^onnlon  Funkt  -  und  I'lancoor- 
dinaten  eines  variaholn  Punktes,  heziohontlich  einer  envelojtpiieiuloii  Ge- 
raden, 80  werden  dieselben  beim  üebergang  zu  homogenen  Coordinaton 
zunächst  in  allgcuieinc  (nicht  homogeno)  Functionen  derselben  vorwandelt. 
Multiplicirt  man  diejenigen  Glieder  dieser  1  unctiooen,  deren  Grad  hinter 
höchsten  Grade  um  b  Einheiten  zurückbleibt,  mit 

^M!+Mt±a^y,  be.ielientlleh  (»iTlifdlÄ^iV+M.-"»)', 

•0  erhalten  alle  Glieder  ein  and  denselben  Grad. 

Die  Qleiehang  einer  jeden  Cnrre  r**"  Grades  oder  ii***^  Classe  in  homo« 
genen  Coordinaten  Icann  demnach  als  homogene  Fnnetion  Grades  der- 
selben dargestellt  werden.  Wir  seUen  kfinftig  bei  Anwendung  homogener 
Coordinaten  immer  diese  Darstellungsweise  ▼orans.  Bei  Anwendung 
Plfleker'scher  Ooordinaten  ist  Gleiches  nicht  möglich,  sobald  ungerade 
Werthe  von  d  vorkommen;  es  lässt  sich  dann  die  Function  Grades  nur 
in  die  Summe  einer  homogenen  Function  und  einer  (n— l)'«"  Grades 
verwandeln. 

Die  Transformationsforroeln  lehren,  dass  die  Gleichnngen  in  homoge- 
nen Punkt-  und  Plancoordinaten  nicht  homogene  Gleichungen  in  orthogo* 
nalen  Coordinaten  von  demselben  Grade  liefern. 
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Wird  ein  Dreieck  zu  Grunde  gelegt,  das  eine  Qoendlicb 
ferne  Seite  {At  J,)  Iiat,  so  haben  alle  im  Endlidiea  gelegenen  Punkte 
einen  constanten  (unendlich  grosHen)  Abstand  (x^)  von  derselben.  Diese 
anendlich  grosse  Coordinate  verschmilzt  im  Allgemeinen  mit  Coefficieoteo 
der  Gleichung  sa  endlichen  Constanten;  ans  der  homogenen  Gleicbang 
Bwisclien  Xt  x,a^  wird  eine  nichthooiogene  Gleicbnng  «wischen  den  Abstin' 
den  des  veriabeln  Punktes  Ton  iwei  Geraden,  d.  i.  eine  Gleichung  in 
Descartes* sehen  Coordinaten. 

Um  au  bestimmen,  wie  sich  die  Planeoordinaten  fflr  ein  sei* 
che»  System  umgestalten  lassen,  lege  man  durch  eine  Paralleler' 
sur  variabeln  Geraden  7;  sie  hat  von  Zden  Abstand  Ug,  von         die  Ab- 

stMnde  Ui  und  Ui;  J  schneide  auf  A^A^  und  A^A^  die  Strecken  ^  and  ^  ab, 

welche  yon  A^  nach  und  A^  positiv  gerechnet  werden  mögen.  Ilaben  non 
J,  A^  und  A^A^  die  (unendlichen)  Liingon  .v,  und  .v, ,  so  ist: 

U,  =  U3*i  .  M,   also  u^  —      .  5,  .  M, 

lij  —  Ug.?,  .  V,  also  j/,  —  j/jj .  jf,  .  M. 
Setzt  man  dies  in  oino  liomo^^ene  Gleichung  der  Uf^  ein,  so  hebt  sich  M3  hin- 
weg; die  unendlichen  ^V(•rthe  y,  versc  hmelzen  itn  Allgemeinen  mit  den 
Coefticienten  zu  endlichen  Constanten  und  es  erübrigt  eine  nicht  homo- 
gene (ileichnng  zwischen  den  reciprokcn  Abschnitten  der 
variabeln  (revadeu  auf  zwei  sich  schneidenden  Axen,  d.  i* 
«wischen  den  orthogonalen  Planeoordinaten. 

Hat  das  Axendreleek  eine  unendlich  ferne  Ecke  A^^  so 
laufen  also     A^  und  A^A^  parallel.   Die  variable  Gerade  schneidet  dann 
▼on  den  unendlichen  Seiten  Ai  A^  und  A^  A^  von  A^  aus  gerechnet  dasselbe 
Stttck  r,  ab,  ▼on  A^  und  A^  aus  gerechnet  seien  die  Abschnitte  Vg  und 
und  Bwar  positiv  nach  A^  zu. 

Alsdann  Terhilt  sich 

und  man  kann  daher  in  die  Gleichungen  für  Planeoordinaten  die  t/j^  dnreb 
die  ijt  ersetzen.  Nun  ist  i\  für  alle  Geraden  constant  und  verschmilzt  ilB 
Allgemeinen  mit  den  Coefficienten  zu  endlichen  Coustauton. 

Die  Gleichungen  in  Planeoordinaten  gehen  demnach  io 
Bezng  auf  ein  System  mit  einer  unendlich  fernen  Ecke  io 
nicht  homogene  Gleichungen  zwischen  den  Abschnitten  der 
▼ariabeln  Geraden  auf  den  beiden  parallelen  Axen  Über. 

Besiebt  man  Gleichungen  in  Punktcoordinatisn  auf  ein  solebei 
System,  so  verftudert  sich  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  drei  Co» 
ordlnaten  eines  Punktes  lu 

wenn  d  den  eenkrecbten  Abstand  der  parallelen  Axen  angiebt 
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2.  Oleicbang  der  Tangente  an  einen  Punkt  x'k  einer 
Oarve  f(^g^XtX^)  —  0.  Gleichung  des  Tangen tielpnnktes  in  einer 
euTeloppirenden  Geraden  u'k  einer  Cnrve  ^{uiU^u^)  —  0, 

Die  Oleiebnng  der  Tangente  igt  die  Grenze,  welcher  «leb  die  Oleieh- 
nng  der  Sehne  dnreh  die  Punkte  x'k  und  «'t+^Jk  nähert »  Wienn  die  ver- 
schwinden, d.  i.  die  Orenie  ven  % 

dP|  «p^ 
off  x\  w\ 

^\  ^%^% 

Für  verschwindende      gelit  diese  Gleichnng  über  in 


^1 


»0. 


X,  X3 

dx\    dx\  . 
«  X  ,     dx , 

Bezeichnet  /|'^  den  partiellen  DifTerentiai^uotieuten 


dxk 


fttr  «*«4i!p, 


so  gehen  für  die  Zeilen  dieser  Determinante  folgende  Gleichungen: 

+       +      j  =  o. 

Man  bilde  unter  Benntsnng  von  drei  willkürlichen  Hilfsgröesen  die  von 
Nnll  verschiedene  Determinante 

l  m  n 

9i  9t  Os 

und  mttltiplictre  dsarit  die  obige  Taogentengleiehnng.  Stellt  man  das  Pro> 
dnet  linker  Hand  als  eine  Determinante  dar,  so  erhält  man  unter  Rücksicbt 
nnf  die  obigen  Gleiebungen: 

(/x',  +  mx', -f- nx'j)    J  0 


0. 


Diese  Determinante  reducirt  sich  auf  das  Prodact  dreier  Diagonalglie* 

der;  beseitigt  man  die  beiden  constanteu  t  actoren 

.  .     dx\  ^  dx\ 
2J  und  l+rn  .  ,  ^ 


dx , 


so  bleibt  ald  Gleichung  der  Tangeute  au  /(^i^f^8)=3  0  im 
Punkte  x'k'. 
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In  analoger  Weise  verfährt  man  für  die  Bestimmung  der  Gleichung 
de«  Tangentialpunktes  der  Curve  <;p(n,  /},n,)sO  in  der  Geraden  Uk\ sie  laatet: 

«i9 1  +  «t  V  «  Hr  «SV  I  =  0. 

3.  Die  CarTen  sweiten  Grades  sind  sngleieb  Corven  aweiter  Classe^ 
nnd  omgekehrt 

Sei  die  Gleichung  einer  Garre  sweiten  Grades 
/=  a„  J?«,  +  2a|,a?,  ar,  +  +         +  a«««t«i  +  «»«s*     ®  • 

so  erhält  man  die  Gleichnng  derselben  Cnrve  in  Planeoordinaten,  wie  folgt: 

Beseichnet  J  einen  noch  nnbestimmten  Coeffieienten,  r  den  Abstand 
der  Tangente  vom  Fixpnnkte,  so  ist  bekanntlieh 

oder 

f.-Ar^^i,,   r.-^rl^O.  A-.-^r^-«. 

Diese  drei  Gleichunjjen  sind  linear  nach  Xk-  Fügt  man  die  Gleichaog 
des  Tangentialpunktes  in  Normaiform,  geordnet  nach  x'kt  biosa: 


0, 


SO  erfordert  der  Verein  dieser  vier  Gleichungen  das  Verschwinden  der  De- 
terminante 


«II 

«II 

«IS 

A. 

«It 

«ft 

«» 

Wf 

«18 

«» 

«88 

«3 

"i 

«8 
^1 

0 

0. 


Dies  ist  die  gesuchte  homogene  Gleichung  sweiten  Grades  awischen 
den  Coordinaten  der  Tangenten  an  0. 

Sei  die  Gleichnng  einer  Cnnre  sweiter  Classe  in  Planeoordinaten 

»^«8)  =  «ll«l*  +  2«lt«l  «t  +  ««li«|  «8  +  «^  V +««M«i«S+ «•»«s****» 

so  erhält  man  ähnlich  wie  oben  die  Gleichnng  derselben  Cnrre  in  homogo- 
nen  Pnnkteoordinaten. 

Ans  der  Gleichnng  des  Tangentialpunktes  in  der  Tangente  Ui 

folgt,  wenn  sßk  die  Coordinaten  des  Tangentialpunktes  bedeuten: 


'  1.      '  j"^^ 


0. 


Nimmt  man  za  den  nach  letzter  Form  gebildeten  und  nach  den  u  ge- 
ordneten  droi  Gleichuno:en  noch  die  Gleichung  der  Tangente  iuNormalformi 
geordnet  nach  u't,  nämlich 

ra,,    ,      ra,    ,      rx»  , 
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SO  erhält  maa  die  gewüuscbte  Gleichang  in  Determinantenform: 

I ' 


«11 

«II 

«13 

■ 

«tt 

«» 

a?. 

«13 

«« 

«'s 

0 

Ä3 

4.  Lehrsatz:  Liegt  der  Paokt  P'  nicht  auf  der  Carve 
iweiten  Grades  /'—O,  so  ist 

die  Gleichnng  der  Polaren  Ton  P'  iu  Bezug  anf  den  Kegel* 
sclinitt  /ssO;  d.  h.  legt  man  ein  geradliniges  Biischol  durch  als  Cen* 
tmm,  so  werden  P'  nnd  derjenige  Pnnkt,  in  welchem  ein  Strahl  die  Ge- 
rade T  schneidet,  Ton  den  Schnittpunkten  dieses  Strahls  mit  dem  Kegel- 
schnitt harmonisch  getrennt. 

Beweis.  Sei     ein  beliehiger  Punkt  von  7,  nnd  seien  Xk  die  Coordi- 
naten  eines  Pnnktes,  ip  welchem  P^P^'  die  Cnnre  schneidet,  so  sind  1|  nnd  At 
so  zu  hestimmen,  dass 
1)  +  = 

Setzt  man  in  8)  die  Werthe  ffir      ans  2)  ein  nnd  ordnet  die  Glieder 

nach  Potenzen  von  X\  so  erhftit  man : 

+ i"'  (r .  + r\  x\ + r, = o. 

Da  anf  r=0  liegt,  so  ist  der  Coefficient  von  2i'A"  gleich  Nnll, 
nnd  es  bleibt  demnach  in  Bestimmung  der  l : 

Hiernach  erhSlt  mnn  für  die  beiden  Schnittpunkte  swei  en^egengesetat 
gleiche  Werthe  von  l!  :  )!\  q.  e.  d. 

5.  Die  Formeln 

«iVi*  +  *.'A*V/3*  und  a?i*/-/  +  a-«*A'  + VA' 
•  sind  identisch.   Genügt  also  ein  Punkt  Pi  der  Gleichnng  der  Polaren 
fttr  Pki  d.  i.  der  Gleichung 

so  genügt  auch  Pk  der  Gleichung  der  Polaren  f&r  P<; 

Die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  demnaeh  ein  Strahlen- 
büschel ,  dessen  Träger  der  Pol  der  Geraden  ist ;  die  Pole  der  Strahlen 
eines  Büschels  liegen  anf  einer  Geraden,  der  Polaren  des  Büschelcen- 
trnms. 
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6.  L)  i  ri  polare  jctlos  Punktes  ist  ointloutig  bestioimt,  so- 
bald es  keinen  Punkt  giobt,  für  welchen  zugleich 

r.=Oi    /",=0,  /"3=0, 
rl.  h.  sobald  die  Discrin^iuante  dor  Gleichung  /=0  von  Null 
verschieden  ist, 


fl,2  </^3 
«,j  (ijj  a,^.j 

«13  '''js  «33 


=  0. 


Ist  dieselbe  gleich  Null  und  sind  ihre  Minoren  von  Null  ▼erscbieden, 
so  Eerfällt  f=0  in  das  Prodaet  iweier  niebt  identischer  linearer  Factoren, 
der  Kegelschnitt  degenerirt  zn  zwei  Geraden.  Der  Schnittpunkt  derselben, 
fttr  welchen  f  ^z=zf*^=if'^=.Q ,  hat  jede  beliebige  Oerade  sar  Polaren. 

Sind  die  Minoren  gleicb  Null,  so  dass  also 


«11  '  «W  J  «18  =  ^12  •  «SM  '  °n 


"iS  *  «2S  •  «3S» 


SO  werden  die  linearen  Factoren  identisch  \  jeder  Kegelschnitt  degenerirt 
in  einer  (doppelt  an  denkenden)  Geraden.  Jeder  Punkt  derselben  bat  jede 
Gerade  sur  Polaren. 

In  jedem  Falle  giebt  es  wenigstens  eine  Gerade,  die  einem  gegebenen 
Pnnkte  als  Polare  angeordnet  ist. 

Die  Polare  wird  unendlich  fern  fttr  den  Punkt,  dessen  Coordi- 
naten  das  System  lö^en: 

/'i-*ö'i  =  ®t 

Dicäcui  Systeme  cutsproclion  alle  Punkte  der  Ebene  nur  dann,  wenn 

f  ^  +  0-,     -f-  f7.rr.,)>; 

dann  degenerirt  dor  Kegclsclniltt  zu  <lor  uik  nJiich  entfernten  Geraden. 

Dieser  Fall  bleibt  von  dor  f ol;,'(Miilon  Hrtiaolitung  ausgeschlossen.  In 
jedem  andern  Falle  miisson  unz."i lili^o  Punkte  «'xistiren,  deren  Polaren  end- 
liche Gerade  sind.  Diese  Punkte  können  nicht  auf  einer  Linie  vertheilt 
liegen,  sondern  eriülleu  Theile  der  Ebene  continuirlicb. 

Die  Polaren  aller  Punkte  laufen  parallel,  sobald  sich  X 
und  fi  so  bestimmen  lassen,  dass  fflr  willkflrliohe  Werthe  Ton  sfk  und  0t'k  . 
das  System  erfttllt  wird: 

^A+f^ri-^i-o, 
*/"t+*»rs-i^.«=o. 

A/*'s  +  <»/"s  — ^8  =  <>- 

Hieran  ist  notbwendig  und  ansreicbend ,  dass 

f 8    /' 3  H 
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Dies«  Detennioante  iRstt  tich  in  leclit  Glieder  auf  ISsen ,  deren  jedes 
ein  Glied 

1,2,3;  A:  =  1,2,8) 

mit  eioer  geinrissen  Determinante  mnltipU^irt  enthält.  Die  Coefficieaten  ▼on 
a^isT I  Tersehwinden  identiaeh. 

Von  den  Hbrigen  sind  die  Coefficienten  von  x\x' k  und  x\x" i  otit^ogen- 
gesetzt  gleich.  Hiernach  bleiben  rIs  Bedingung  dafür,  dass  die  frngliche 
Determinante  unabhängig  von  x\  und  x  \  verachwindet,  die  Gleichungen: 


«11 

«12 

9^ 

«11 

«13 

9i 

«12 

«13 

9^\ 

=  0, 

«12 

«23 

9i 

=  0, 

«22 

«23 

9i 

«« 

9% 

«19 

9i 

«M 

«a 

9i 

Der  Verein  dieser  Gleichungen  erfordert  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante aus  den  Minoren  der  Discriminante,  mithin  das  Verschvinden  der 
Discriminante  selbst. 

Die  Function  f  zerfSllt  deinnach  in  zwei  reelle  lineare  Faetoren. 

Dieselben  seien  M  und  N  und  niügeu  die  CoeliicieutoQ  ajg  uud  haben; 
alsdann  geht  das  obi<;o  System  über  in: 

{kJiJ'  +  a M")  +  iV  +  A'")  «1  -  fl^i  =  0 , 
{X  M'  +  ^1 M")  6,  -f  {k  N'  +  ^  N")     -  5^2  =  0 , 

(Aiif '  +  t^m")  6, + (iL  iv'  +  ,4  ^")  fl,  -  ^, = 0. 

Die  Werthe  XM' +  ^M^^  IN'  +  tkJV"  sind  eonstante  Faetoren;  kfirst 
man  sie  durch  m  nnd  n  ab,  multiplieirt  die  drei  Gleichungen  derBeihe  nach 
mit  XiO^«,  und  addirt,  so  erhält  man: 

Hieraus  folgt  [§  2,  8],  dass  J/  und  N  parallel  laufen.  Auch  dieser 
Fall,  in  welchem  (ii<'  (Jurve  zu  zwei  parallelen  Geraden  degenerirt,  werde 
vor  der  Hand  von  der  weiteren  Betrachtung  ausgeschlussen. 

7.  Jede  Gerade  kann  als  Polare  mindeste ns  eines  Pank- 
tes  betrachtet  werden. 

Sei  die  Gleichung  der  Geraden 

und  sei  k  ein  su  bestimmender  Factor,  so  l9sen  dieCooriinaten  des  gesuch- 
ten Poles  das  System: 

01^' 1  +  9t^'t + ^8*'a  '^^^  ' 

Dieses  System  liefert  lauter  unendliche  Werthe  von  x\,  sobald  die 
Determinante  desselben  nnabhängijnf  von  (it  verschwindet.  Dies  tritt  ein, 
wt^uu  die  drei  den     zugehörigen  Minoren  von 
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I   "l     °i     «3  0 

r/, 

^12  '^23  ö'a 

««8 

verschwinden. 

Dieser  Fall  ist,  wie  sich  mit  Hilfe  der  S.ätzc  Uber  partiale Determinan- 
ten adjnngirter  Systeme  leicht  oacbweisen  lässt,  mit  dem  einen  in  6)  ans- 
geschlossenen  identisch. 

8.  Fttr  die  nach  den  AnsschlQsien  in  C)  fibrig  bleibenden  Gebilde  läset 
steh  immer  ein  Dreieck  finden,  das  gans  im  Endlichen  liegt  nnd  dessen 
Seiten  die  Polaren  der  gsgenflberliegenden  Eicken  sind;  ein  solches  Dreieck 
heisst  ein  sich  selbst  oonjugirtes  Dreieck. 

Man  wühle  sn  diesem  Zwecke  einen  Punkt  P^,  dessen  Polare  im 
Endlichen  liegt;  a^f  dieser  einen  Punkt  P^i  >o  dass  dessen  Polare  77,  mit  11^ 
einen  Punkt  im  Endlichen  gemein  hat  \  I\  I\  ist  alsdann  Polare  für  P,, 
nnd  Pj^P^P^  ein  sich  selbst  conjiigirtes  Dreieck. 

Man  transformire  dio  Gloichuug  dos  Kegelschnitts  auf 
ein  sich  selbst  conjuf^irtos  Dreieck. 

Da  die  Polaren  der  Ecken  des  Axendreiecks  im  Allgemeinen  dio 
Gleichungen  haben: 

Polare  für  Aa:  /"i  =0, 
so  ist  für  ein  sich  selbst  conjugirtes  Axendreieck: 

d.  i.  f  erscheint  in  der  Form : 

9,  Lehrsats:  Tangirt  eine  Gerade  T'  die  Gnrve  sweiter 
Ordnung  ^csO  nieht,  so  ist  der  Punkt 

9 1  «1  +  V  i«t  +  V  s"a = 0 
der  Pol  der  Geraden  7',  d.  h.:  die  beiden,  dnreh  einen  Punkt  Ptou 

T'  an  gelegten  Tangenten  werden  durch  T'  nnd  die  Verbindungs- 

gerade des  Poles  mit  P  harmonisch  getrennt.  (Die  Identitftt  swischen  den 
oben  nnd  den  soeben  definirten  Begriffen  von  Fol  und  Polare  wird  spftter 
nachgewiesen.) 

Beweis.   Ge)»e  7"  durch  den  Pol ,  so  dass 

so  haben  die  beiden  fraglichen  Tangenten  die  Ooordinaten 

welche  nun  der  Gleichung  ^=0  genügen  mttssen.  Substituirt  man,  so  läsat 

sich  das  Resultat  ordnen  zu 

A'*  <p'  +  -       (sp'i  ""i  4-  9  «  "  "a  +      «  "3)  +  A"*  9"  a=  0. 
Hieraus  lolgt 

,  :  A"  =        <jp"  :  y', 
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10.  Die.Forneln 

sind  identiecb.  Hieraat folgt: 

Die  Pole  der  Geraden  einet  Bfiachelt  erfüllen  eine  Oerade,  die  Polare 
des  Centranis;  die  Polaren  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  dn  Bttschel, 
dessen  Trftger  der  Pol  der  Polaren  ist 

11.  Der  pol  ciiior  Geraden  ist  eindeutig  bostiraint,  so- 
bald die  Discrimiuanto  von  q)  =  0  nicht  verschwindet, 


=  0. 


"l2  «23 
I  "13      ^'23  "33 

Jedenfalls  giebt  es  immer  einen  Punkt,  welcher  einer  Geraden  als  Pol 
angehört. 

Verschwindet  die  Descriminante  und  nicht  zugleich  alle  ihre  Minoreni 
so  dpgenerirt  die  Curre  an  awei  distincten  Punkten.  Verschwinden  anch 
ihre  sHmmtiichen  Minoren,  so  degenerirt  sie  an  awei  zasammenfallenden 
Punkten.  Im  ersten  Falle  hat  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte, 
im  letaten  jede  dnrch  den  einen  Punkt  gelegte  Gerade  jeden  Punkt  der 
Ebene  aum  Pol. 

Der  Pol  einer  Geraden  wird  nnendlieh  fern,  sobald 

Vi  +  9t4*ys^^* 
Dies  ist  aber,  wenn ,  wie  immer,  die  Coefficienten  der  Gleiebung  ^ssO 

endlicbe  Wertbe  beben,  entweder  die  Gleiebung  eines  einaelneb  Punktes, 

des  Poles  der  endlicb  fernen  Geraden,  oder  die  Gleiebung  aller  möglicben 

Punkte.  Das  Letatere  tritt  ein,  sobald  augleicb 

«IX +  «12 +«13  =  0, 

«W  +  <«»  +  «X8  = 
«13 "33=®' 

Dieser  Fall  mag  künftig  vor  der  Hand  ansgesehlossen  bleiben. 

12.  Einem  IMinkte  ist  mindestens  eine  Gerade  als  Polare 
sageorduet.  Sei 

a^     +     j/jj-j-  a,jM.5  =  0 
die  Gleichung  des  Punktes  und  k  ein  noch  zu  bestimmender  Factor,  so  be- 
stimmen sich  die  Coordinaten  u\  der  zugehörigen  Polare  (resp.  Polaren) 
aus  dem  System: 

tp\  —  ka^  =  0, 
cp'^  —  Attj  =  0, 

Ol  ^1  "'1  +  {'■> >  +  .7^  r-j  "'3  —  2 
Sollen  die  Polaren  aller  Punkte  tinonHlich  fern  sein,  so  muss  detn  Sy- 
stem unnbhan-^lg  von  a/t  durch  u'4=:  1. genügt  werden j  dies  tritt  wiederum 
nur  dann  ein,  wenn  zugleich 

a<i  +  «I«  +      =  0}    I  =  1,2,3. 
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In  dorn  auf^goschlosspticQ  Falle  bleiben  in  der  Gleicbnng  9=0  noch 
swei  unabhängige  Coustauten. 

Da  die  Discriminante  veivehwindet,  so  serfMU  9  in  swei  lineare  Fae* 
toren;  dieselben  seien  ^  nnd  %  mit  den  Cooffieieoten  nnd  ßk»  Altdano 
gehen  die  Oleichnngen 

Aber  in 

a,B  +  ß,A  =  0.      «=ft  +  A  +  ft- 
Diesem  System  kknn  nur  genügt  werden,  wenn  ^  =  0  und  B  =  0.  In 
diesem  Falle  degenerirt  demnach  die  Gurre*  in  awet  unendlich  entfernten 
PoniLten« 

13.  In  jedem  durch  11)  nicht  ausgeschlossenrn  Falle  kann  man  immer 
ein  solches  ganz  im  Endlichen  gelegenes  Dreieck  auftinflen,  dessen  Kckru 
die  Pole  der  Gegenseiten  sind.  Ein  bolches  Dreieck  heisst  ein  sich 
Selbst  conjugirtes  Dreieck. 

Man  wiililo  hierzu  eine  Gerade  7*,,  deren  Pol      im  Endlichen  liegt, 
f(Mner  clno  Oorade  T.,  durch        welche       schneidet  und  deren  Pol  im 
Endlithon  (auf  J,)  liegt;  der  Pol  von  f^Pj      alsdann  der  Schnittpunkt 
der  Geraden      und  Ty  ist  demnach  ein  sich  selbst  conjugirtes 

Dreieck. 

Die  Pole  der  Seiten  des  Axendreiecks  sind  im  Allgemeinen: 

Pol  von  Jf^^'.  9\  =  0f 

Transformirt  man  die  Gleichung  der  Oarre  auf  ein  sich  seibat  eon- 
jngirtes  Dreieck;  so  mass  demnaek 

9 1  =       •   ¥t  =  ^^i   v's  ^  "s  "s» 
d.  i.  die  auf  ein  sich  selbst  conjogirtes  Dreieck  transformirte  Gleichung  der 

Cnrve  «weiter  Glesse  lantet: 

14.  Stellt  man  die  Gleichungen  eines  Kegelschnitts,  der  auf  eiu  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck  für  Punktcoordioaten  bezogen  ist,  in  Plancoordi- 
naten  dar,  so  erhält  man  (§  4,  3) : 

£i1?1l^.?lJ^^^.£sV=o.. 

a,  a, 

Stellt  man  analog  die  Gleicbnng  eines  Kegelsehnitts,  der  anf  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieek  für  Planeoordinaten  belogen  ist,  in  Pnnkteoordi- 
naten  dar,  so  erhlüt  man  (§4,  3): 

gj'^l'  I  I  gs**B*^o. 

«1  «s  " 
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Jedes  sioli  selbst  conjugirte  Dreieck  für  Piinktcoordi- 
oaton  ist  demnach  ein  ebensolches  Dreieck  fttr  Planeoordi- 
naten  und  umgekehrt. 

Da  man  bei  der  Constmction  eines  sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  in 
Pnnkteoordinaten  von  einem  willkürlichen  Pancte,  und  bei  der  analogen 
Constrnetion  für  Plancoordinaten  von  einer  beliebigen  €^aden  ansgebi,  so 
folgt  hieraas,  dass  ein  Punkt  nnd  eine  Gerade  gleichseitig  für  Pnnkt-  nnd 
für  Plancoordinaten  Pol  nnd  Polare  sind,  dass  demnach  die  fflr  den* 
selben  Kegelschnitt  in  Pnnkt-  nnd  in  Plancoordinaten  defi- 
nirten  Pol  nnd  Polare  sieh  anf  dieselben  Objecto  bestehen. 

Hierans  folgt  weiter,  dass  alle  Carven  sweiten  Grades,  fttr  welche  ein 
oder  mehr  als  ein  Coefißcient  nnendlich  gross  wird,  sowie  die  Paare  Ton 
Parallelen  eine  Gruppe  bilden,  welche  sich  mit  derjenigen  Gruppe  der 
Curven  sweiter  Classe  deckt,  fttr  welche  Coefficienten  nnendlich  werden» 
nebst  den  unendlich  entfernten  Punktenpaaren. 

15.   Eintheilung  der  Gebilde  zweiter  Ordnung  nach  den  Formen  der 
auf  ein  sich  selbst  conjogirtes  Dreieck  belogenen  Gleichungen  in  Pnnkt- 
oder  Plancoordinaten. 
Die  Gleichung  sei 

in  Pnnkteoordinaten :  »iX^  -f"  H^t  +  '^s^s^  =  0 , 
in  Plancoordinaten :    «i  Hi'  +       +  «s  ^'s'  ~  ^* 
A.  Zwei  oder  ein  Coeflieient  in  einer  oder  der  andern  Gleiehong  sind 
gleich  Null : 

l)a.  «2=^0,   a«BO,  also  «^bbqd,  s^bQD. 

Die  Gleichung  wird 

in  Pnnkteoordinaten;  fttr  Plancoordinaten  löst  sie  sich  in  die  Bedingun- 
gen anf: 

Wg  =  0,     «5  =  0, 

bedeutet  also  eine  (doppelt  s»  denkende)  Gerade. 

b.  «t^^*    *8^^*         a,ssQO,   «9 SS  00; 

Gleichung  in  Plancoordinaten: 

«i«i*  =  0; 

in  Punktooordinaten  Idst  sie  sich  auf  su  • 

^2  =  0,   «8  =  0, 
bedeutet  demnach  einen  (doppelt  an  denkenden)  Punkt. 
2>a»  <'3=^0,    a|:«^>0,  also  «,=  00,  a|:a,^0. 

Gleiehong  in  Pnnkteoordinaten:  f^d;|'-|-a^2^*aO, 
,,        „  Plancoordinaten:  u^^O, 
Der  ersteren  kann  durch  reelle  Punkte  nur  genügt  werden,  wenn  sn- 
gleich 

Die  Gleichung  bedeutet  einen  Pnnkt 
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b.  «3  =  0,    tt^  :  0  ,  also  ag  =  oo  ,    Oj  :  flg  >  0, 

Gieicliuog  in  Plancoordinateu:  ffgWf*  =  0| 

„        „  Panktcoordinaten:  x^^=^0 
Der  ersten  Gleicbiuig  enUpricbt  nur  eine  reelle  Gerade,  nlmlich: 

ti^ssO,   u^bO,  d.i.  9^=0, 

Oleiclrang  in  Punktcoordinaten :  m^s^  <4-  ^^t'  ~ ^* 

„       „  Plancoordinaten :   ti^ssO,  «|tt|'  +  Oi<'i'==0. 
Die  entere  Glelebnng  serftUt  in  das  Prodnet  sweier  reeller  linearer 
Facteren  von  der  Form 

Die  swtiten  Bedingungen  lehren  dasselbe,  denn  ans 

nnd 

bestimmen  sich  zwei  reelle  Wertbpaare  Uj^  und  u^,  welche  entgegengeseUt 
gleiehe  Verbältnisse  haben. 

Hiernach  bedentet  die  Gleichung  in  dieser  Form  swei  sieh  sehneidende 
Geraden;  dieselben  bilden  mit  den  Axen  £1^1=0,  w^ssO  ein  harmonischei 
Bfischel. 

b.  <^»0,   ax:«|<0,  also  -aiBOO,  a|:<i|<0. 

Gleichung  in  Planeoordinaten :  a^u^^-^a^u^ssaO, 

„       „  punktcoordinaten :     ss  0 ,     d:^^  4-        = 0. 
Die  erste  Gleichung  serflllt  in  swei  reelle  Factoren : 

Aus  den  Oleicbungeu 

und 

bestimmen  sich  zwei  reelle  Wertlipaare  von  und  j'^,  welche  entgegen- 
gesetzt gleiche  Vorhältuisso  liabon. 

Die  Gleichungen  bedeuten  demnach  zwei  auf  u^  =  0,     —  0  und 
gelegene  Punkte,  welche  von  u^  =  0,  u^— 0  harmonisch  getrennt  werden. 

16.  B.  Keiner  der  beiden  Coefficienten  ist  Null  oder  an- 
endlich  gross. 

Die  weitere  Unterseheidong  erfolgt  in  BUckatcht  auf  den  Punkt,  dessen 
Polare  unendlich  fern  ist,  nnd  auf  die  Geraden,  deren  Pole  unendlieli 
fem  sind. 

1.  Der  Pol,  dess6n*Polare  unendlich  fern  ist,  ist  selbit 
unendlich  fern,  sobald  (11): 

die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist;  fftr 

reducirt  sich  diese  Bedingung  auf 
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efi+ tt^H- «5  =  0; 
18t         in  der  allgemeinen  Form  gegeben,  so  liefert  sie 

Beide  Formen  scigeu  an,  Uass  9=0  erfüllt  wird  für 

W,  SB  112=1/3=1; 

die  Cnrve  wird  also  von  der  nuendlich  fernen  Geraden  tanj^irt. 

Für  Punktcuordinateu  lässt  äicL  die  angegebene  Bedingung  ausdrücken 
wie  folgt: 

«1  H 

17.  2.  Der  Pol  der  onendlieh  fernen  Oereden  —  des 
Oentrnm  der  Carve  —  ist  ein  im  Endliehen  gelegener  Punkt. 

Wir  setseni  ohne  die 'Allgemeinheit  sv  stdren,  ▼orans,  dnss  in  den 
beiden  Gleichungen  ein  und  desselben  Kegelschnitts 

WO  also 

«*• 

die  Coefficienten  folgende  Vorseichen  haben : 

«i>0,   Ä,>0,  Ä,<0, 

also  aneh 

«i>0,  «ii>0» 

Das  Trigheitsgeseta  für  quadratische  Formen  lehrt,  dass  bei  der  Trans* 
formation  der  Oleichnngen  von  einem  sieh  selbst  eonjngirten  Dreieck  auf 
ein  anderes  die  Anaahl  der  positiven  Coeffieienten  onverICndert  bleibt. 

18.  Lehrsatz.  Transformirt  man  die  Gleichnogen  eines  Kegel- 
schnitts von  einem  sich  selbst  eonjngirten  Dreieck  an  einem  andern,  ohne 
die  Gleichungen  durch  constante  Factorm  zu  kürzen  oder  zu  erweitem,  so 
ist  die  Summe  der  Coeffieienten  in  beiden  Oleichnngen  un- 
▼erlnderlieh. 

Beweis.  Die  beiden  sich  selbst  eonjngirten  Dreiecke  seien  A^A^A^ 
und  Ax/%Ä%.  Die  Coordinaten  im  nenen  Systeme  seien  für  Punkte  Xk%  für 
Geraden  ff^,  im  alten  8/steme  Xk  und  Uk\  die  Gleichungen  der  Curve  im 
neuen  Systeme  seien 

Wendet  man  die  iu  §3,  3  gebrauchten  Beaeichnongen  an,  so  erbftit  man 
als  Bedingung  dafür,  dass  A^^A^A^  ein  sich  selbst  coujugirtes  Dreieck  ist, 
die  beiden  Systeme  von  je  drei  Gleichungen: 

0«jö,rt  i- 4-02«  <a  t  +  flg«  ,rt  4  =  0  I  I, Ar  =  1,2  oder 

-f  «a«       *+ «s«  •«  *  =  0)  2,3  oder  3,1. 
Da  die  Transforraationsformeln  auf  der  rechten  Seite  Oerndon-  und 
Punktgleicliungen  in  Nnrmalfonn  enthalten,  so  erfüUeu  die  Cueiüciculeu 
noch  die  zwei  Gruppen  von  je  drei  Gleichungen: 

ZciUclirift  1.  .Matluaialik  u.  Mtysik,  W,  ü.  29 
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2)  +      +  «3'  =  1 . 

I  =  1,2,3. 

Die  Suminen  der  Coefficienteo  in  den  iraosforiuirtan  Gleieliangen  wer- 
den zu 

3)  und 

Berechnet  man  aus  der  ci  bten  Gruppe  vou  2)  die  Trinome 

nnd  substituirt  in  die  erste  Formel  3),  so  erhält  man  unter  Berttck^ichtignng  1 
dea  ersten  Systcmes  1)  die  Constanz  der  CoefficientensQOiaie  in  der  Gleich* 
nngdea  Kegelsclmitts  für  Puuktcoordiuaten. 

Die  zweite  der  Formeln  S)  Iftsat  sich  in  KUckaieht  auf  daa  iweite  Sy* 
atem  l)  achreiben : 

«I  («■  i + •  f + «'.)' + "t  (""i + «"i +«".)'+«,  (• + + «",)*• 

Nimmt  man  hieran  daa  awette  Syatem  2) ,  ao  erhält  man  die  Conataas 
der  Snmme  der  Coofficienten  in  der  Gleichung  fSr  Planeoordinaten. 
19.  Die  Gleichung  dea  Centmma  i«t  (lo): 

«1  "1  +  «8      +  «J  W3  =  0. 

Seine  Coordiuateii  »ind  demnach 

— i  ;  • 

«1  +     +  «s 

Da  nun  der  Nenner  dieaea  Auadmcka  für  alle  sieh  aelbat  eonjuglrten 
Dreiecke  bestRndig  hleiht,  ferner  auch  die  Zahl  der  positiven  sieb  nicht 
ändert,  so  zerfallen  die  centralen  Kegelschnitte  in  zwei  Gruppen:  in  der 
einen  (jru|)pe  liegt  in  Bezug  auf  nlle  sich  selbst  conju«;irten  Dreiecke  das 
Centrum  in  einem  der  drei  unbegrenzten  äusseren  NN' inkcll'elder  des  Axou- 
dreiecks;  in  der  andern  Gruppe  liegt  er  in  einem  der  drei  Felder,  welcho 
durch  eine  Axe  und  die  Verlängerungen  der  beiden  anderen  begreost 
werden. 

Bezi'ichnet  man  mit  rjt  die  Coordinalen  des  Ontrums ,  so  lassen  sich 
die  Gleichungen  eines  Kegelschnittes  demnach  auf  die  FormeQ  briugeu: 

und 

die  so  redncirten  Gleichungen  gehen  hei  der  Tranaformatton  fiBr  andere  aicb 
aelbat  eonjogirte  Dreiecke  ohne  Aufnahme  von  ErweiterungacoefBcienten 
in  Gleichungen  deraelben  Form  in  Beang  auf  daa  neue  Byatem  tther. 

Lftsat  man  nun  daa  Centrnm  mit  snaammenfallen ,  ao  bleibt  bei  dar 
eraten  Gruppe  daa  Verhältniaa  der  (verach windenden)  Coordinnten  po* 
aitiv;  die  Gleichung  gewinnt  demnach  die  Form 
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Bei  der  aweiten  Gruppe  bleibt  du  VerbftUniis  e^ic^  negatiT  und  die 
Gleishnng  erbllt  die  Form 

Die  Kriterien  in  (17)  nnd  (10)  bestiomen  die  Conre  als  Parabel,  El- 
lipse oder  UyperbeL 

Rückt  4i  ina  Unendliehe,  so  gebt  ^,     dnreh's  Centram,  wird  Dia- 
meter. Bei  der  Ellipse  liegt  das  Gentrum  aaf  derselben  Seite  von  nnd 
bei  der  Hjrperbel  werden  A^  und  A^  darob*s  Centmni  getrennt.  Im  ersten 
Falle  haben  c^^  und     entgegengesetzte,  im  lotsten  Falle  gleiche  (positive) 
Vorzeicheo. 

Die  Gleichung  für  Planeoordinaten  nimmt  hiernach  die  Formen  an: 

für  Ellipse  :  a^^P,*  —  a^^  v^*  —  1 , 
für  Hyperbel :  Oj^v^^ -\- a/r.^^  =  \.* 

20.  Die  Boilingutifj^  dafür,  da.ss  zwei  Dreiecke  für  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  sich  seihst  conjugirt  sind,  laset  sich  wie  folgt  ausdrücken: 

Es  seien  x' tx" k  die  Coordinnten  der  Pocken,  i/jt die  der 
Seiten  des  einen  Dreiecks  in  Bezug  auf  das  andere.  Der  beiden  Dreiecken 
zugehörige  Kegelschnitt  habe  anf  das  zum  Axendreieck  gewählte  Dreieck 
die  Gleichungen: 

oder 

Daun  ist  notlnvendig  und  ausreichend,  dass  die  Polaro  von  x\  durch 
x"k  und  und  die  von  x'ic  durch  ^r'''^  geht}  es  muss  demnach  das  Sy- 

stem gelteu; 

a^x^x        «^.r^.r  5,4- «antra  t  = 


Hieraus  erhält  man  die  gesuchte  Bedingung  in  Form  einer  verschwin« 
denden  Determinante : 


»  n 


X  mX 


0  // 

l>v  g      X  %X  9 

aTjOTj      Xj^-j  X3.r3 


«0. 


Aehnlich  findet  man  die  gleichwertbige  Bedingang: 

=  0. 


U^U  j      M3M  3 


n  3"  3 

«  SMS 


•  Die  Cileii-hunifen .  wt-lrlie  anf  ein  zwciaxipcs  Svstcni  bczog;cn  sind,  dessen 
Axen  und  Punkte  aut'  einem  Diameter  so  liegen,  da.Hj4  »iv  durch  die  Enden  dos  ])iH- 
oieters  liArmoniscb  getrennt  werden  und  dessen  Axen  dem  conjugirten  Dinnieter  pa- 
raUel  sind,  lassen  el>snso  frnebtbare  Untersuebrnigea  au,  wie  die  auf  coujugirte  Dia- 
meter bsaogenea  Olei^nagsn  In  Paaktooordinalen. 

»* 
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21.  Lehrsatz:  Sind  swei  Dreiocke  für  einen  Kegelschnitt 
sich  selbst  conjugirt,  so  sind  sie  beide  einem  Kogelsehnitte 
eingeschrieben  und  einem  Kegelschnitte  umschrieben. 

Jeder  dem  Axendreieck  omschriebene  oder  eingeschriebene  Kegel- 
schnitt hat  die  Gleichung 

«M*I«*t  +  ««*t'8  +  %  *s*i «  0, 

besiehentlich 

^  «12  +  «23  "2  "3  +  «31  "3  "l  =  0. 

Sollen  X  iix" kx  " Ii  in  einem  solchen  Kegelschnitt  liegen,  beziebentlicb 
Ukn\u*\  einen  solchen  Kegebchnitt  berühren,  so  moss  das  System  er« 
füllt  sein: 

fljj.r       j  -f-  ffga**-  ä''^  3  I  "31  *^  3"^  1  —  ^» 
a^x       j  +  «s8*        8+«si*  s*  i  =  ö» 

beziehentlich 

"i«  ''1  "'2  +  ''gs  ^^'a  "'3  +  «31  "  3 "  1  ~  0 , 

«12  «"1  ""2  -f-  Of  j3""2"  "3  +  «31  ""3""l  ^ 

/'#  I  ///        *rt        .  ff,  ff, 

«12"  1"   2  '  «23"   2"  31  «31'^  3"   1  =  0. 
Hieraus  folgt  als  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  in  einem  um  das 

ff 

Axendreieck  beschriebenen  Kegelschnitt  liegen,  beziehentlich  dafür,  dass 
drei  Gerade  einen  dem  Axendreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitt  berüh* 
ren ,  das  Verschwinden  der  Determinante: 

x\x\  ^ 'ix\  I  i    m\m'j,     " V' 3  " 


X         ^    X         ^    X  ^x  ^ 
tt     ttt      »•»      trt       »//  if 
X    jX    2*''    2**'    3'''    3«^  i 


»      I    "  1"  2     "  ^"  3     "  3"  1 


=0. 


Diese  beiden  Determinanten  sind  Glied  für  Glied  den  anter  (21)  an- 
geführten gleich,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

22.  Lohrsats:  Groppirt  man  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  n 
swei  Dreiecken,  so  lüsst  sich  stets  ein  und  nnr  ein  Kegelschnitt  findetti 
fttr  welchen  beide  Dreiecke  sich  selbst  conjngirt  sind.  Gmppirt  man  sechs 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  so  swei  Dreiecken,  so  lässt  sich  stets  ein 
und  nnr  ein  Kegelschnitt  finden ,  fflr  welchen  beide  Dreiecke  sich  selbst 
eonjngirt  sind. 

Beweis:  Zum  Beweise  des  ersten  Theiles  besiehe  man  die  drei 
Punkte  der  einen  Gruppe  st^x\^k  das  ans  den  Punkten  der  andern 
gebildete  Dreieck;  dann  annulliren  die  x*kx'itx'*'it  die  erste  Determinante 
in  (31),  mithin  auch  die  erste  Determinante  in  (SO). 

Oesetat,  es  sei 

die  Gleichung  des  beiden  Dreiecken  coi^ugirten  Kegelschnittes,  so  mttsaen 
(21)  die  Gleichungen  erfüllt  werden: 
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Diesef  System  ist  errfillb«r,  da  die  Determinente  Tersoh winde t ;  aas 
irgend  sweien  der  drei  Gleiclinngen  folgt  dann  das  Yerbältniss 

eindeutig ,  q.  e.  d. 

Ebenso  erfolgt  der  Beweis  des  »weiten  Theiles. 

23.    Bowpis  des  Prtscal'schcn  Satzes. 

Liegen  die  drei  Puukte,  in  wcIcIkmi  sicli  die  gegenüberliegenden  Sei- 
teupaare eines  Sechsecks  schneiden,  in  einer  Geraden,  so  ist  das  Sechseck 
einem  Kegelschnitt  eingeschrieben. 

Das  Sechseck  sei  P^n^P^n^P^Ü^\  seine  Gegenseitenpaare  sind  als 
dann: 

P(77,  und  /7^P3, 
n,P,  und  Ts  773, 
l\n^  und  /JsPj. 

Man  beziehe  P^P^P^  auf  das  Azendreieck  n^n^n%\  haben  dann 
Pi  P^P-i  die  Coordinaten  «'j^,  x"ut  x"kt  so  sind  die  Gleichnngen  der  Seiten 
des  Sechsecks:  . 

( P,  /7J  =  x>,  -  x',a?$  =  0 ,   (17,  ft )  =  x'",x^  -  x'^iSi =0, 

17,)  S  s\9t  -  s\x^  =  0,   ( 17$  Pj)  =  a?>,  -  #',«1  =  Ö. 
Es  mflssen  sieh  nach  der  Voranssetsnng  des  Satses  sechs  Coefficienten 
Ai'y  |tf»',      so  bestimmen  lassen,  dass 

i  (p,  n,) + r  (n,/»,)  s  (P^n,) + n,) = v  (p,  J7,) + /  (i7,i>o. 

Hieraas  folgen  die  Gleichnngen: 

«  «il  es«  ,fl  es  — *,|r  — «,V, 

Aua  diesen  Gleichungen  folgt: 


*9 


Dann  bleiben  die  drei  Gleichnngen  ttbrig: 


«0, 


a  3  A,              —  a-  3  /Ii  "t"  j;  p  =  (J , 

a-gA-i-x       — X  =0. 

Der  Verein  derselben  wird  bedingt  durch  das  Verschwinden  der  De- 
terminante : 


0 

X  3 

0 

/  t 

X  2  ^  3 

35  3X  g 

«  S 

"~  // 
**  1 

0 

tf 

*s 

S 

— « 


0 


X 


Ii» 


=  0. 
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Man  moltiplicire  die  erste  Coloone  mit       die  dritte  mit  «"j,  tiibtrt* 


hire  die  erste  Zeile  vou  der  zweiten ,  subtrabire  hierauf  die  mit 


s 


mnlti- 


plicirte  erste  Zeile  von  der  leisten  Zeile  nnd  mnltipUeire  die  nnn  •ntstan- 
dene  letste  Colonne  mit  9.  In  der  iweiten  Oolonne  der  resnltirenden 
Determinante  sind  alle  Glieder  ansser  dem  ersten  Null,  nnd  die  Determi- 
nante versehwindet  also  für 


«  / 


2" 


a:  3 


=  0. 


q.  e.  d. 

Nimmt  man  nnn  an,  der  directe  Pascarsche  Satz  gälte  für  irgend 

ein  eingoschriebenos  Sechseck  nicht,  so  gruppire  man  dessen  Ecken  zu  den 
beiden  Dreiecken  und  verfahre  ganz  wie  oben.  Dann  kann  der  Vorein  der 
Gleichungen  für  Ai',  \k\i ^  vv  nicht  zusammen  bestehen,  oder,  da  v  nnd  / 
immer  nach  den  dort  bezeichneten  Formeln  gewühlt  werden  können,  so 
kann  der  Verein  der  vier  Gleichungen  für  AA.'  und  nicht  bestehen,  mithin 
kann  die  am  Schluss  angeführte  Determinante  nicht  verschwinden;  das  ist 
aber  ein  Widerspruch  gegen  die  Vorausfietzuog,  dasa  das  Sechseck  einem 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sein  soll. 

Der  Beweis  für  den  Brianchon'schen  Sata  Yerfol^ genso  den- 
selben Gang. 
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Betrachtungen  Ober  die  «Ylgemeinen  Eigenschaften  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichangen  hat  Fnchs*  «ngestollt;  bezeichnet  man  mit /'ganze 
Functionen  nach  x,  so  sind  die  Nullpunkte  der  Function  /j,  in  der  Gleich- 
ung: '  ■ 

Aoi/<''^  +  /",y*— +  .  .4- A.y  =  o, 

die  singuliiren  Punkte  des  Integral«  f/;  nennt  man  dieselben  a,  so  giebt  es 
nach  Fnchs  für  jeden  Punkt  a  m  particuläre  Tntegrale  von  der  Form 

(.r  —  a)^  .  rp  ' .r  —  a)  , 
WO  <p  eine  in  der  Uinf,'ebuiig  von  n  oiiidcutigt'  Function  ist,  so  d.i.ss  Ps  nni^- 
licb  ist,  die  Function  //  um  jeden  singularen  l'inikf  horumzufülircn ;  'lie 
Grössen  k  ergeben  sicli  dabei  als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  m**"  Grades. 
Fallen  molirore  der  Wurzeln  k  zusammen,  so  hat  Fuchs  gezeigt,  das»  die 
ausfallenden  Integrale  durch  neue  Formen,  welche  log(x — a)  enthalten,  er- 
setzt werden  können.  Es  soll  znnttchst  unten  gezei^^t  werden,  dass  es  eine 
allgemeine  Methode  giebt,  nach  der  die  nenen  Integrale  zu  bestimmen  sind, 
wenn  unter  beliebigen  Integralen  F{k^  \  A,,  «)i  ^(^tJ  h-^)  meh- 
rere dadurch  gleich  werden,  dass  i|S=3A,"...  etc.  wird.  Diese  allgemeiDe 
Methode  ist  wie  für  die  meisten  linearen  Differentialgleichungen,  so  beson- 
ders für  die  vorliegende  Gleichong  i)  bedeutnngSToll ,  da  es  sich  zeigen 
wird,  dass  die  ITundamentalgrössen,  ans  denen  die  Integrale  gebildet  wer- 
den ,  die  Warsein  aweier  Gleichnngen  m**"  Grades  sind.  Neben  der  Gleich- 
heit der  FoDdamentalgrÖssen  ist  auch  noch  der  Fall  berttcksiehtigt  worden. 
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dasB  ihre  Differenzen  ganze  Zahlen  werdeu;  sonst  sind  nur  noch  die  eio- 

flussreichen  Bedingungen 

0^=0^=  . .  .=ar-\=0  oder  h^=bf  =  . . .  =hr—i  =  0 
in  Roclinuug  gozor^en,  alle  weiteren  Spccialuutersuchungen  aber  zuGunötcu 
der  Uebf r.sichtliclikeit  verschoben  worden. 

Fnigrnde  drei  Formen  sind  für  die  particulüreu  Integrale  in  Anwen- 
dung gekniniiUMi : 

1.  Keihen  :  Wie  sich  schon  ans  der  Gestalt  der  Gleichung 

2)  K  +  6o  ^)      ^  ,^  +  (a,  +  ^  .)  0?- +  ...  +  (««  + 

vcrmutlion  Insst,  sind  die  Reihen  nur  für  die  singulären  Pnnkto  Null  und 
Unendlich  von  einfacherer  (Jcstalt;  sie  orscheinen  für  diese  Punkte  als 
hj'pergeomotrisclio  Keihen  m^''^  Ordnung,  wenn  man  das  Binomium  als  eine 
solche  Keiho  l*"  Ordnung  und  die  gewöhnliche  hypergeometrische  Reihe 
als  die  2'«''  Ordnung  zählt.  Von  der  Entwickelang  der  Keihen  für  den  drit- 
ten singulSren  Ponkt  css— ^  habe  ieh  Abstand  genommen,  da  die  CoefS- 

cienten  derselben,  wie  sich  ans  den  bestimmten  Integralen  entnehmen  Usst, 
aus  Functionen  gebildet  sind,  welche  man  aus  hypergeometrischen  Reihen 
m'*^*^ Ordnung  dadnrch  erhält,  dass  man  die  Variable  der  Einheit  gleich  setzt; 
für  die  hypergeometrischen  Reiben  3^*'  Ordnung  entstehen  dadarcli  ketoe 
Schwierigkeiten,  da  sich  F(a,/3^jr,  ])  bekanntlich  durch  GammafnncUonea 
ausdrücken  Itsst ;  fKr  bypergeometriscbe  Reihen  höherer  Ordnung  ist  mir 
das  aber  nur  in  gans  besonderen  Fällen  gelungen. 

3.  Bestimmte  Integrale:  Bei  denselben  entstehen  ▼ersebiedene  For- 
men, je  nachdem  und  bf  von  Null  verschieden  sind  oder  eine  der  Be- 
dingungen 

Ar— 1  =0  tlO<l  ftlfSSB  ...  6^_|sO 

eintritt;  in  allen  Fällen  aber  erscheinen  die  Integrale  als  iii—l«  fache* 
Eine  genauere  DIseussion  eines  derselben,  in  Analogie  dessen,  auf  welchsi 
Rie  mann*  bei  der  Differentialgleichung  3*"  Ordnung  hingewiesen  und  wel* 
cbfts  Thomae**  eingehend  betrachtet  hat,  seheint  für  eine  selbststindlge 
Untersuchung  geeigneter. 

3.  Bestimmte  Differentiale:  In  dieser  Welse  glaube  ich  die  DüEsren- 
tiale  einer  Function  ^(t/x)  nach  ti,  für  welche  u  nach  der  Ausführung  der 
Dißcrentiationen  einen  bestimmten  Werth  erhält,  bezeichnen  an  dürfen; 
wird  das  bestimmte  Integral  als  Kecbnun^soperation  genommen,  so  liegt  die 
Analogie  auf  der  Hand.  Zu  einer  umfangreichen  Benutzung  dieser  Form«o 
bedarf  es  allerdings  noch  einer  sicher  gegründeten  Theorie  complexer  Dif* 


*  Riemann:  Ueter  die  dareh  die  0 au ss*sche  Reibe  darstellbareu  FooctiO' 

neu ,  S.  W. 

äclilomilch*»  ZeiUchrift,  14.  Jahrg.  S.  48. 
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ferentialquotieoten.  Aaob  die  beatimmten  Differentiale  treten  hier  ab 
M— 1-ftobe  auf. 

Von  einer  Darstellung  der  Function  y  durch  vielfache  oder  allgemei- 
Her  durch  complexe  Differentiale  nnch  x  nehme  ich  Abstand,  einerseits, 
weil  Malmsten  die  Methode  vollständig  angegeben  hat,  nach  der  die 
SO  gestalteten  Integrale  der  Gl€ichnug2)  gefunden  werden  können,  anderer- 
seits, weil  für  die  übersichtliche  Aufstellung  des  allgemeinen  Integrals, 
welches  noch  der  Arbeit  Malrost  in 's  hinsozufDgen  wire,  die  2  m  Fun- 
damentalcottstanten  nicht  geeignet  erseheinen. 

Von  besonderem  Notsen  in  den  nachstehenden  Betrachtungen  zeigt 
sich  die  Umformung  der  Qleiehnng  2)  in  eine  Form,  wie  sie  Riemann  für 
den  Fall  m  =3  2  aufgestellt  hat**;  fibrigene  hat  schon  Hatmstin  auf  den 
Zusammenhang  der  beiden  Formen  hingewiesen***,  indess  dabei  das  Wesen 
der  anftretenden  Constanten  nieht  richtig  erkannt;  es  sind,  wie  sich  seigen 
wird«  negativa  Faenltftteneoef&cienten. 

1 

Es  seien       ,9),  F{l^^x)  Integrale  einer  Gleichung: 

wo  ein  Integral  ausfUlt,  weil  ist;  man  denke  sich  die  Constanten  der 

Functionen  f  um  Weniges  TerXndert,  wodnreh  dieselben  in  f  übergehen, 
so  werden  die  Grössen  il,  und    noch  nicht  snsammeofallen.  Da  nunjP(Jl|,«) 

und  FiX^yx)  Integrale  sind,  «0  muss 

r A')  -,t:,rn  + ...  +r  ~\^-zrxr 

sein;  lasst  man  die  Functionen  stetig  in  die  Functionen  f  übergehen,  so 
geht  i^^*^  in  -  ^[^'^  über;  fallen  drei  Grössen  i,,  i,,  A.  susam- 

men,  so  kommt  man  entsprechend  au  dem  Integral  --^.^^'^  etc.  Werden 

also  r  Wurzeln  i  bei  Integralen  e^'  oder  (x— n)^  gleich,  so  sind 

»e**,  ar*e^*  ...  ei* 

und  andererseits 

—  ö)^  loa  (.r  —  tf ) ,  (ä  —  a)*  log*    —  o)  . , .  (a:  —  a)^  log''  -  *  (a;  —  a) 

die  neuen  Integrale. 

Coniplicirter  wird  aber  die  Ableitung,  wenn  das  particnläre  Integral 
nieht  nur  da«  eine  charakterisirende  X^,  sondern  aneb  die  Übrigen  A«, A*...Af, 


*  Crelle,  Bd.  89  8.99. 
*•  A.  a.  O.  8. 19. 

Grelle,  Bd.Mfi.107. 
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d.  h.  diejenigen  i  in  A, ,  ...  Ar,  welche  nicht  siod,  enthftit;  8olleu*die 
letzteren  Orttssen  daa  Integral  nicht  «baraktcriairen,  so  mnss  innerhalb  dei- 
selben  /^(i«;  in*  ...  if)  ihre  VerCaateliaiig  mOglieh  tein,  d.  h.  das  In- 
tegral masf  In  Besag  auf  1«,  1»  ...  il^  sjnmetriseb  leiD.  Man  flbertiefal 
D1ID,  dasa  die  Differeotialqnotienten 

rdi>F(A^;    ...  A,)-[    rrfy  yft„ ;    ...  a,)-] 

L   '  i<AP      Ji*  L  ./Ar-r/Ar  ...rfA;'  V 

wo  das  zur  Klammer  gehetzte  Zeichen  bedeuten  soll,  dass  nach  der  Diffe- 
rentiation alle  Grössen  A,  ,  A,  ...  Ar  den  gfineinscbaftlichen  Werth  A  anneh- 
men, unverändert  bleiben,  welche  VVcrtbo  aus  A|,At...Ar  die  Grössen 
i^,  i«  ...  ilg  auch  annehmen,  wenn  es  nur  verschiedene  sind.  Setat  ooan: 

fo  ist: 

/•a.,i...,A,)=l/j+[l£]..+[l£]2„ 

wo  in  allen  eekigen  Klammern  1  gebttrt  vnd  die  Grössen  s...  alle  mdg^ 
Heben  Combinationen  ebne Wiederbolnng  ans  den  Elementen  a,  b,,,q  dnreb- 
snmaeben  beben.  Lftsst  man  a  der  Reibe  nacb  die  Wertbe  1, 2...r  annebmeo« 
so  erbkit  man  die  r  Integrale,  welebe  mit  /^(If).*.  ^(^)  beseiebDSt 

werden  sollen.  Die  Integrale  werden  sXmmtlieb  ans  dem  ersten  gebildati 
indem  man  die  Indices  desselben  nm  1,  sodann  nm  S,  endlieb  nm  r— 1  er- 
böbt,  wobei  f}  als  Erhöhung  von  Sr  ananseben  ist;  jedes  Integral  kann 
aneb  ans  dem  Torbergebenden  gebildet  werden,  indem  man  die  Indices  des- 
selben am  I  erhöbt.  Da  sieb  die  DiffSsrentialqnotienten  der  reebten  Seite  ia 
der  Oleiebnng  3)  dnreh  Erhöhung  der  Indices ,  wie  eben  bemerkt  ward^f 
nicht  ändern,  so  sollen  dieselben  bei  der  Erhöbung  der  Indices  nnborflbit 
bleiben  und  als  nach  ileni  ersten  Integral  f(A,;  A,  ...Ar)  bestimmt  angesehen 
werden.  Denkt  man  .sich  nun  in  dieser  Weise  dio  r  Integrale  nach  dcf 
Gleichung  3)  hingeschrieben,  so  gehen  sie  alle  für  f,  —  f,— . . .  =  0  in 
/^(A)  =        über,  wodurch  das  erste  neue  Integral  erhalten  ist.  —  äubtrs* 
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birt  man  dqd  je  swe!  aof  einander  folgende  der  rGleklinngen,  so  wird  sieh 
zeigeo,  data  der  Avadmck  der  reebten  Seite  der  neuen  1  OleichoDgen 
je  den  Factor  €r—t,  entbilt,  to  dass  sieb  ergiebt: 

In  entsprechender  Weise  denke  man  sieb  doreh  Erhöhung  der  Indiees 
die  übrigen  Ansdrttcke  ^i(it>  ^)  ^i(Ar-it^)  gebildet  Dieeelbeo  sind 
Integrale  der  Differentialgleiebnng  f^tf^"^'^  "•f'mlf^Oi  iMsst  naa  dia 
Fnnetionen in  f  flbergeben,  eo  wird  Sistt»...tr=BO;  man  erbftlt  also 

^^-^J  —  ^^^J  als  das  zweite  neue  Integral.  Nuo  bilde  man  entsprechend: 

C*i  I  ^1     =  —  

•I  —  »• 

nnd  die  dasn  gebörigen  Ausdrücke 

^«(^i^stli)  etc., 
so  erblUt  man  dnreb  t,  ss  ...  «^»o  das  dritte  neue  Integral: 

'  UA.'J     L^A,  dAj  ^  L'/A,  rfAsJ     *  L/  A,'J' 
und  ebenso  ans     (A| . .  •  A^)  das  vierte  nene  Integral: 

.  I  r^n  .r     1  .r     i  ^  r^^i 

«.8LrfAi"J     'UV'/A.J      *UA,f/A,*J  2.3L'/A,»J 

r     el^F     1      2  r   ./»^  1 

r ,  1 

L/i2  ^Ar,  r/A,  J' 

Schreitet  man  in  derselben  Weise  fort  durch  Differeuzeubilduog  und 
Division  der  jeweiligen  erstcu  DiflVrenz  mit 

SO  erhält  man  r  Integrale  von  der  allgemeinen  Form: 

4)  2/  Jl(^)  n{a)  ...  Jl'(n) 

wo 


*  n(0)  =  1  und  für  ganze  Zahleu  IIQi)  =  1 . 2  . . .      Ferner  W  (vt)  =  [17 (Vk)]'- 
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die  auf  einander  folgenden  GrOsien  ans  A«,     . ..  Ar  bedentea  und 

fi-t  Vi ,  Vf  ...       dt  b  k 
alle  möglichen  gansen  posttiren  Wertbe  mit  Einsehlnu  der  Null  annelimeB 
rnttsseoi  welche  der  Bedingungs^'leichting 

entsprechen.  Für  das  letzte  Integral  ist  s=r—l. 
Der  Factor 

  1   

rflhrt  von  der  erweiterten  TayIor*ichen  Reibe  her|  es  ist  also  noch  so 
seigen,  dass  durch  die  oben  angedeutete  Beehnnngsoperation  des  altemiren« 
den  Snhtrahirens  nnd  Dividirens  die  ttbrigen  Factoren  binsntreten  mfUseo, 
d.  h,  es  mnss  fOr 

ö)  ta*(«i)«=«i'*         iß«+l      ««+«)•'  ('ß-hl       «1»+»)*'  (««+1  ••.»«+*)'•• 
WO  X 

a,  6  ...  A:,  f»,  Vi  ...  VA 

nnverilndert  bleiben, 

a+1  ...  a  +  fl,    +  1  .  .»+i...x  +  Ä- 
alle  möglioben  Werthe  ohne  Wiederholung  ans  den  Elementen  2,  S ...  r  an- 
nehmen, 

sein,  wenn 

«I  —  «t  «1  —  Sf 

ete*  ist 

ZonSehst  ergiebt  sieh  fttr  den  einfachsten  Ansdmok 

wo  fl^  und  ju,  allo  niö^liclipu  positiven  ganzen  Zahlen,  mit  Eius>chlut>s  der 
Null;  werden,  welche  der  Bedingung 

f*i  +  f*t  =  *— 1 

genügen;  darnnch  ist: 

also  schliesslich 
nnd  somit 

*  uiyui<.Cü  Ly  Google 
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2»'. 


(«t  +  ■ »« ^-t)  —  (it + . » .  o ^ 

Da  nnn  offenbar 

V.-.r  l,.,r  TUTr 

ist,  wo  die  SammenausdrflelLe  auf  der  rechten  Seite  Grössen  darstellen, 
welche  bei  der  Erbdhnng  aller  Indiees  nm  1  nnverftndert  bleiben,  so  sieht 
man,  dass  bei  dem  Fortschreiten  sn  hSberen  die  ersten  Glieder  ver- 
schwinden mflssen,  da  der  Exponent  von  i,  in  ibnen  niedriger  ist,  als  im 
letsten  Gliede ;  t/^'jy,  ""^  ^'v, +v,  worden  slso  je  dem  Coefficienten  des  lots- 
ten Gliedes  gleich,  so  dass  es  genügt,  die  Aufiucrksainkeit  auf  diesen  zu 
richten:  Forint  man  in  derselben  Weise,  wie  die  Ausdrücke  ^j*, 
um,  so  erhält  innti:  * 

l...r  1..-  r  1  ..r  l...r 

ö)  l...r 


"1+"«  ^^^"^  4- 

1  ••«!* 


V  .1.1    1.  i7(«4-^+ ..•  Ar)        .      .  ... 

( —  i\«+»+..,it  _b — : — ?  L * «•'i+»''t+...t»'. 

^    ^  JI(«)...i2(iSr)  * 

wo  der  Strich  andeutet,  dass  das  dadurch  beseichnete  Element  in  der  Snm- 
mengrtfsse  des  Ausdrucks  5)  fehlt.  Durch  Indnction  ttbersengt  man  sich  von 
der  Richtigkeit  des  Endj^liedes.  Es  sei: 


»  ..r 


die  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  SummenausdrUcke  können  nsch 

Gleichung  6)  umgeformt  werden  und  geben  dann  einen  Endsasdruek  mit 
der  Potenz      +   •'»+*•'« +•••*•'*,  au  der  folgende  Coefficieuteusuuime  gehört: 

iI(M^l)72(*-l).../7(Äj  +  •  •  +  /Z(a+"l)ii(6)^. 
^     1)-+«+*+...+*  /IL«  +  '     +  :  •  :±il. 
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Entspreebend  ist  der  Ausdruck  zo  bebandeln,  wo  anter  das 

SnmmenseiebeD  der  Gl^ebong  ft)  noeb  ein  Element 

Hat  nun  das  erste  der  r  gleicben  Integrale  die  Form 

so  werden  die  r  neuen  Integrale  folgende: 
(*  —  a/  [9>i  +  %  («  —  a )  4>] 


7) 


(x  -  a)^  ^<pr-i  +  hg  {X  —  a)  (pr-2  +         hg'  (x  —  a)  qp^^j  + ... 


JI(2) 

*  •     n  (r->2)  '^'^'^  ■  - 


wo  9«  allgemein  ans  dem  Ansdmck  4)  erbalten  wird ,  indem  man  9  an  die 
Stelle  von  F  setst.  Es  seigt  sieb  also,  dass  nicbt  nur  die  an  den  böebsten 
Potenaen  von  hg  {x  —  a)  gebörigen  <f  in  allen  r  Integralen ,  wie  sebon 
Fuebs  bemerkt  bat*,  unter  einander  gleich  sind,  sondern  aneb  die  su  den 
nXcbst  böberen  Potenaen  gebörigen  nnd  ebenso  die  darauf  folgenden  u.  a.  w« 
—  Uebrigens  bat  Borebar  dt**  sebon  einmal  die  sweite  Form 

dF  dF 

bei  zw«n  zusanunenfAllonden  Integralen  in  An^vondung  gcbracbt,  um  ein 
von  Spitzer  gegebenes  Integral  üci  DiÜercutial^lcicliung  zweiter  Ordnung 
abzuleiten. 

IL 


o 


Um  der  Gleicbung  2)  die  von  Riemnnn  bei  der  Diffcrontialgleicliun 
zweiter  Ordnung  gebrauchte  Form  zu  geben  und  um  Gleichun^^cn  der  neuen 
Form  in  die  all«'  Form  2)  zu  verwandeln,  gebraucbt  man  folgende  Formeln: 
(/"  V  (i"V  „        d"-^!/       .  ^  f/"-2;/ 

djL"     {(Lhgxf      '  (d./oyj-)"-«^ 

...+(-!)— , 

8)  .  dJugX 

wo  die  Constanten  C  die  Facultätencoefficienten  in  der  von  Schlömilch 
festgestellten  Bezeichnung  sind,  also  die  Cfi  die  Coefficieoten  der  Gleicbnng 

*  Borehardt,  Bd.  00  8. 186  nnd  Bd.OS  B.350. 
•^Borchardt»  Bd.  67  8. 70  ond 81. 
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II»!! « II  (a<  +  0  . . .  («+«—  l)  =  <Vii"+C,«ii*  +  •»■-*  +  . . .  +  wCl-t 
sind ,  die  CT*  «ber  die  Form  haben: 

Die  Bweite  GleiehuDg  miterS)  Ist  es,  welche  Malm  st  in*  ableiten 
wollte;  er  hielt  aber  die  Coeffieienten  ftr  Summen  Ten  Prodneten,  die 
durch  CombinatioDen  mit  Wiederholung  aas  den  ganzen  Zahlen  gebildet 
sind.  —  Die  Gleichungen  8)  sind  leicht  durch  Induction  su  beweisen,  wenn 
man  sieb  auf  die  Beziehungen 

c?""+'  +  (»+i-P)  c,-"r'+''=cr"-'+' 

stützt.  Uebrigeos  wMre  die  zw  eite  Gleichung  unter  8)  anch  nach  den 
allgemeinen  CIoichuDgen***  über  Diflerentiation  der  snsammengesetzten 
Functionen  abzuleiten.  —  Mit  Uilfe  der  ersten  Gleichung  nnter  8)  nimmt 
die  Differentialgleichong  2)  folgende  Form  an : 

wo 


10a)  /_ 


p 


=  6;—^/',-  C-i)'VV 


Führt  man  Gleichung  9)  mit  Hilfe  der  sweiten  Gleichung  unter  8)  auf 
die  Form  2)  xurttt  k,  so  erhftlt  man: 

'    ^  6p  =  e,+  + 

Aus  den  Gleichungen  10  a)  und  10  b)  ergeben  sich  bei  Benutaung  einer 
beliebigen  Variablen  tr  noch  folgende  merkwürdige  Bealehnngen: 

fl,ii-H  +  +. . .+  ö«, , «« l->  +  fl«  =  rfo«*  +  rf, +  . 

,    j       ...  +  rf»_iM+  «Ottf—«!) ...(«— «Ji 

^  6,ii«M  +   tt— »i-i  + . . .  +    =  ^,«-  +  e,  II«—«  +  + 

die  Wnrseln  «  und  werden  sich  später  als  die  eigentlichen  Fondamental- 
Gonstanten  der  particnlfiren  Integrale  ergeben.  ^  Die-Besiehungen  10a), 
b)  und  c)  finden  erklftrlicherweise  selbststindig,  unabhängig  von  der  Diffe- 
rentialgleichung, statt;  80  kann  man  s.  B.  aus  10 a)  und  10c)  durch  Deter- 
minantenbesiebungen.  10  b)  ableiten. 

Durch  die  Form  0)  kann  man  die  allgemeine  Differentinlgleichung 


•  Crelle,  Bd.  :ty  S.  U9. 

Ib  Bezug  auf  die  Grössen  C  siehe  Schldinilch,  Compendium,  Thell  11 
8. 20  n.  80. 

***  8  ob  Um  lieb,  Compendian ,  TheilII8.5»  Oleickang  5  u.  Ob 
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auf  den  eiufacben  Fall  ^=1  zurückriibreu.  Dieselbe  gebt  uacb  8)  und  9) 
über  in 

Beut  men  tf^ss|,  so  erhält  man  die  Gleichung 


welche  mit  Gleichung  0)  Yollkommen  ttbereinetinimt  nnd  nor  darin  at- 
weicht,  d«66  ihre  Fandamentalconttanten 

«1  ,  ß<       ßt  ßm 

— ,    — ... —  unu  — ,  — 

9       9       9  9       9  9 

find  nnd  dase  an  Stelle  von     ynd     die  Werthe  von  d^^"*  and  e^i^"*  anf- 

treten. 

HL 

Soll  das  Integra]  der  Gleichung  2)  in  der  Form 

n  =  QO 

gegeben  werden,  so  setze  man: 

ipn  (fl)  =  fl«  «  +  a.  (A+«)— »»- »  +     +        (X+n)  + 

also  nach  10  c): 

=  rf,(X+ii— «,)(!+ w—«,)  .    .    .  (A+n— «^); 
beaeicbnet  9« (6)  die  entsprechend  ans  b  oder  e  gebildete  Fnnction,  so  ist: 

-^•^  

^^«(ä)  («)•••  * 

nnd 

Bei  der  Ableitung  \  nn  A„  ist  vorausgesetzt,  dass  ansser  q>o{»)  kein  anderes 

g>(fl)  der  Null  gleich  sei. 

Bezeieliuet  man  die  m  jiarticulnren  Integrale  mit  ifn  Iff'  Umt  so  ist 
mit  Fortlassung  des  cou^tanten  Factors: 

12)    y,^^F(         «.-i^M«,-/^...«,-^«.  zA,) 
\«,  —  «1  + 1,  «f  —  «1  +  1  . ..  a,  —  «»  +  1    «,  / 
wenn  man  mit  * 

^      ,  ff, . . .  ff„  ^\ 

die  h/pergeometrisehe  Beihe  Ordnung: 
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bezeichnet. 

EutHprechend  nrgoben  sicli  m  particuläre  Integrale  nachoT""*: 
WO  y  alle  VVertiiQ  von  1  bi«  m  auDimmt.  Aus  der  Betrachtung  voa 

\    An  Jh=x> 

ergiebt  sich  ültor  das  Convergenzgebiet  der  Reihon  Folgendes  :  Reschreibt 
miin  um  den  Punkt  Null  einen  Kreis ,  deasen  Peripherie  darch  den  «weiten 

eingnlären  Paukt  «=x  — ^  gebt,  so  gelten  die  Integrale  12)  innerhalb,  die 

Integrale  13)  ausserhalb  desselben. 

Ist    —  by  =  ...Bs^.is0,  SO  erhält  mao,  wenn  /S^+i        die  War- 
sein  der  Gleichung: 

^«"•-Hi  ^  ft^^,  +     +     =  0 

sind,  die  m  Integrale: 

welche  in  der  gansen  Ebene  mit  Ansschloss  des  Ponktes  Unendlich  gelten. 

Ist  a,  =  <ii  ». ..s=  flr-i «0,  to  erhält  man,  wenn  «r+j die  Wnr- 
seln  der  Gleichung: 

fl,««-r|l  «m-r-lll  ^ ...  ^  _ 

die  m  Integrale; 

welche  in  der  gansen  Ebene  mit  Ansscbloss  des  Punktes  Noll  gelten. 

Die  ReihenansdrIIcke  12)  und  14)  werden  nnbranchbnr,  wenn  Oq  —  a^, 
die  in  18)  nnd  15),  wenn  /?,  — eine  negative  gause  Zahl  wird.  Indess 
bleibt  die  Methode  nnverletat:  Bei  der  Ableitung  der  Integrale  12)  und  14) 
war  Toransgesetzt ,  dass  alle  g?(tf)  ausser  9>o(«)  von  Noll  verschieden  seien; 
entspreehend  liegt  der  Ableitung  der  Integrale  13)  nnd  i5)  die  Voiaus- 
setiung  zu  Grunde,  dass  alle  q){b)  ausser  g)o(A)  von  Null  verschieden  sind. 
Ist  nun  aber  in  den  Reihenausdrfleken  12)  nnd  14)  etwa  9Ji(ö)  =  0,  so  wird: 
■^^^(_|)«-..  yn-i(/0  V^-.?(/>)...y,J/^)  ^ 
"  VnC«)      -1  («)•••  V^+J  {")  ' 

nnd 

jia^t  =  »  . , ,  =     ö  0; 

flir  das  ausfallende  Integral  Prt  bei  welchem  s  ist,  erhält  man 

alio ,  lAit  Fortlassung  des  constanten  Factors ,  das  neue  Integral 

Ua)  +  -r-ß.  +  S        a,^ß,„^s  ^b,\ 

ZcllMlirin  f.  SUthcnwlIk  «.  Thyitik,  XV,  6  80 
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Werden  in  einem  Integral  mebrere  Aasdrücke  «r— «r — «i  etc.  negative 
ganze  Zahlen  ,  so  hat  man  bei  der  Bildung  dos  Integrals  12a)  nur  diejenige 
negative  Zahl  zu  lierücksichtigen,  welch«  den  gröbsten  absoluten  Werth liat. 
Bei  13j  erhält  luau  für  das  ausfallende  lotegral  yri  für  welches 

iRt: 

EntspreebeDd  tiod  bei  14)  and  15)  die  antfallenden  Integrale  an  ersetaen. 

nr. 

Itt  jtk  t^(a;)  ein  Integral  der  Oleiebong 
so  tet 

1)  y  -  -'')^  (5  -  w)«  t//  [(«  ~  ^):r]  rfii, 

WO  die  Orenaen  det  Integrals  2  Wurzeln  der  Gleiebnng 

in  Beang  anf  a  lind ,  ein  Integral  der  Gleiebnng 

indem  mit  Hilfe  einer  beliebigen  Variablen  u  die  Beaiebnngen  awiachen  e 
und       ]f,  d  ansgedrttekt  werden  dnreb 

V    «)  =  d;  II-  +  ,       + . . .  +  rf I, 
„V  «  («  +  r  +  d  + 1)  W«— •  +  ...  + 

« («  +  y  + 1)  (ff.«—«  +    11-^+...+^»-,) ; 
Z)  ist  jg^J^u^Aye^--i^{j^üu 
mit  Orenaen  ans 

(«-^r+«,-i-.t(j^)  =  o. 
ein  Integral  der  Qleicbung: 

wo 

.^^  9  (rf,      =     +  1  +  /.  +  . .  •  +  fm-l) 

I 

mit  Grenzen  aus 
ein  Integral  der  Oleiebong 

Digitized  by  Google 


8)  ist  y  =j*{,u—A)re^-''^[{u-A)]xdu, 


Von  Dr.  R.  Most.  439 

WO 

<jp  (/r,  m)  =  (y  +  l  +  u)  (j/^  u"-!  4-    M«  -  2  +  . . .  4- 

ist. 

•  Beweis.    1.   Man  setze  in  10)  für  2  den  Werth  t/;(a;)  ein  und  dann 
{u  —  A)ae  an  die  Stelle  von  xi  multiplicirt  man  nun  beide  Seiten  mit 

(II  — -»/)*-' 

und  integrirt  nach  u  zwischen  den  in  1)  angegebeoeD  Qrenxen,  80  hat  man 
anf  der  Unken  Seite  die  beiden  Integrale 

J  szj[u  —  A)r  (B  ~  ii)'-^  if;iu-A)xdm 

und 

u)«-»  i,(u-A)xäu, 

Air  welche  die  Besiehnng  gilt: 
Da  Dim 

d.log»  dJogp 

iat,  so  wird 

oder  oaeh  partieller  lategration: 

andtrefseits  iat 
alflo 

Betat  man  diese Werthe  in  dieDifferentlalgleieliiing  ein,  so  ergiebt  iieli : 

2.  Man  aetae  ^^-^  in  die  Oleiehnog  10)  ein«  mnltiplieira  mit  i^^r^ 

und  integrire,  so  erhält  man  zu  den  Coefücicnten  /gehörig  das  Integral 

und  zu  den  Cocfticienten  g  gehörig  das  ad  2)  mit^  beaeiehnate  Integral ; 
es  ergiebt  sich: 

SO* 
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c=—  ff  (II — Awr^m»  ■  ■ 


also,  weuu  man  für  J  den  sich  hieraus  ergebenden  Werth  einaeUt,  moM 

rfr  =  -/-r+(/+J)/"r-l 

werden. 

3)    Man  setze  («  —  .•/)  x  in  die  Gieicl)ung  lö)  ein,  inultiplicire  mit 
(k  -  und  integrire,  dann  gehört  zu  den  Coefticienton  /  das  ad  3) 

,  mil  y  bezeichnete  Integral  und  bei  den  Coei'ücienten  g  tritt  das  Integral 


auf. 


i.iogx   J  ^  du 


djog. 

Setzt  man  den  hierauh  für  J  erhaltenen  Werth  ein,  so  wird; 

<?r  =  yr  +  (y  +  l)yr-l. 

Mit  Hilfe  der  drei  aufgestellten  Theoremata  lÄsst  sich  nun  die  Dlffe- 
reotialgleichnng  1)  in  den  drei  yerscbiedenen  FXUen  darch  bestimmte  In* 
tegrale  integriren. 

I.  00        ^0  ^\x\\  verschieden. 

Der  Kürze  wegen  sollen  Difl'erentialgleichnngon  8^*^'  Ordnung,  wekbs 
die  Form 9}  mit  nllber  sn  besetcbnenden  CoeHfieienten  beben,  dnreb  i)*asO 
beseiebnet  werden.  Ffihrt  man  nun  die  Differentialgleicbnng  2)  in  die 
Form  9)  i'^sO  mit  den  CoefBcienten  d  nnd  e  ftber,  so  ist  nacb  dem  erslea 
Tbeorema  dieses  Abschnittes 


y^J]t-l*i-^  (!  —  «/•-«»  F^^i  {ux)  du 


mit  Grenzen  ans 

wo  Fm-iix^)  ein  Integral  der  Gleichung  i/"*"* es 0  ist,  deren  Coefficieutea 
die  Constanteo  in  den  Reihen 

u  —  a,  u  —  ß^ 

sind.  Beide  Ausdrücke  stellen  Reihen  (m—l)*'"  Grades  nach  «  Tor,  da 
nach  10c)  nnd  17)  «i  nnd  /},  Wurseln  resp.  der  Gleichungen  ^(dyu)^^ 
und  9)(e,ti}B0  sind. 

Bringt  man  nun  Theor.  1  der  Reihe  naeh  m— l*mal  in  Anwendung, 
so  wird 
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WO  Uy  wie  man  wohl  sieht,  mls  Prodnctseichen  gebranebt  ist,  Fx{x)  aber 
ein  Integral  der  GleicLnng 

«  +  ^  -         +       *)    =  0, 

d.  b.  ^ 

ist. 

Dm  partienUre  Integral      wird  also  sebliecslicb 

/r  ^m~\ 

wo  die  Orensen  folgende  sind : 

für  «1  iwei  Wnrieln  ans:  u,««"^'  (I  — 

(rfo+*'ü"i  ...tf«»-i "^=0, 


fOr  »«.1  swei  Worseln  ans :  >'^;"_ -  /*"^«  (I  —  w,»«t  ~ 

Bedenkt  man,  dass  Om  nnd  j?«!  jt'tlf^  beliebige  tlor  m  Wurzeln  a  und  /?, 
"lul  /3r  aber  jede  beliobige  dor  m — I  Wurzeln  o  und  /3,  M  elclio  a,„  uini  /^,„ 
nicht  sind,  sein  können,  so  erkennt  man,  dass  der  Ausdruck  18),  abgesehen 

von  den  verscbiedenen  Grenswertben  0,  i,  oo  nnd  r^,  [^^ ("*)]*  verscbie- 

dene  Integrale  darstelltt 

Entwiekelt  man  (rf^  +  ^j^m,  ...  m„_i  x)/*"«-»»  nach  Poteosen  von  . 

«0 

was  bei  den  Integrationsgrenien  0  nnd  1  immer  gestattet  ut,  so  lange* 

modx  <  morf  — 

ist,  und  drückt  die  yon  0  bis  1  genommenen  Integrale  durch  Qammafbnc- 
tionen  ans,  so  erbftU  man  bis  anfeinen  eonstanten  Factor  die  Reiben  \%)\ 

entwickelt  mau  nach  —  ,  wosn 

modx  ^  mod 

U 

seiD  mnss,  so  «rhftit  man  die  Reiben  18). 

Wird  0|=cr|=a,,  so  erhält  man  nach  4),  indem  man  der  Kürze  wegen 

d,  +      if| . . .  » ai  jr  =  X 
«etit,  an  Stelle  der  ansfallenden  Integrale  die  dioi  neuen: 
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wo 


r=m.  «=vifi—  r 


Ut. 


=     j^J       [«f-Ä-»  (l-Ur Xfim—* 

Für  /},Bs/9^=/},  erhMU  man  die  neuen  Formen 

9.^1^''-  fy  log  '""^  du,.,  rfifj 
y,  -  I  x"«.  /  r  (/ofl^i--  9  log  ^  log 

wo 

Fcn      FT       [uf. (l  -         "h]  Xfii-m^ 

itt 

II.    60  =  ^1  =  •  •  •  = '^r— 1==0. 

Für  diesen,  wie  fttr  den  nlehaten  Fall  laaaen  rieh  drei  TertobiedeDe 
Integralformen  aufstellen,  wenn  r  nicht  gleich  m  ist;  wird  rr^m,  so  ist  die 
erste  Form  nicht  m6gllch: 

A)  Man  fahre  die  erst«  Differentialgleichung  durcii  8)  über  in  die 
Form:  ■ 

+       +      a?)  y==o, 
wo  die  Grössen  d  ihre  frühere  Bedeutung,  gemäss  10a),  haben,  für  die 
Grössen  e  aber  folgende  fiesiehnngen  gelten: 

«)  =  *r  n*-*^*  +  6r+iM— ^»1»  + . . .  +  6^  «:  epii— p^,  tt— ... 

Nach  Theor.  2)  ergiebt  sich  als  Integral  der  Gleichung  10): 
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mit  den  Greoien  aas  u"«      /*a,~i  ^^^  =  0,  wenn  Fm^ifjB)  ein  Integral 

der  Differentialgieiebung  (m  — i)'«**  Ordaimg  ron  der  Form  10)  ist,  bei  der 
die  Ordasen  0  unverändert  geblieben  sbd ,  die  anderen  Coefficieaten  aber 
die  Ck»n8tanten  der  Reihe 

sind.  Bringt  man  so  Theor.  2)  r-mal  io  Aowenduug,  so  ist 


^a,-r(  —        I  rftti  ...  du,. 


WO  ein  Integral  der  Gleiebung  D^^^o  iit,  bei  der  Boeh  die  Oo« 

efSeienten  e  an«  19)  anvorftndert  sind,  die  anderen  aber  die  Gonstanten  der 
Reihe 

^        (k— «,)...  (u  —  ar) 

sind. 

Nach  18)  erhält  man  den  Aosdrack  fflr  l*«»^,  so  dass  das  particolüre 
Integral  folgendes  ist: 


L  «i  . . .  J 


mit  den  Oiensen 
für  U|  zwei  Warzeln  ans: 

L  M,  . . .  J 

für  t/t  zwei  Wurzeln  aus: 

fttr  Ur  zwei  Warsein  ans: 

^^^^^  J!M-^  .]''--_0. 

für  tir+i  zwei  Wurzeln  aus: 

U'^fir^^  (1  —  Ur^iYf+t-''r+t  [(- 1)'^  d;  4-  <?,Mr+l  .  .  .  M«.i  "      =  0, 

für  «H-i  swei  Warsein  aus : 
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B)  Aus  <l(?m  Beweis  des  Tlieor.  l)  iihersiolit  mau,  dass  dasselbe  sich 
auch  auf  die  Gleichung  10)  auweudcn  lässt.  Nach  demselben  ibt 

y  =J i|-<*H-l-l  (|-«)^r+l-«r+l  x), 

wenn  F^_i{x)  ein  Integral  einer  Oletcbnng       l**'  Ordnung  von  der 

Form  19)  ist,  bei  der  die  von  x  freien  und  die  sn  x  gehörigen  Coefficieoten 
die  Conatanten  resp.  der  Reihen 

sind.  Wendet  man  dasselbe  Theorem  m—r- mal  an,  so  ist 


,  4   s  =  ni 

wenn      (x)  ei«  Integral  der  Gleichung 

ist,  in  der  die  Grössen  h  die  Conätanten  der  Reihe 

 y  K«)  

sind.  Nach  Theor.  2)  ist  aber 

^rW  - y  /T   ^*  C,.>.\-.|)  ^"'^-^^ 

wenn  F^  (x)  ein  Integral  der  Gleiehnng 

ist,  d.  h.  wenn 

ist.  Somit  erhftlt  man  das  partienUre  Integral : 

J~J    „«,-«,-1  [««'^"'^•-Ul-«,) 
s=l,  t=r+l 

rnit  den  Grenzen 

für      zwei  Wnraeln  ans: 


\ 
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fSr         swoi  Wnrteln  an»: 

«r— (-1) 


-l  ('  -         l/"^  '/-'^     •H-'r.i  ^'=0. 


für  «|..|  swei  Wurzeln  aua: 

I 

IV- 1  « 


für  u,  ^wei  Wurzeln  aus: 

— «r  —»t 


«,  f  «I  ^  =  0. 

Man  übersieht,  dass  die  Qrenzbedingnngen  in  90)  nod  20a)  mannich- 
facb  geändert  werden  können,  da  die  Wnraeln  unter  sieh  yertauschbar 
sind ;  aach  können  die  beiden  Formen  der  Grensbedingnngen  beliebig  ab- 
wechselnd  auf  einander  folgen ,  wenn  nur  die  beiden  Endl>edingangen  die- 
selbe Form  behalten.  —  Entwiekelt  man  die  Function  Ton  w  unter  dem  In- 
tegralseiehen  in  20a)  in  Reiben  naeh  x  und  integrirt  für  tf|,  Uf»..Uf^i  von 

0  bis  GD,  filr  u^^i  ...u^  von  0  bis  1,  so  erbilt  man  die  Reibe  14),  da  d^aft« 

uud  ^,,=^p  ist. 

C)  Die  Gleichung  I9a)  hat  noch  Integralo,  welche  von  den  eben  auf- 
gestellten wQsontlicb  abweichen,  da  sie  mit  Hilfe  der  Wurzeln  fi,  ju'  . . .  fi'' 
aus  der  Gleichung  jur  —1  s  0  gebildet  werden.  Drttckt  man  das  particulttre 
Integral      durch  das  neue      aus,  so  erhält  man: 

1 

.V  ^   r  —  1    «      I  » 
-   -      —  -  •  ar  —  «#— 

r 


Mb) 


•=r+l 

Entwiekelt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integral  in  eine  Reibe  nach  9 
und  bertteksiebtigt,  dass  ^  ft>*  nur  gleich  r  wird,  wenn  p  ein  Vielfaches 

▼on  r  ist,  sonst  aber  verschwindet,  so  kann  man  20b)  durch  Oammafunctio* 
neu  bis  auf  einen  constanten  Factor  in  die  Reihe  14)  ttberführen,  was  bei 
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der  umfangreichen  Geltang  dieser  Beihe  ala  ein  allgemeiner  Beweia  für  daa 
Integra]  20  b)  gelten  kann. 

III.     «0  =  «,  =/7^  1=0. 

Man  führe  die  vorliegende  Qleichaog  darch  8}  in  die  Form 
21)      (dlogxy  (d./<v«)"-l 

wo  die  Giüsseu  e  durch  10 aj,  die  Grössen  d  aber  durch  folgende  Gleich» 
'Ungen  bestimmt  werden: 

a^-  a^^,  +  ...  +  (-!>  C'^-r 

if  (rf,  ü)  =     u*-HI  +  fl^^,  «•-r-HI  4. . . .  + 

=  <^.(«~«r+l)C«-S-+2) 
Mit  Hilfe  der  Theor.  1)  nnd  3)  kann  nun  die  Gleichnng  21)  gani  ent- 
•preehend,  wie  OlelehuDg  19)  behandelt  werden;  man  erhtlt  folgende  In- 
tegrale: 

B)  _  dr   l  _ 

tftfi ...  dUf,_i  tff.4.1     dtfai I 
we  Uber  die  Orense  analoge  Bedbgnngen  gelten,  wie  bei  20) 
nnd  20  a), 

$—r~\  a 


/$  —  r~\    »  fl      A  • 

Q  II  l".  (!-",)  ] 


s—r 


— «r 


«1 ...  du^i  d  tt^i ...  dUf^, 
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V. 

Die  Analogie  der  bestimmten  DifferentiRle  mit  don  bostiinmten  Inte- 
gralen ist  so  vollkommen,  dass  es  genügen  wird,  dieselbe  in  einzelnen  Fäl- 
len  za  zeigen,  da  es  dann  leiclit  ist,  dioKclbo  Uber  sümmtliche  in  dem 
Torigen  Abschnitte  aufgestellte  Formen  auszudehnen.  Selbstverständlich 
mllMeD  die  gebrauchten  Aasdrücke  noch  einen  Werth  haben;  wie  weit  das 
allgemein  stattfindet,  rouss  eine  Theorie  eomplexer  Differential^aotieDten 
festotelleo. 

I.  Ist  xssx*  ^(^).  wo  ^(x)  eine  Ar  «bO  endliche  Faoetion  ist,  ein 
Integral  der  Gleichung  16),  so  ist: 

ein  Integral  der  Oleiebung  wenn  die  Bedingungen  17)  gelten,  für  die, 
der  Einfaehlieit  balber,  Bssi  nnd  ^«0  gesetst  ist  —  Setst  man  äs*^«  in 
die  Gleiebnng  16)  ein  nnd  dann  »«an  die  Stelle  yon  «,  mnltipKeirt  man 

femer  mit  ^  —  nnd  nimmt  dann  das  Differential,  so  trdten  die  beiden 

>  Ausdrücke  aui : 


also  y  =  D  —  Dl 


dAogx 

""«^  «  'aU      J  -(y+i)y+*-i>i. 

also,  da  der  erste  Ansdroek  der  reebten  Seite  versebwindet: 

man  erhält  also  dieselben  Ausdrücke  für  D  und  l\y  welche  man  im  Ab- 
schnitte IV  für  J  und  7,  gewann.  Es  ergiebt  sich  damit  das  Integral: 
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rr=m—l  , 


23) 


r=m— 1 

-  ;  zeigen  Abnliche  Besiehtingen  wie  die 

tltr  -i,i=zO 

Gauiiuafunctionen,  was  für  ihren  Gebrauch  wichtig  ist;  es  ist  näuiUch: 
andererseits  aber  auch 

u  -  verschwindet, 

dtM^  Juso 

■eu. 

Entwickelt  man  in  32)  das  Binomiam  in  Reihen  nach  so  ksnn  man 
mit  Hilfe  der  aufgestellten  Besiebungen  in  den  Reihen  12)  gelangen. 

II.  lat  c=x/^i/;(x},  wo  ^(a:)  fUr  «=00  endlich  ist,  ein  Integral  der 
Gleichung  16),  so  ist 


n-0 


ein  Integral  der  Gleichung  9).  —  Mau  setze  ^         ein  und  multipli- 

cire  mit  t»^+»  (i  --a)'~*,  dann  gehört  D  za  den  Coefficienten  e  nnd  />,  an 
den  Coefficienten  «1,  nnd  ferner  ergieht  sich: 

dg 


•J.^i  =  (y+i)y- 


dJogx  * 


d./>  =  (y+d+l)y- 


dJogx* 
also 
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22  a) 


r— m—  I 


^    {ßm-Ur)     W—r  _  1  • 


J7 ,/,/--«' 


rs=l 


III.  Ist  sssj^^f«),  wo  ^(x)  für  ofsO  endlieh  ist,  eio  Integral  der 
Oleichnog  16) ,  so  ist 

*    ^  L       du— -r-t  J^^, 
ein  Integral  der  Gleichnng  9  b) ,  denn  es  ist 


VL 

Die  Gleichang  1)  kann,  wie  im  swoten  Absehnitt  geseigt  ist,  dnrch 
SnbstittitioD  von  |  für     anf  die  Form 


gebracht  werden.  Setst  man  nnn 

so  kann  Ar,...  so  bestimmt  werden,  dass  das  von  y  nnd  seinen  Derivir^ 
ten  freie  Glied  bis  anF  eine  Gonstaute  Terscbwindet.  Dasn  ronsa 


sein,  wo  tp(dyu)  und  9 die  in  lOc)  nnd  17)  aufgestellten  Functionen 
sind.  Es  ist  dann  z  z\x  bestimmen  als  Integral  der  Gleichung 

(rf.+-ol)  r  ^djlg]y-  +  —  (''-+'-^)  *  * 

Differcntiirt  man  dipso  Gleichung  nach  7ogr|,  so  erhalt  man  eine 
Ciloicliung  von  der  Noruialform  i^^+^ssO,  deren  Fuudamentalcon- 
&tante  folgende  sind: 

-     ff.      fff  „„^      ,     ^1  l5t 

0,  — ,  —  •  •  •  —  nna  —  1 »  — «  —  • . .  — -» 

80  dass  man  ausser  den  m  Integralen  Zj ,  z«^..  Zai  t  welche  der  DifiVrentlal- 
gleichang 
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genügen,  noch  (Ias  Integral 

(-ßi    -zh     zh.  \ 
-«■+1,  =^+,...rf!5+,  'I 
y  9  Q     ^  f 

erhSlt,  das  der  Kürze  wegen  durcli  die  hypergeometriscbe  Keihe  angedeu- 
tet ist,  aber  aucb  in  den  anderen  Formen  aosgedrttckt  werden  kann.  Du 
voUstÜndige  Integral  der  Gleichung  l)  ist  hiernach:' 

wo  (7|  ...  Cm  die  m  beliebigen  Constanten  sind. 
Beaeichnet  man  die  hypergeometrieehe  Reihe 

dnreh  /V,  so  kommt  man  mit  Hilfe  von  Betraehtnngen ,  wi^  sie  bei  AUei- 
tnng  der  Gleichung  13)  angestellt  worden,  aneh  an  folgendem  Integral: 

ip{d,0)     gp  ((/,(>)  fpid.PQ) 
dasselbe  gilt  der  hypergeometrischen  Reihen  wegen  nur  so  lange,  als 


ist;  wird 


modi  <  mod  ~ 


modi  >  mod  ^ , 


*  ^  9 

dann  ist  das  voUstlndige  Integral : 

y cmzm+  + . . .  ?''-'V  v 
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Die  Helmholts'ftche  Theorie  der  FlflseigkeiUwirbeL 

Von 

W.  Yeltmann  in  Bonn. 


In  den  „Comples  rctidus'^  von  1868  bat  über  diese  im  55.  Bande  von 
Crelle'a  Journal  veröflentlicbte  Theorie  eine  Discussion  stattgefunden 
zwisclien  Herrn  Helmboltz  und  Herrn  Bertrand,  in  welcber  Bcbliess- 
lich  Ersterer  Recht  bclialten  zu  haben  glaubt.  Bertrand's  Einwürfe  sind 
in  der  That  vielfach  etwas  vag  und  es  scheint,  dass  er  selbst  über  einzelne 
Punkte  nicht  ganz  im  Klaren  war.  Ich  halte  es  daher  nicht  für  überflüssig, 
die  H  el  in  h  o  1 1  z '  sehe  Abhandlung  nochmals  einer  genauen  Kritik  zu  un- 
terwcrfon.  Die  in  derselben  gegebenen  Herleitungen  werde  ich  dabei  so 
umändern,  dass  die  innere  Natur  der  aufgestellten  Sätze  mehr  hervortritt, 
wo  sich  dann  klar  zeigen  wird,  dass  es  sich  keineswegs  der  Mühe  lohnt,  auf 
jene  Theorie  phantastische  Systeme  sar  ErkUrnog  too  Anziehungsphäno- 
menen  u.  dergl.  sv  gründen. 

Wenn  u,  o,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  einer  Flüssig- 
keitsmasse sind ,  80  kann  man  fttr  u,  v,  w  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
beliebige  Functionen  von  0,  yt  «  nehmen;  man  erhält  immer  eine  mögliche 
Bewegung.  Wir  nennen  Strömangslinien  die  Linien,  in  deren  Punkten  die 
Tangente  die  Biebtnng  der  Geschwindigkeit  angiebt  Biea^ben  beatimmen 
lieh  durch  die  Differentialgleiehnng 

Die  Linien  liegen  neben  einander  nnd  achneiden  aieh  nieht.  Sie  aind  atetig 
gekrfimmt,  falla  «,  r,  jv  stetige  Fnnetionen  aind. 

lat  die  FlQaaigkeit  eine  tropf  barei  ao  mllaaen  ti,  9,  »  der  Gleichung  ge- 
nügen: 

Odu  dv  dw 
d^^*  äfß  dz 

'  Einer  Strömungaliaie  entlang  geht  dann  die  Bewegung  in  allen  Punk* 
ten  detaelben  nach  übereinstimmender  Biebtnng. 
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Lässt  man  u.  v  und  w  zugleich  iu  irgend  einer  Woi>(!  von  der  Zeit  ( 
nbliiingen,  so  eilialt  man  innner  eine  mögliche  liewcguug,  da  sich  diein 
jedem  Augenhlicke  nöthigen  Kräfte  aus  den  Hewegungsgleichungen  bestira« 
niou  lassen.  Bei  eiuer  tropfbaren  Flüssigkeit  aber  mass  stets  der  Gleich* 
ung  1)  j^enügt  werden. 

Legt  man  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  dnrcb  die  Punkte  einer 
geschloseenen  ebenen  Curve  die  Strömungslinien,  so  nrnschHessen  dies« 
einen  Raum ,  ans  welcbem  augenblicklich  keine  Flflssigkeit  ans  -  und  b 
welchen  keine  eintritt.  Sehneidet  man  diesen  Banm  der  Quere  nach  dnrch 
beliebige  Fläohen,  so  treten  dnrch  alle  diese  Fliehen  in  der  Zeit  äi  gleielia 
Flttasigkeitsmengen.  Ist  der  Querschnitt  eines  solchen  StrttmnngsenDals  nn* 
endlieh  kli'in ,  so  ist  daher  in  allen  Punkten  desselben  das  Product  ans  dem 
Quer8chnittnnd  der  Geschwindigkeit  eine  constnnte  Grösse.  Eine  Strömung«- 
linio  ist  entweder  eine  geschlossene  Curve  oder  die  Enden  derselben  befinden 
sich  au  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Sie  können  weder  an  einer  feston 
Wand,  noch  an  einer  Fläche  liegen,  nn  deren  anderer  Seile  die  ftoüchwin- 
digkeit  senkrecht  zn  dieser  Fläche  =  0  ist.  I'.t  die  Flüssiu'keit  rings  von 
festen  Wanden  begrenzt,  so  müssen  au  der  Grenzfläche  geschlohst'ue  Strö- 
niungslinien  liegen.  Verfolgt  man  dieseibcji  von  irgend  einer  an  nach  beiiloD 
Seiten,  so  wird,  unter  der  Voraussetzung  wenigstens,  dass  der  Raum  ein 
einfach  zusammenhäugcuder  ist,  die  uuischlossene  Fläche  immer  kleiuer 
und  verwandelt  sich  zuletzt  in  einen  Punkt.  Man  sieht  leicht,  dass  die  so 
erhaltenen  beiden  Punkte  sich  durch  eine  Linie  verbinden  lassen,  am 
welche  sich  sKmmtliche  Ströroungslinien  in  geschlossenen  Cnnreu  herum* 
legen ,  die  auf  der  Linie  telbst  au  Punkten  werden. 

Vorstehendea  umfaast  siUnmtliehe  Bewegungen,  welebe  bei  Flttssigkei* 
ten  vorkommen  können,  und  es  bedarf  also  für  keine  derselben  irgend  be^ 
sonderer  Mittel,  „um  sie  der  Vorstellung  zugänglich  feu  machen"  (llelni- 
holts,  B.27)« 

Flächen,  welche  von  allen  Strömnngslinieu  rechtwinklig  geschnitleo 
werden,  kann  man  die  Niveauflächen  derselben  oder  der  Gesch wind igkeitea 
nennen.  Solche  exietiren  nicht  immer. 

Wenn 

^  dy    dx'^  '  dz    d^^    '  dx~ dz~^  * 

wenn  also 

u  (Lv  4"    ''Z/  4" 

das  vollständige  Difierential  einer  Function  <p  darstellt,  so  ist 

ip  SS  ConsL 

die  gemeinschaflliche  Oleiehuog  der  Niyeauflftchen.  Die  Function  ^  bea- 
nen  wir  mit  Heimholte  das  Potential  der  Geaeh windigkeit.  Die  Oe- 


V 


oyi  .^uu  Ly  GoOgl 
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schwindi^^keit  in  einem  Punkte  P,  zerlegt  nach  der  Hichtang  gegen  einen 
um  r  abstehenden  Pnokt  Qt'iBi 

d<p 

Sind  P  und  Q  awei  Punkte  einer  Strömungslinie,  so  ist  dtp  die  DiETe- 
renz  der  Werthe  von  <p  auf  zwei  benachbarten  Niveaaflächen  und  dr  ist  der 
Abstand  dieser  Flüchen.  Auf  einer  Niveanflfiche  ist  also  die  resultirende 
Qetehwindi^keit  ningekehit  proportional  dem  Abatande  von  der  benaebbar* 
ton  NiToanfläche. 

Die  Niveanfliehen  kOnnen  aieb  in  diesem  Falle  nieht  schneiden ;  sie 
können  aneh  keine  UmhilllQDgalllche  haben.  Wo  nimlieh  awei  benachbarte 
KiTeanflXchen  einander  sehnitten  oder  tangirten,  würde  die  resultirende 
Gesdiwindigkeit  nnendlieh  gross.  In  einem  einfaeh  lUsammenhKngenden 
Banme  ist  deshalb  bei  tropfbaren  Flttsaigkeiten  eine  aolehe  Bewegung  nieht 
möglich,  du  die  NlTeanflXchen  aieh  nothwendig  in  der  Linie  sehneiden 
mttssten,  welche  die  sn  Punkten  gewordenen  Strttmnngslinien  verbindet. 
(Helmholta,  8.S1.) 

Wenn 

kein  volbtändiges  Difiereuüal  ist,  so  kabn  möglicherweise  ein  integrireu- 
der  Factor  ~  existirea,  so  data  also 

"^^ä^'    ""^^Ty'  '^'^^Tt 


Dann  ist  ebenfalls 

die  Gleichung  der  Ni^eanflKeben,  da  auf  einer  durch  diese  Gleichung  dar- 
gestellten Fläche 


«nd  folglieh  aneh 


dx        dy         dt  ^ 
II  <f  +      '+  "f^*  =  0. 


Die  resultirende,  sowie  auch  die  nach  irgend  einer  Kichtung  zerlegte 
Geschwindigkeit  erhält  man  auf  gleiche  Weise  aus  (p.  wie  in  dem  vori- 
gen Falle,  nur  dass  man  noch  den  Worth  von  /"in  dem  b»  ti olTenden  Punkte 
als  Factor  hinzufügen  mues.  Die  nach  irgend  einer  Kichtung  zerlegte  Ge- 
schwindigkeit ist 

Auf  einer  Niyeaufläcbe  sind  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  dem  Ab- 
atande der  benachbarten  NiTcaufläche  umgekehrt  und  dem  Werthe  von  / 
direet  proportional.  Die  Niveauflächen  können  aich  in  diesem  Falle  schnei- 
den; jedoch  mnsa  dann  die  Function  /  in  der  Ton  den  Strömungslinien  nm> 

Z«lUdirm  UMalhcawlik  n.  Pkytik»  XV,  6.  31 
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•chlungenien  Darcliselinittslinie,  resp.  der  UmhllHungsflKobe  aoendUeh  kleia 

werden ,  und  swar  in  solcher  Weise ,  dsss        endlich  bleibt.  ^ 

är 

Wenn 

weder  ein  vollständiges  Diffprontial  ibt,  noch  durch  einen  iiitcgrirendeu  Factor 
zu  einem  solchen  gemacht  werden  knnn,  so  existiren  keine  Niveanflächen. 
Der  Dui clisclinittslinie  der  Niveauflächen  würde  dann  eine  Linie  entspre- 
chen, um  uclclie  sich  ebenfalls  die  Ströuiungslinien  in  gesclilossenen  Cur- 
ven  lierunilo;;en.  Eine  solche  Linie  (und  folglich  eine  wirklich  rotirende 
Bewegung)  ist  hier  jeduch  ebeuäo  wenig,  wie  indem  voriges  Falle  notlxH  en- 
dig vurhauden. 

Wenn  ein  Geschwindigkt'itspotential  existirt  und  man  nimmt  eis  Co- 
ordinateusofang  einen  Punkt  /'  innerhalb  der  Flüssigkeit,  so  kann  man  fttr 
demselben  unendlich  nahe  Punkte  das  Poteutial  9  nach  der  Taylor 'aebeB 
Reihe  entwickeln: 

.r»  .V» 

xy  TZ  yz 

wo  q  die  Wcrthe  der  Differentialquolieaten  für  x^y=z  =  0  bedeutet. 
Durch  Drehung  der  Coordinatenazen  kann  man  die  Producte  fortschaffen, 
■o  dass  - 

fp  —  fp9-\-ox-{-lnj-^cz 

wird.  Man  erhält  dann: 

o  dtp     ,  tl  tp 

als  die  bis  auf  Grössen  der  swelten  Ordnung  genauen  Werthe  der  6e> 
sehwindigkeiten.  Fttr 

wird  resp. 

||  =  Ä,    tsabf    w  =  c. 

Durch  jeden  Funkt  der  Flflssigkeit  kann  man  also  drei  an  einander 
senkrechte  Ebenen  legen,  so  dass  in  jeder  dieser  Ebenen  die  senkrecht  au 
derselben  serlegte  Geschwindigkeit  in  derNfthe  des  Punktes  constant  ist;  sie 
hat  dort  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Helmholts  betrachtet  deshalb 
(S.  80)  eine  solche  Bewegung  als  eine  Bewegung  ohne  Botation.  Wir  wer* 
den  sie  demgemlss  Parallelbewegung  nennen,  ohne  jedoch  mit  diesem  Ans- 
druck  einen  andern  Begriff  su  verbinden,  als  den  hier  angegebenen.  Obige 
Herleitung  gilt  übrigens  nicht  blos  für  tropfbare  Flüssigkeiten,  sondern 
auch  fttr  Gase. 
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Seite  II  will  Helmboltisn  dieser  Bewegung  eine  RoUtiooBbewegiiDg 
bininfttgen.  Er  denkt  sieh  sn  dem  Ende  einen  um  den  Punkt  P  rotirenden 
festen  Körper,  dessen  Drehnngseomponenten  |,  ij,  Die  bierron  in  dem  (un- 
•ndlieb  neben)  Punkte  t  berrttbrenden  Qesebwindigkeiten  werden  mit 
denjenigen  in  demselben  Punkte  derFlOssigkeit  snsemroengesetst,  wednrcb 
also  '  ' 

wird.  Es  ist  eise  jetst 

5i"5i-**^'  Ji-dP""*«*  dS'Äi""*'»- 
Non  waren  aber  für  die  nrsprttnglicbe  Parallelbewegnog  die  Ausdrücke 

links  sBsO  und  da  y,  z  onendlich  klein  sind,  so  haben  sieb  m,  w  nur  um 
unendlich  kleine  Grössen  geändert.  Die  Aenderungen  der  Ditlerentialqiio- 
tienten  derselbt  u  sollten  also  ebenfalls  unendlich  klein  j>ein,  wns  aber  den 
vorigen  Gleichungen  widerspricht.  Es  rührt  das  daher,  dass  die  durch 
obige  für  jedes  FlUssigkeitseloment  ausgeführte  Zusauiuicn.s<»tzung  erhaltene 
Bewegung  eine  in  allen  Punkten  unstetige  ist.  Im  Grunde  genonunen  findet 
also  hier  gar  keine,  geschweige  denn  eine  bestimmte  ZusammeusetzuDg 
aus  Kotation  und  Parallelbewegung  statt. 

In  den  ,,Comples  rendus^'  von  1868|  S. 223  des  2. Bandes,  setzt  Helm- 
bolts  für  den  besondern  Fall,  wo  ivb=0,  auf  eine  gans  andere  Weise  die 
Bewegung  ans  einer  Parallelbewegnng  nnd  einer  Rotation  susammen.  Er 
nimmt  nftmlieb 

«  =  «•— Pyi   »  =  eo+/''» 
nnd  wftblt p  so,  dass  in  dem  betreifenden  Punkte 

ilu  d» 
djf  dx 

Dann  ist 

dp  dm 

nnd  die  Oesebwindigkeiten  nnd  stellen  daber  eine  Parallelbewegung 
dar.  Legt  man  demnacb  den  Wassertbeileben  die  Oesebwindigkeiten 
und  »0  bei  und  fügt  in  diesen  noeb  die  Gescbwindigkeiten  eines  festen,  sieb 
mit  der  Geschwindigkeit  p  um  die  Axe  der  z  drehenden  Körpers  hinzu,  so 
erhält  man  die  wirklichen  Geschwindigkeiten.  Die  Coordinatennxen  sind 
hier  für  alle  Punkte  dieselben;  hie  werden  nicht,  wie  vorhin,  durch  einen 
Punkt  des  betreflenden  Wassertheilchcns  gelegt.  Eine  Uiustetigkeit  findet 
daher  jetzt  nicht  statt.  Mit  der  Lage  der  Coordinatoiiaxen  ändern  sicli  aber 
für  einen  bestimmten  Punkt  x  und  //,  während  bei  unveränderter  Kichtuug 
derselben  (/,  v  und  p  constant  bleiben,  fiine  Zerlegung  io  einer  bestimmten 
Weise  liodet  also  auch  hier  nicht  statt. 
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Wir  können  dpslialb  die  Definition  der  Kotationsgeschwindigkcit  mit 
ihren  Coniponenten  |,  r\  und  ^  nur  als  eino  reio  analytische,  durch  die 
Gleichungen  3)  gegebene  betrachten.  Von  der  Loge  und  Kichtung  der  Co- 
ordinatenaxen  ist  dieselbe,  vie  »icb  durch  Trauaforinatioa  der  Goordinata 
ergiebt,  an«bhängig. 

Die  bekannte  Bedingung  dafür,  da.<i8 

%idx  •\-  rdy  +  fvdz 

einen  integrirenden  Factor  habe,  drttokt  sich  mit  Rtteksicbt  auf  die  Gleich* 
nng  S)  ans  durch: 

Die  reaulttrende  Geschwindigkeit  moss  also  in  jedem  Punkte  auf  der  Bots* 
tionsaze  senkrecht  stehen.  Die  von  Helmholta  sogenannten  WirbeUinies 
Hegen  daher  auf  den  NiTeauflSchen. 

    • 

Ltsst  man  eine  FIfissigkeit  sieh  wie  einen  festen  KSrper  bewegss, 
seist  man  also  in  einem  bestimmten  Augenblieke: 

ii«a  +  ty  — »*»*  +  |»— f«,  w=c  +  i|»  — Ijf, 
wo  a«  b,  c,  I,  ^,  t  eonstant,  so  sind  die  Wirbellinien  parallele  gerade  Liaits 
und  obige  Bedingung  wird  hier: 

+  + 

Die  durch  a,  I,  e  dargestellte  Parallelbewegung  (im  gewöhnlichen  Sinne)  iit 
also  senkrecht  su  den  Wirbellinien  gerichtet  Nimmt  man  irgend  eineWi^ 
bellinie  sur  t  •  Aze,  so  wird 

•»i  =  flt  +  ^iyi. 

/•=—  ^-  • 

Uie  Niveauüächcu  sind  Ebenen,  welche  sich  in  der  Linie 

schneiden.  Die  Stroniungslinien  legen  sich  als  immer  kleiner  werdead« 
Kreise  um  diese  herum.  Im  Allf^emoinon  steht  dagegen  eine  Linie,  welche 
dnrch  zu  runktcii  gewordene  Strömun^slinicn  (also  durch  wahre  Centrader 
Kütalion)  gebildet  wird,  zu  den  Wirbellinieu  in  keiner  näheren  Ueaiehung. 
Aus  3)  ergiebt  sich  die  der  Gleichung  1)  analoge  Besiehaog 

US     dy  dz 

Man  erhillt  also  eine  mögliche  Bewegung,  wenn  man  die  Winkel- 
geschwindigkeiten als  lineare  Geschwindigkeiten  und  die  Wirbellinien  sU 
8tr9mnngslinien  betrachtet.  Fflr  die  WirbeUinien  gilt  deshalb  dasselbe, 
was  oben  (S-4S2)  für  die  Strdmungslinien  bewiesen  bt  Das  Prodact  aus  dea 
Querschnitt  eines  Wirbelfadens  und  der  resultirenden  Winkelgesehwindig- 
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keit  ist  eonstmnt.  Die  Wirbellinieii  kSonea  innerhalb  der  Flüssigkeit  nir- 
gende  enden.  (H e  1  m  h  o  1  ts «  S.  36.) 

Seite  38  i^iobt  Hcltnholtz  noch  eiue  dritte  Zorlcgiing  in  ParalleU 
bewegung  und  Kotation,  jedoch  nor  unter  der  bescliränkeiuleu  Bediiigang, 
das8  alle  Wirbellinien  geschlossene  Linien  sind.  Wenn  dies  nicht  statt- 
findet, soll  man  aieh  in  den  Punkten  ausserhalb  der  Flüssigkeit  Geschwin- 
digkeiten denken,  so  dass  die  an  der  Grenze  endenden  Wirbellinien  ver* 
IXngert  nad  anaserhalb  geachlosaen  eraebeinen.  Die  Zerlegung  ist  (S.  40 
ond  88): 

a.  {  + 

•(y-*)t-(z-c)i, 


(a:— «)  k 


^  äs, 

~i  


wo  dt  das  Raumelement  im  Punkte  <i,  6,  c  und  r  die  Distana  dieses  Punk« 
tes  von  X,  z  ist,  die  über  den  ganzen  Raum  auszudehnende  Integration 
aber  sich  auf  die  dem  Banmelement  angehörenden  Grössen  a,  c,  ^,  rj,  t 
bezieht,  während  z  als  Constanto  behandelt  werden.    Die  Integrale 

"i  1  '^i«  die  als  der  Rotation  angehöri;^  zu  betrachten  sind  und  in  welchen 
für  diejenigen  Tbeile  des  Raumes,  die  keine  WirbelfHden  enthalten, 

mi  nehmen  ist,  sind  gans  bestimmte  Werthe.  Die  Integrale  Ui,  r,,  /r,,  in 
welchen  k  eine  Function  von  o,  c  bedentet,  die  innerhalb  der  Flüssig- 
keit flberall  sO  ist,  stellen  eine  Parallelbewegnng  dar,  da  sie  den  Gleich- 
ungen 2)  und  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  Potentials  auch  den 
Gleicliungen  l)  genügen.  Die  Function  k  ist  so  zu  wählen,  dass  r,, 
res]),  zu  f/, ,  r, ,  w,  hinzugefügt,  für  jeden  Punkt  x,  ij,  z  die  richtigen  Worthe 
von  M,  V,  TV  ergeben;  in»  Uehrigen  ist  sie  ausscrlialb  der  Flüssigkeit  ganz 
willkürlich.  Sofern  u,  r,  w  dadurch  erhalten  werden  können  ,  dass  man  zu 
ti, ,  v^y  «?,  eine  Par.ill('ll)owo;;un;j  hinzufügt,  kann  die  Function  A-  immer 
entsprechend  gewühlt  werden;  denn  die  Gleichungen  4)y  enthalten  die  all- 
gemeine Auflösung  der  Gleichungen  1)  und  2). 
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Damit  aber  mit  tt| ,  9, ,  fV|  eine  Parallelbewegang  itf  der  wirkliehen  Be- 
wegung zasammeDgesetst  werden  könne,  mfitsen  die  Integrale  Hi  ,  fir 
sich  den  Gleichnngcn  l)  und  3)  genOgen.  Um  dies  nachsnweisen ,  denken 
wir  uns  die  Integrationen  znnicbst  Uber  den  gansen  Raam  mit  Anenabme 
einer  beliebigen  Kugel  ausgefahrt,  deren  Mittelpunkt  der  Punkt  jC|lfi<. 
HierflDr  babra  wir  dann,  da  r  nirgend«  »0  wird, 

+,(._«,(ir:£)iH£z:fH+^)rf, 


__        r{'^-")J^+{'J-f>)ri  +  {z-c)^ 

wenn  q  <lie  rosultiremlc  Kotationsgoschwindigkoit  in  dem  Raumelemeii!  d> 
und  V  der  ^^'illkol  der  Kotationsnxe  mit  dem  von  dein  Punkte  x,  y,  : 
gehenden  Radius  vector  dieses  Elements  ist.  Führen  wir  die  Integration 
aunfichst  für  einen  bestimmten  Wirbelfadea  ans,  dessen  Querschnitt  dp 
und  dessen  von  einem  bestimmten  Punkte  ans  gerechnete  Lftnge  /  ist.  l)u 
Banmelement  ist  dann  dp  »dl  und  obiges  Integral  wird: 

cos  V 


ß 


dp  dh 


r 

Da  q  dp  in  der  gansen  Länge  des  Wirbelfadens  eonstant  und  da 

cotvdlssdr 
ist,  so  ▼erwandelt  sieh  das  Integral  in: 

,    Cdr        g  dp  , 

^^Ji*^  — v 

Die  Integration  erstreckt  sich  Aber  die  ganse  Lftnge  des  Wirbelfadens, 

Ausnahme  des  Stttckes,  welches  etwa  in  obiger  Kugel  liegt.  Schneidet  der 

Faden  diese  nicht,  so  bildet  ein  und  dasselbe  r  die  obere  und  die  ontsie 

Grense.  Sehneidet  er  die  Kugel,  so  sind  die  Grenien  swei  Radien  der  letf* 

teren.  In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  Terschwindet  das  Integrsl» 

Es  Torschwindet  daher  auch  das  ttber  den  gansoD  Baum  mit  Ansnabv* 

jener  Kugel  ausgedehnte  Integral 

r   .    rdr     r g  cosv  , 
j9''Pj-p!=J-^'"- 

Um  den  Differentialqnotienten 

'V  cos  1» 


dzj 


dt 
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ZU  erhalten,  muss  man  dieses  Integral  für  einen  benachbarten,  um  dr^  von 
dem  Mittelpunkte  entfernten  Punkt  bilden.  Legt  man  auch  um  diesen  Punkt 
eine  die  vorige  umschliossende  und  oscuiirende Kugel,  so  ist  für  den  ganzen 
Kaum  ausserhalb  letzterer  das  Integral  =0.  Seine  Zunaluno  für  den  Raum 
ausserhalb  der  früheren  Kugel  ist  also  gleich  dem  Wertlie  desselben  in  dem 
Zwischenraum  der  beiden  Kngeln.  Nimmt  man  nun  die  Kugeln  unendlich 
klein ,  so  ist  für  diesen  Zwischenraum  v  der  Winkel  von  r  mit  einer  con- 
stanten  liichtnng,  derjenigen  der  Rotationsaxe  in  dem  Punkte  z»  Das 
Integral  für  den  Zwisclienraum  stellt  dann  die  Attraction  der  äassera  Kogel 
minns  der  Attraction  der  inneren  gegen  den  Mittelpunkt  von  jener  dar,  zer> 
legt  nach  der  Riehfcang  der  Boiationsnxe,  Da  aber  die  Attraction  der  grös- 
seren Kugel  gegen  ihren  eigenen  Mittelpunkt  =0  ist,  so  wird  jene  Diffe- 
rens  gleieh  der  Bepulsion  der  kleineren  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  der 
grösseren.  Dieselbe  ist  bekanntlich  s=^«^4lr|,  ihre  Componente  also 
naeh  der  Bichtang  der  JEKotationsaze,  mit  welcher  tfr,  den  Winkel  |»  hilde, 

Man  hat  also 

äij      •'»=  S '•<'»> 

s=  ]  Tc^,  wenn  <fr|  nach  der  Richtung  der  Rotationsaxe ,  sO»  wenn  dr^  senk- 
recht das«  genommen  ist.  Nach  der  x- Axe  wird  €0f  f&s-^ ,  mithin 

Für  den  Kaum  ausserhalb  der  unendlich  kleinen  Kugel  iöt  demnach 

(du.  dr,\ 

Ffir  den  inneren  Raum  dagegen  erhalten  wir 

(du,     dv,\      d    CtcosB  , 

wo  «,  /3,  y  die  Winkel  des  Radius  vector  mit  den  C'oordinatenaxcu  sind. 
Das  erste  und  vierte  (iliod  i^iiid  oflonbar  jedes  --^rr^;',  da  hier  nach  den 
Richtungen  liifTereritiirt  ist,  auf  welche  sich  die  Winkel  /3,  et  hezieluMi.  Das 
zweite  und  dritte  Glied  sind  =0,  weil  hier  diese  Richtungen  mit  der  ;-Axe, 
auf  welche  sich  der  Winkel  y  beziebt|  rechte  Winkel  bilden.  Mau  erhalt 
also 

A/",  di\  j 
\dy     ds)  ' 

was  mit  dem  für  den  äusseren  Kaum  erhaltenen  Werthe  4ff^giebt.  £8  ist 
demnach  für  den  gansen  Kaum 
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1^  — li'=2f. 
Auf  gleiche  Weite  ergiebt  sieh 

Die  Gloichungpn  1)  vorificireii  sich  für  i<, ,  r, ,  n',  in  Bezu<^  auf  den 
Rftum  nnsserbalh  der  Kngcl  durch  Ditiei  eutiation  auter  den  IntegraUeicUea. 
Innerhalb  der  Kugel  aber  ist 

<fM,  i/p,  dn\  ^ 

dx     dy      dz  * 
weil  hier  die  DitTorontiation  immer  nach  einer  Ricl)tnng  {»eschiolit ,  welche 
senkrecht  ist  gegen  beide  das  Integral  itosamuiensetzende  Attractionacom- 
ponenteu. 

Die  durch  die  Gleichungen  4)  gegebene  Zerlegung;  in  Kotation  und  Pa- 
rallelbewetrung  ist  also  vollkommen  zulässig  und  für  den  Fall,  dass  nur  ge- 
schlossene Wirbellinien  existiren,  eine  ganz  bestimmte.  Mass  man  aber 
diese  Linien  erst  verlängern ,  um  sie  in  geschlossene  au  Tenraadeln,  eo 
kann  dies  anf  sehr  manricbfaltige  Weise  geschehen ;  die  Componenten  der 
Rotation  und  folglich  auch  diejenigen  der  Parallelbewegung  sind  nn- 
bestimmt.  Man  kann  sogar  ganz  ausserhalb  der  Flüssigkeit  geschlosaeno 
Wirbelf&den  annehmen.  Da  iür  diese  obige Entwickelung  die  Gleichangen2) 
ergiebt,  so  stellen  sie  in  den  Integralen  ?/, ,  r, ,  n;,  eine  Parallelbewegnog 
dar.  Es  Iftsst  sich  anf  diese  Weise  eis  beliebiger  Tbeil  der  durch  Vt, 9%%^ 
dargestellten  Parallelbewegnng,  oder  euch,  wie  Uelmholts  .8. 43  bemerkt, 
diese  gans  in  die  Integrale  «i,  V|,  fV|  hineinbringen. 

Inwiefern  geschlossene  WirbelfUden  nothwendig  sind,  damit  den 
Gleichungen  8)  genügt  werde,  ist  ans  obiger  Bntwickelang  leieht  sn  ersehen. 
Dm  Integral 

ist  fttr  irgend  einen  WirbelPnden  nvr  dann  sO,  wenn  dessen  finden  Tom 
Ponkte  Xyff^t  gleichen  Abstand  haben.  Dies  ist  aber  in  Besag  anf  alle 
Punkte  nnr  möglich ,  wenn  der  Wirbelfaden  ein  geschlossener  ist.  Unter 

derselben  Bedingnng  ist  auch  ^  dieses  Integrals  =  0«  Welche  Bedeutung 

die  Gleichung 

dm^dy^dt  * 

aus  welcher  die  Constanz  des  Productes  aus  Querschnitt  und  Winkel- 
geschwindigkeit folgt,  für  obige  Entwickelung  hat,  liegt  ebeufalis  auf  der 
II  and. 

Seite  40  und  41  entwickelt  H  e  1  m  h  o  1  t  z  einen  Saf/.,  welcher  im 
Grunde  gououimun  nur  eine  einfache  Interpretation  der  Gleichungen  4), 
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mit  Fortlaasaog  Ton  u, ,    ,     ist,  Kan  kann  dan  Satg  nXmlieb  io  ans» 

drücken : 

Um  die  OeHchwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  soweit  sie  der  Ro- 
tation, il.  Ii.  den'  Integralen  m,  ,  p, ,  in  den  Gleichnngen  4)  anj^ehört ,  jsu 
finden,  lasse  man  den  Funkt  P  nni  die  Kotationsaxe  eines  jeden  Kauraele- 
ments  mit  dessen  Ilolationbjji'schwindigkeit  rotiien,  multipliciro  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  P  hierdurcli  erlifilt,  mit  dem  Raumclement,  und 
dividire  durch  die  dritte  Potenz  der  Distanz,  sowie  durch  27t.  Alle  so  er- 
haltenen unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  setze  man  su  einer  einsigen 
susammen. 

Nennt  man  wieder  v  den  Winkel  der  Jiotationsaxe  mit  dem  Radius 
vector,  80  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt  /'  durch  die  Rotation 
am  ein  Baumelement  nnmittelhar  erhält, 

was  mit  den  Übrigen  Factoreo 
giebt. 

Dies  stimmt  nan  allerdings  gans  mit  dem  Oesetae  der  Wirkung  elektri- 
seherStrOme  flberein;  etwas  besonders  Anf fallendes  finde  ieb  aber  darin  nieht. 

Eine  Fnnctlon  der  Punkte  des  Raumes,  die  in  jedem  Punkte  eine  be- 
stimmte GrSsse  hat,  als  ansiekende  Masse  betrachtet,  bestimmt  eine  an- 
dere Function,  die,  nach  einer  beliebigen  Bichtnng  dilbrentiirt,  die  nach 
dieser  Richtung  serlegte  Anaiehung  liefert,  wie  ancb  die  Ansiehung  tou  der 
Entfernung  abhängen  mag.  Die  Aufgahc,  aus  der  ersten  Function  die 
•weite  nnd  also  die  Anxiebungen  au  finden,  liefert  für  diese  gana  bestimmte 
Wertke  und  Riehtnngon.  Die  nmgekehrte  Aufgabe,  ans  der  in  jedem 
Punkte  gegebenen  Richtung  und  Grösse  von  Krftften  mit  Potential  die  wir- 
kenden Massen  und  das  Gesetz  der  Anziehung  zu  finden,  ist  sehr  unbestimmt, 
Sie  liisst  unter  Anderem  allgemein  die  Einschränkung  zu,  das«  als  An- 
ziehungsgesetz nur  das  New  ton 'sehe  gelten  solle. 

Eine  Function  der  PuJikto  dfs  Raumes,  die  in  jeTlem  Punkte  nicht  blos 
eine  bestimmte  Grösse,  sondern  auch  eine  bestimmte  Richtung  hat,  als  recht- 
winklig ge^Tii  ihre  Hichfung  ablenkende  Kraft  betrachtet,  bestimmt  Kräfte, 
die  entwedei-  «lurcli  DitVereutiation  einer  gewissen  Function  nach  den  ver- 
schiedenen Richtungen  erhalten  werden  können  oder  auch  nicht;  in  jedem 
Falle  sind  aber  dir  Kräfte  durch  die  Function  und  das  Gesetz  der  Wirkung 
vollstAndig  bestimmt.  Umgekehrt,  wenn  Krttfte  beliebig,  mit  oder  ohne 
Potential,  gegeben  sind,  so  l&sst  sich  iiome^elne  Function  nach  Grösse  und 
Richtung  und  ein  Wirkungsgesets  finden,  so  dass  jene  Kräfte  eine  Folge 
davon  sind.  Aach  hier  kann  man  mancherlei  Einschränkungen  hinzti* 
fUgen,  ohne  dass  die  Lösung  unmöglich  wird.  Die  Einschrftnkung,  welche 
wir  mit  Helmholts  angenommen  haben,  ist  diese:  das  Wirkungsgesets 
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darf  nor  die  direoto  Abhängigkeit  ron  dem  Abstände  des  abgelenkten  Pnnk* 
tes  von  der  Bichtungstangente  der  wirkenden  Function  uod  die  omgekehrte 
der  dritten  Potens  der  Distans  von  dem  wirkenden  Element  sein.  Wir 
ht^Bu  gefanden,  dass  nnter  dieser  EinscbrfiDkung,  welche  das  Gesetn  der 
Wirkung  elektrischer  Ströme  enthält,  das  Problem  allgemein,  bei  beliebiger 
Beschaffenheit  der  Kräfte,  gelöst  werden  kann.  Elektrische  Ströme  können 
so  im  Ranme  angebracht  werden,  dass  sie  beliebig  gegebene  Kraftwirkon- 
gen  hervorbringen.  In  dem  besondern  Falle,  wo  die  Kräfte  ein  Potential 
haben,  kann  man  denselben  Zweck  auch  durch  anziehende  Massen  erreichen. 
Letzteres  war  bekannt,  Ersteros  hat  Ilelmholtz  bewiesen.  Das  Eine  hat 
ebenso  wenig  etwas  Auffallendes  und  kann  ebenso  wenig  veranlassen,  sich 
den  verborgensten  NaturgehoimniüseD  auf  der  Fährte  zu  wähneu,  wie  das 
Andere. 

Seite  40  nimmt  Ilelmholtz  in  einer  Flüssigkeit  einzelne  geradlinige 
und  unondlicl)  lange,  nl«o  geschlossene  Wirbelfäden  an.  Die  Sätze,  die  er 
hierfür  entwickelt,  setzen  voraus,  dass  die  ganze  Bewegung  durch  die  In- 
tegrale f/, ,  t'i ,  rv^  der  Glcieliiingeu  4)  dargestellt  sei.  Unter  dieser  Annahme 
folgt  allerdings  unmittelbar  aus  der  Interpretation,  welche  oben  von  den 
Gleichungen  4)  gegeben  wurde  ,  dass  bei  einem  einzigen  Wirbelfaden  alle 
Tbeilchen  sich  um  denselben  im  Kreise  herumbewegen.  Sind  awei  Fäden 
vorbanden,  so  haben  diese  ebenfalls  gegenseitig  tangentiale  Bewegung  nnd 
laufen  also  wie  Doppelsterne  einer  um  den  andern  herum. 

Aber  wo  sind  denn  die  Wirbelfäden  ausserhalb  der  Flüssigkeit,  welche 
in  den  Integralen  m,  ,  r, ,  n\  die  Parallclbewegung  ropräsentiren?  Würden 
diese  nicht  bei  der  Ermittelang  der  Geschwindigkeiten  in  den  einseinen 
Punkten  mit  zn  berücksichtigen  sein?  Ilelmholtz  aetst  keineswegs  vor- 
aus, dass  die  ganae  Bewegung  durch  die  blos  Aber  die  geradlinigen  Wirbel- 
fiüden  sieh  eiatreekenden  Integrale  9,,  Wt  dargestellt  sei;  denn  er 
scUiesst  ansdrfieklieh  8.  47  „gemäss  einer  früheren  Bemerkung**,  d.  h. 
durch  Anbringwig  von  Insseren  Wirbelfllden ,  die  Integrale  «|,  in 
Vi  >  V|  f  mit  ein.  Jene  Voraussetsung  würde  ttbrigens  auch  niehts  weiter 
bedeuten,  als  dass  dte  FIfissigkeit  gar  keine  Bewegung  hätte,  da  die  Inte» 
grale  «1 ,  S| ,  blos  für  einaelne  unendlich  dttnne  Wirbelf&den  unendlich 
klein  sind. 

Was  HelmholtaS.M  fiber  die  Bewegung  kreisförmiger  Wirbelnden 
aufstellt,  ist  ebenralls  eine  einfache  Folgerung  der  Gleichungen  4).  Ftlr  die- 
jenigen Punkte,  welche  in  der  Bbene  des  Kreises  liegen,  also  auch  für  die 
Punkte  des  Wirbelfadens  selbst,  sind  die  auf  die  früher  ($.461)  angegebene 
Weise- erhaltenen  Elementargeseh windigkeiten  parallel  au  der  Axe  des  Krei« 
ses.  Da  alle  Theile  des  Fadens  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit  und  glei- 
chen Querschnitt  haben,  so  ist  die  Summe  dieser  Elemente  fllr  Punkte  in 
gleicher  Entfernung  von  der  Axe  gli>ieh.  Der  Wirbelfsden  bewegt  sich  also 
parallel  aur  Axe,  bleibt  dabei  kreisförmig  und  sein  Durchmesser  ftndert  sieh 
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nicht.  Bind  iwei  parallel -eoDMiitriiehe  Fftden  vorhanden,  so  ist  die  Wir* 
kling  eines  Jeden  auf  sieb  selbst  eine  ebensolche  Bewegaog.  Die  Wirkung 
des  einen  anf  den  andern  aber  aerlegt  sieb  in  eine  solche  parallel  tnr  Axe 

und  senkrecht  zu  derselben,  also  in  ein  Fortschreiten  und  ein  Verengen  oder 
Erweitern  des  Ringes.  Bei  gewissm  Werthen  der  Durchmesser,  der  Rota- 
tionsgC8clnvin(lijj:koiteu  u.  s.  w.  können  dnnn  solche  eigentliümliche  Be- 
wegungen stattlinden,  wie  sie  Holmholtz  angiebt.  Alles  dies  setzt  jedoch 
vorans,  dass  die  Integrale  m,,  rt,  «'f  in  «, ,  p, ,  w,  enthalten  seien.  Eine 
solche  besondere  Voranssetzung  macht  aber  Ilelmholtz  nicht,  obgleich 
er  keine  äusseren  Wiibelfjiden  zu  Hille  nimmt.  Ueberdies  sind  auch  hier 
die  Geschwindigkeiten,  für  welche  die  SUtze  von  Ilelmholtz  wirklich  rich- 
tig sein  würden,  bei  sehr  dünnen  Wirbelfäden  und  massi-cr  Rotations- 
geschwindigkeit sehr  klein.  Die  Experimente,  welche  Herr  ilelmholtz 
am  Schiasse  anführt,  zeigen  klar,  dass  er  jene  Erscheinungen  nickt  etwa 
▼on  ganz  besonderen  Bedingungen  abhängig  machen  wollte,  unter  welchen 
sie  allenfalls  stattfinden  könnten,  sondern  dass  er  der  Meinung  war,  zwei 
solche  Wirbel  ringe  müssten  in  Wirklichkeit  stets  einer  dorch  den  andern 
abweehselnd  hindnrchschltipfenl 
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d'Alemberlf  Tdme  VJI^  1780)''  gezeigt,  wie  man  das  bestimmte  Integral 


aof  elliptische  Integrale  BarUckfUbren  könne.  Dies  Besnltat  scheint  wenig 
beachtet  worden  nnd  in  Vergessenheit  gerathen  in  sein.  Legend re,  der 
in  seinem  ^Trailä  det  fonctions  elliptiques'*  mit  grosser  Sorgfalt  diejenigen 
Integrale  sasammenstellt ,  die  sich  auf  elliptische  zurückführen  lassen,  er« 
wfthnt  obiges  Integral  nicht,  nnd  auch  in  ähnlichen  Zasammenstellangen 
neuerer  Werke  ttber  elliptische  Functionen  finde  ich  dasselbe  nicht 

D*Alembert  benntst  das  von  Enler  {Ifop.  com,  ae,  Pelrop,,  T.  VI) 
gefundene  Additionstheorem  tUt  die  elliptischen  Integrale  tweiter  Oattong. 
AufTallenderweise  ist  es  d'Alembert  entgangen,  dass  ▼ermittelst  des  in 
demselben  Bande  der  Petersburger  Commentare  enthaltenen  Eu  1er* sehen 
Addttionstheoremes  fUr  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  sich  auch 
das  Integral 


0 

auf  elliptische  Integrale  surttckfllhren  lasse. 

Ich  beginne  mit  dem  leisten  Integral,  für  welches  die  Entwickelung 
sich  einfacher  gestaltet.  . 

Zwischen  den  Variablen  x,  u,  die  in  der  Weise  von  einander  ab- 
hXngen,  dass 


0 


Digitized  by 


Kleinere  MittUeilnugen.  465 


findet  bekanntlich  die  Differentialsleichnng  statt: 

dw  ,  du 


Ans  1)  folgt 


1  — 


1  — «II«' 

folglich 

2)  /og  (1  —       »  to^  (1  —  n)  —  Zop  (1  —  » 1^). 

Hieraus  ergiebt  sich 

dx  du 

/o^  (l  —  nar)   lag  (1  —  nir) 


SBB  /oo  (l  —  «)    ^  , 

V(i-**) 

oder,  wenn  man  beachtet,  daw  fltr  »»0,  ii ssl,  und  fUr  «»1»  tissO  ist: 
1  l 

Um  das  erste  Integral  auf  elliptische  Integrale  zurückzuführen,  benutzt 
d'Alembert  das  Additianstbeorem  für  die  elliptischen  Integrale  s&weiter 
Gattung:     

■2-— =- =-  du^ndixu). 

Hieraus  und  aus  2)  ergiebt  sich 


r  log  (1  —  na'j  dx^^—r=-\ng{\^nvf)du 

Bs/o^r (1  —  «)     — dx  —       (l  —  nii*)  d («m), 
I  —  ar 


oder 

1 


0 


I 

und  dnreh  tbeQweise  Integration  - 
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1  t 


—  log  (1  —  Hx')  da;  =  i  log  (I  —  «)  /  ^ — "  -  dx 

y\  —  -  .  • 


1 


oder  Dach  1) 

u  u 

1 


/l  -  r/«  , 


Dies  ist  Uie  von  d'Alembert  gegebene  Formel.  Bringt  man  noch  das 
Integral 

! 

/»/» i/r^r»  ^ 

0 

auf  die  Normalform ,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

1    I 


dx 


Das  erste  Integral  hAngt  demnach  ah  Ton  dem  voUstllndigcn  ellipti- 
schen Integral  erster  Gattung  mit  dem  Mednl  fi,  das  sweite  ven  dem  erster 

nnd  zweiter  Gattung  mit  demselben  Modul  n. 

Schleswig,  im  Juni  1870.  Dr.  F.  Gbubk. 


ZZVn.  Ueber  die  Loxodromin  der  Kegeliiftehn. 

Durch  die  AVinkel 

soion  drei  zu  einander  orthoguuale  Kichtungen  im  Kaume  bestimmt {  diese 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Mittheilangen.  467 


Winkel  sollon  sämmtlich  Functionen  einer  Variaboln  t  sein.  Bezeichnen 
p  und  Pi  zwei  beliebige  Functionen  tou     «o  kann  mau  setzen: 


») 


dcosX  dcosX^  „ 


di 


= — cos  A'  —  /?j  CO*  A',. 


Dnreli  Vertansebimff  von  ^,  X, «  X,  mit  r,  7, ,  and  Z,  Z, ,  Z,  er- 
geben aieb  eeebe  weitere  Gleicbnngen.  Ist  T  eine  der  Quantittten  cot  X, 

cosYy  co<Z,  80  findet  für  7* die  Differentialgleicbuug  dritter  Ordnung  statt: 

*  ^F«  +7ä7  =  "- 

Für  gegebene  Wertbe  Ton  p  nnd  px  sind  «oi  JT,  eMr,  cof  2  die  drei  In- 
tegrale der  TorBtebenden  Differentialgleichung. 

Wird  die  Spitze  einer  KegelÜäche  zum  Anfangspunkte  orthogonaler 
Coordinaten  genommen,  so  finden  für  einen  Punkt  («,     c)  desselben  die 
Gleichungen  statt: 
S)  «csvcofjr,  ^oPcosF,  z^veotZ, 

Fflr  die  Lozodrome,  welebe  die  Kanten  der  l^egelflftcbe  unter  dem 
eonstanten  Winkel  a  schneiden,  ist 


da:  ,     f' '/  ,  dz 


"••/|©'+0'-^G;)l 


y^x'  4-  i/'  + 

oder  nach  I)  und  3): 

d.  i.: 

4)  --  =  /,col«. 

Seien 

die  Winkel,  welche  die  Tangente,  flanptnormale  nnd  Axe  der  KrOmmnngs- 
ebene  der  Loxodrome  mit  den  Coordinatenaxen  bilden.  Beaeiebnet  man 
durch  p  den  Krflmmnngshalbmesser,  dureh  r  den  Torsionsradios  nnd  durch 
dt  dae  Bogenelement  der  Lozodrome,  so  ist: 

'  dt  sina' 

COS  a  =  VüS  X  cus  a  +  cos  A\  sin  n , 
l  CO*  p  =  cos  y  cos  a  +  cos  FfSina^ 
cot  y^cotZ  cot  a  4-  cot  Zg  tin  a. 
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Setzt  man  zur  Verüiüfachung: 

7)  p^  sin a=p  iung u , 
80  folgt: 

8)  1?I=.JL. 

Q  dt       C09U^  • 

feoti  =  (eoia  co* Ä\  —  sm «  cos X)  eosu -^cosX^sinu^ 
cos^  =  (eofa  CO«     —  sin a  cot  I)  eosu  —  cot  dnm^ 
€0S¥  =  (coia  CO« 2;  —  sina  eosZ)  eotu  —  eotZf  »inuy 

10}  --  =  ~+pte/iyuco/fl; 

L    cosl=  {cos  a  cos  J',  —  sin  a  cos X)  sin  u  -f-  cos  Ä\  cos  u , 
11)       <    cos  m  =  {cos  n  cos  }\  —  sin  a  cos  V)  sin  u  -f-  cns  J',  cosu^ 
I    cos  n  —  {cos  a  cos  Zf  —  sin  a  cos  Z )  sin  u  -f-  cos  Zj  cos  u. 
Die  Gleichungen  6),  0)  und  11)  p;obon: 

icos  Ä'  =  cos  a  cos  a  —  (ros  k  cos  u  -f  cos l  sin  u)  sin  a , 
cos  y=^cosß  Cosa  —  {cosfi  eosu  4-  cosm  sin  u)  «uia, 
cosZ  s=  cosy  eosa  —  (cos  v  eo« ii  +  eosu  sinu)  sma. 

Für  einen  Kreiskegel  ist  ^  coostant,  nach  7)  ist  dann  aneb  ii  eonataat* 

Pt  * 

die  Gleichungen  8)  und  9)  seigen  dann,  daea  —  ebeufalU  eonatant  iat.  Nimmt 
man  umgekehrt  ^  eonatant,  setat: 

13)  ^esgeotat 

wo  g  eine  Constante  bedeutet,  so  geben  die  Gleichungen  4),  7),  8)  und  10): 

1         g  —  sinu  l  du  g-^sinu 

14)  —  ^  =  co/a,     —  ;r-==^^  eosa, 

'  p  dt       eosu         '    p,  dt  sinu 

..V  1  dp  eosu 

15)  —  5-s=  . — . 

V  du    g  —  smu 

Führt  man  mittels  der  Gleichungen  14)  in  die  Gleichung  2)  u  statt  /  aU 
unabhängige  Variabele  ein ,  so  folgt : 


d 


#int4    du\  eosu    du)  ' 


lö)        {  " 

9  7* 

'^ttmgu  ä— =  0. 

Man  verifieirt  leieht,  dasa  skiw^geo^ü  ein  particnlSrea  Integral  der 
▼eritehenden  Differentialgleiehnng  iat,  mit  deaten  Hilfe  rieh  die  Ordnung 
derselben  nm  eine  Einheit  Terringem  Ifteat.  Um  die  beiden  anderen  parti- 
enUren  Integrale  an  finden,  ist  eine  Differentialgleiebung  zweiter  Ordnung 
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BQ  integriren;  die  aasinfllhreDden  Rechnungeii  eehelneii  indetaen  sehr  weit« 
Uitilg  nod  beaebwerlieh  sn  sein.  Mao  gelangt  dnrch  folgende  Betrachtnngen 
anmittelbar  snr  Kenntniss  der  läninitlicben  Integrale  der  Differentialgleieb- 

ung  16). 

Für  die  Helix  einer  Cjlinderfläcbe  ist  bekanntlich     consUnt.  Nimmt 

man  die  Kanten  der  CjlinderflXebe  parallel  sur  Axe  der  s ,  Ist  6  der  eon- 
etante  Winkel,  welehen  die  Helix  mit  den  Kanten  bildet,  ao  hat  man: 

17)  -i«col6, 

icota^  sitib  costv  ^    cosi  =  cosb  cos  rv,      cosX  =  —  sinw^ 
cos  ß  =  sin  b  sin  w ,    cos  m  =  cos  b  sin  w ,    cos ^  —  aus  tc , 
cos  y  =  cos  b.  cos  n  =  —  s>n  b.         cos  v  =  0. 

In  den  voritebenden  Gleichnngen  ist  w  ein  beliebiger  Winkel.  Ans  18) 
nnd  16)  folgt: 

coib     sinb  1 
g  eo$  o    sin  a     yijLtn* «  +  0*  co«"  a)  * 

Diese  Gleiebnngen  In  Verbindong  mit  11)  und  18)  geben; 
cosX         1— «diitf 

19)  <  €o$r  X^gwinu 
tmm     y{tirrü  +  /cor«)  ' 

cosZ  .  y{sin^a  +  g'cos'a)  =■  g  coi^ü'-^thiu  $9n*a. 

Die  letzte  Gleichung  aei^t,  dass  der  Werth  TsscosZ  der  Gleichung  16) 

genügt.  Die  Gleichting  zur  Bentimmnng  von  m  ergiebt  sich  leicht  auf  fol> 

gende  Art.  Nach  18)  ist  eosasinw^eosßcMtvesO^  alao  aueh : 

'dx  dy  ^ 

sww:r-  —  co#<rr^  =  0, 

d.  i.  nach  2) : 

l  9p  ,  ^  sin weosX-' cotm eo$T 

Istn w  COSA  —  cosw  cos  r  )  —  = — \-d   z  

^  ^  V  du  4u 

—  {cosw  cos X  4"  sin  w  cos  V) 

Uittela  der  Oleiebnngen  15)  und  19)  folgt: 

20)  c»,.^^  +?'"^'?, 

'  du  g-^gmu        '  , 

dnreb  welche  Gleichung  m  bestimmt  ist.  Bedeutet  h  eine  Constante,  ao 
folgt  ans  15) : 


V  = 


Sotat  man  diesen  Werth  von  p  nnd  die  Werthe  von  eotX,  eosT^  eosZ  aus 
10)  in  die  Gleichnngen  3),  so  folgt  durch  Elimination  von  ir  und  ui 

ZeiUchrin  r.  Ilalliemllk  a.  Pbyrik  XV,  i.  82 
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Je  uacbdem  (f  ^-  l )  knnu  mau  sctzeo: 


es  ist  dann 


oder 


-  +  Ä*         -    =sJ*' 

—  I* 


y4«  ^ 

Für  PiriH  piano  I^oxotlroino  ist  nach  13)  f;  =  0.  Man  hat  danu  die  fol- 
geuden  üleicliuiigeu ,  iu  denen  h  oino.  beliebige  Coostaute  iüt: 

d  u  sin  u  ' 

x.h  sin  u  =  Cosa  cus  w  -\-  sin  a  cos  u  sin  w , 
tj .  h  sin  u  B=  cos  a  tin  w  —  sin  a  cosu  vos  w , 
z  h=s$$na. 

Die  Loxodrome  liegt  in  einer  Perellelebone  sor  xy 'Ebene. 

Die  obigen  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  Auf  eiae  beliebige  develop« 
pnblo.  Fläche  ausdehnen.  Schneidet  eiue  Curve  die  Generatrioen  einer  ab- 
wickelbaren Fljiche  unter  dem  constanten  Winkel  a,  soll  dieeeCarre  gleieh- 
zeitig  die  Uelix  einer  Cylinderflftebe  sein,  so  bat  man  folgende  Gleich* 
nngen : 

a;s= J*q  cosXdw^veoiXy 
yca      cot  y  B  u 9  cos  F, 
geoiZdu  +  vtoiZf 


d^^-~*^q(g-  ÜH  f I)  =  0, 

wo  g  eine  beliebige  Function  von  u  bedeutet  und  cotÄ^  cosY^  eosZ  durch 
die  Gleichungen  19)  nnd  20)  bestimmt  sind. 

Die  Gleichungen  4),  8)  nnd  iO)  geben  durch  Substitution  des  Wertbes 
▼on  p  ana  5)  ftber  in: 

21)  X-  =  Cosa , 

'  ds 

9  COSU      d  sinu  .  . 
 SS  t  — « —  H-  stn  u  Cosa. 

r  OS 

Setit  man  in  der  letsten  Gleicbnng  links  ans  22)  9  cosu  =  Qsina  nnd 

V  * 

rechts  aus  21)  rosa—  —  ,  so  fokl : 

ds 
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Q  dvsinu 
'  r  ci 

Nimmt  man  u  als  nnabbSni^ge  Yariabele,  so  geben  die  Oleiebnngen  4) 
nnd  7): 

dl      i  dv  dt     \  Bo  tangu 

Bedentet  A  eine  Constaote,  so  bat  man  flir  eine  apbtrisebe  Cnrre 

oder 

 ^7- 

Für  eine  spbäriflebe  Loiodrome  gebt  die  yoratebende  Qleiebung  naeb 

22)  and  23)  über  ia 

±^  y  [h^nn^a-^v* cos'u)  ^vtütm 
Ist  g  eine  Coostante ,  so  folgt 

oder 

25)  V* —  2gv  sinu-^  g^  =  h*  sin*a. 

Die  Gleiebung  23)  wird  Lierdurcb : 

a    ,         9  dv 
i  tmm  ass  —  ~- , 
r  g  ds 

d.  i.  nacb  21) : 

26)  i.«»^COfÄ. 

Nnn  itt  naeb  21)  »  eine  lineare  Fanction  von  #,  naeb  26)  ist  dieses  aneb 

mit  —  der  Fall,  folglich  ist  die  sphärische  Loxodrome  gleichzeitig  eine 

kttrseste  Linie  einer  KegelBftcbe. 

Aus  25)  folgt 

27)  V  —  g  sinu-i-        J  =  y{h*  siti^a  eoi^u), 

Hierdarch  geben  die  Gleichungen  24)  über  in 

dt    geosu^  dt     gsinu  1 

Nimmt  man  in  der  Oleicbnng  2)  ti  statt  I  als  nnabbängige  Variabele» 
so  folgt  mittels  der  Oleiebnngen  28): 

CO«*«  J  d  f  J  dT\  , 

 —1  r~  j  +  stn'a  cotu.T  _  _ 

^        sütuduxeosu  du/  ,  ^       oT  ^ 

2Ö)    ^  a j  + '"'v« 

Man  bemerkt  leicht,  dass  7=^  51/1  m  ein  particuläres  Integral  der  vor- 
Stebeuden  DifierentialgleichuDg  ist.  Da  uuu  cosJC,  cosY,  cosZ  diu  drei  par- 

32* 
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ticuliiren  Integrale  sind,  so  kann  man  folgende  Gleiclinngen  aufstelleD, 
wobei  (Ho  Constanten  weggelassen  sind,  welche  sieb  aaf  eine  Drehung  det 
Coordinateufjrütems  beziehen: 

l    cos  X  =  cos  b  cos  w  4"  iin  b  sin  w  cos  u , 
ao)  \    cosF  =  cos 6  «tit w  —  sinb  cos»  cosu, 

f  cos  Z  =  sin  b  sin  u. 
In  den  vorstoheodeo  Gleichungen  ist  b  eine  Constante,  rv  eine  näher  zn 
bestimmende  Function  von  m.  Der  Werth  von  b  ergiebt  sich  unmittelbar 
maf  folgende  Weise.  Die  Verbindangsliuie  der  Spitze  der  Kegelfläehe  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Kngelfläebe,  welche  die  Lozodrome  enthält«  werde 
Bur  Aze  der  z  genommeD.  Da  h  der  Radius  der  Kagelfliehe  ist,  so  hat  man 
für  einen  Punkt  («,    t)  der  Loxodrome  die  Gleichung 

d.  i.  nach  8)  und  80) : 

e*  —  2  P    #t*fl  6  stA  II  -|-  2^'  a  A*. 

Setst  man  hierin  aus  25): 

2p V  sm  II  SS    4.  ^ A*  stft*a , 

so  folgt: 

(p  —    sin  b)  —     sin  b  {g*  —  Ä"  sin*a)  +  g      —  A*)  =3  0. 
Da  nun  9  nicht  constant  ist,  so  folgt 

oder 

'  g       hcosa     y         h*  cos*  a)       0     '        •  ' 

Mittels  der  Gleichungen  1),  28),  30)  und  31)  folgt 

cosZy  (g*  -f  -    f'f«* ")  ==  9     w » 
.    cof2,|/(p»  +  A«cos««)  =  ^l.col«, 

CO^It 

cos Z,yi^'  +     cos' a)  =  -g—. 

Mittels 

co«Z.^(y'+AVos'ii)c3psiiia,   »»psthu  +  J,  x^weosZ 

folgt: 

33)  «  )/  (p'  +  A*  CO  J*  a)=sg  sin  u  {g  sin  u  +  J)» 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  0),  II)  nnd  32) 
gieht 

V  ,  zcos*a        sina^,,  ,  .         ,  ^ 

34)  cosn  cola  cos y  -j  : —  es  V  (y'  +  A*  cora), 

g  g  sma  g 

Nun  ist  nach  26)  ^  eine  lineare  Fuuction  von  S'^  hieraus  folgt: 

X  cos*a 

> 


35) 


cosl  — 

V 

9 

V 

cosm  — 

9 

V 

COSN  — 

gsma 
yco^a 
gsmo  * 

»  cos'a 
gsiitu  ' 
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1  '^1^  Conitantea  sind Aus  34)  uud  der  letzten  Gleicbuog  35) 

folgt : 

Wegen 

.  xsspeosZt   y=»peotY^  z^veoiZ 
giebt  die  Siimnie  der  Quadrate  der  Gleiehungen  85): 

^         '  g  stna 

Setzt  man  bierin  für  cosZ,     ihip  Werthe  aus  '61}  und  80),  ferner 

ü  =  y  sin  M  4"  ^ , 

■o  folgt: 


3?)         y  + 1}«'  =  2     eo«  JiC    17,  CO«  r)    «tit  M  +  ^) 


^«IflA 

Nach  8),  C)  and  11)  ist 

X  cos  X  -f  y  cos    +  z  <ro*Z  =  p, 
tfO*«co»^+  cos/3  ros  J'  4-      y  cotZ=:  Cosa , 

CO.?  /  C05  X  +  <^os  m  cos  J  -|-  cos  n  cos  Z  =  —  sin  a  sin  u. 

Die  Gleichungen 35)  resp.  mit  cosÄ'^  cos  cosZ  multipÜcirt  und  addirt, 
geben,  mit  liücknicht  auf  die  rorstehcndeu  Gleichungen: 

—  sin  a  sin  u  =  ^  COl  AT  +  l?«  C^*  ^  +  io 
oder,  da  nach  82)  und  80) 

so  ist 

^  cos  X  +  Vo      ^—  0. 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  37)  giebt 

lo'+»?o'  =  0,  d.h.  |,  =  0,  i|,  =  0. 

Die  erste  Gleichmg  35)  giebt  für  ^  =  0: 

V  ,  X  cos*  a 

€Oii  —  —  eota  eofct  +  =0. 
g  ystna 

8ekst  man  bierin : 

eosl  =  {com  cos    —  sin  a  cos  X)  sin  U'^co$Xt  cos  u , 
COM  a  SS  eota  cosX-^  tina  cos  A\ , 
see=9co$Jt,  w^grinu^  Jf 

90  folgt: 

^.cosa 

cot  Xtcotu^  tina  sin  u  cosX-^-   cos  X», 

9 

Mittels  dieses  Wertbes  von  cosXt  g(*bt  die  Gleicbuog 

cos*  JT  +  coj*-r,  +  coi*-r»  « 1 

über  in 


*  Yergl.  bier&b«r  Zeitacbrifl  f.  Mathen.  PkTS.,  Jalug.  XII  8.510. 
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i<ma      _.   ,  d.sinucosa 
—  mA,  +  - — r —    ^     -  cot Jr  > 

/  cos u  \* 

Nan  ist  naeb  80)  tind  31) : 

cos  X  y     »M*  a  +  ^  SS  A  ma  cof  iv + ^  cof  w  fuisv. 

Mit  Rücksicht  auf  28)  ist  ferner 

_      1  dcosX     1  dudcosX  J.coladcosX 

eotJLf=  5- — —  —   — . 

p      dt       p  dt     du        gcvsu  du 

Setst  man  dieie  Warthe  Yon  eotX  und  co$X^  in  die  Oleiehong  38),  10 
folgt: 

oder 


/3w         gh  Cosa  sinn     V  /        g'cos^u  V 

\^  II       CO«'  M  +  A'  CO*'  a)         cos'  u  +  Ä*  co«*  o/ 


^  n»        ghcosa  sw  u  cos*  u  -|-  4«  ^o«*  a) 

du     1^  cot^u-^h* co^a        p*co#*ii-j-Ä'cof*  a  J,eosa 

Der  Term  anf  der  rechten  Seite  mnsa  negativ  genommen  werdea, 
wenn  der  Werth  von  eotX  ans  80)  der  Oleichnng  20)  fllr  T=seosX  geoflgm 
aoU.  Eiofaeher  gelangt  man  anr  Beatimmong  des  Voraeiehena  dnreh  die 
Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  29),  30)  and  80)  für  g^sht^a  %n  deaiel* 
ben  GleiehuDgen  fttbren  mttssen,  wie  die  Gleiehnngen  16),  19)  nnd  20)  fSr 
g  =  0,  Setatman 

h  Cosa  eotufi  —  g  cotu  $in»f 
g  eosu  eosfVx  +  k  co»u  9in»t 

ao  geben  die  Gleichangen  30),  31)  und  30): 

_  /o*  cos*  ü  4-  A*  eof^a 
eosX^coswi  y 


€osFsss$mWi  j/ 


g*  -\-  A'  cus*a 
g*  cos*  M  +  A'  cos*  a 
g*  4-  A'  cus*a 
g  sin  u 


Y(^'-{- W  cos*  a)  ' 
cosa         dn\  g*cos*u  1 

V  {9^  +  ^*  cos*a)  du         ^cö?«  4-  h*cos*a  j/(ä'  sin*a  —  ^cos*u)' 
Die  Warthe  von  cosjV|  nnd  sinmt  laasen  sich  durch  die  Thetafonetioaes 
Jacob i*s  mit  eomplexen  Argumenten  aaadrttcken. 

Die  Bpbftrisebe  Lozodrome  liegt  anf  der  KegelflUcbe 
+        \z-  ViQ'  +  A«<fOJ»«)|««  AF. 
Liegt  die  Spitze  der  Kegelflächo  auf  der  Kugelfläche,  so  ist 

g*  —     sin*  a. 

Mau  hat  dann  die  folgenden  eiufaclicreu  Gieicliungeu: 
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cos  X  —  cos  a  cos  w  +  «  <^<>^  " , 
co$  Y  —  cos  a  sin  w^s  in  a  cos  w  cos  u , 

d  w         tuitq  a 
««rtaftitti,    ^  =  —  t'^- 
du  smu 


ZXVm»  UAer  die  Bandmiuig  der  xnittleran  TagMtenpmtnr  «u 
der  höehiten  mnd  tieliten  Temperfttnr, 

Um  die  mittlere  Temiiorfvtur  eines  Tages  aus  der  höchsten  und  tiefsten 
Temperatur  desselben  Tages  zu  bcbtiraiiien ,  weiden  in  den  uieteorologi- 
ecbeii  Handbüchern  mehreie  Anweisungen  gegeben,  welche  wohl  auf  em- 
pirischem  Wege  gefunden  worden  sein  dürften,  da  einer  theoretischen 
Ableitung  der  betreffenden  Ausdrücke  nirgends  Erwähnung  geschieht.  In 
den  Dftcbfolganden  Zeilen  wird  nun  eine  mathemaiiacbe  Uerleitang  der 
Ausdrücke  versucht. 

Die  Aufgabe  ist  nnbeatimmt;  indessen  ist,  wenn  man  einen  normalen 
VerUttf  der  Temperatur  voraussetzt,  dieser  Verlauf  an  gewisse  Haupt- 
bedingnngen  geknüpft,  welclie,  p:e]iörig  berücksichtigt,  eine  brauchbare  and 
vogeswungeiie  LSsnng  der  Aufgabe  ermöglichen.  Die  Tagestemperatur 
mOBS  Dlmlicb  wibrend  eines  Tages  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Sonnenstände 
bei  normalem  Witternngsmlanfe  von  einem  kleinsten  Wertbe  bis  zu  einem 
grSssten  Wertbe  stetig  mnebmen  nnd  von  letsterem  bis  snm  nächsten  Mi- 
almiim  stetig  abnebmen.   Censtrnirt  man  nun  die  TeoiperatarcarTe  eines 


Tages,  indem  man  die  Zeiten  als  Abscissen  und  die  Temperaturen  als 
Ordinaten  auftrügt,  so  wird  man  ausser  dem  tiefsten  und  höchsten  Punkte 
Avoid  B  neeb  die  beiden  Wendepmikte  C  nnd  i^,  in  welebea  die  Corre  ans 
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der  Convexität  in  die  Concftvitiit  otlpr  aus  der  ConcÄvitat  in  die  Convpxitat 
tibergeht,  als  charakteristische  l'unkte  anzusehen  haben;  lässt  man  forner 
dio  Teniperaturcurve  mit  dem  tiefbten  Punkte  ^4  boginnon,  so  wird  sie  niit 
dem  zweiten  Minimum  ^,  endigen,  und  es  liegt  in  der  Xatur  der  Sache, 
dass  zwei  aufeinanderfolgende  Minima  der  Temperatur  als  gleich  gross, 
also  Aa  =  A^af  angenommen  werden  können.  Durch  die  fünf  Punkte  ^,  C, 
7?,  D  und  ^,  theilt  sich  die  Temperaturcurve  in  vier  Theile,  deren  Eigen- 
thUmlichkeiten  sich  am  passendsten  mit  jenen  der  Sinuslinie,  d.  L  der  Linie 
von  der  Gleichung 

yergleichen  lassen,  wenn  fllr  jeden  Tbeil  der  betreffende  Wendepankt  eis 
Coordinatenanfangtpmikt  angenommen  wird  und  die  positiven  Richtungen 
der  Coordinatenaxen  gegen  den  Maximal-,  beziehungsweise  Minimalpunkt 
gerichtet  sind.  Zieht  man  durch  C  und  D  die  Linien  EFvaid  GH  parallel 
znr  Abscissenaxe  und  setzt  man  AasaA^a—t  (Minimaltemperatnr) ,  Bb—T 
(Mazimaltemperatur),  ferner  Cc 8s/|,  J>tfs|^,  endlich  die  Abscisien  (Zei' 
ten)  abssZ^  ac—Zi  nnd  ad  =  Sg,  und  berttckeichtigt  man  noch,  daet 
a«!  s=24  (Stunden)  ist,  so  sind  nnter  Zugrundelegung  der  Oleiehung  1)  — 

wenn  man  derselben  die  passendere  Form  y  =  a.sin^x  giebf,  wofür 

ff  SB«,  y  SS  a  wird  —  die  Gleichungen  der  Gurrentheile  CA^  CB^DB  und 
DAi  nachstehende: 

Cil ,       (I,  —  0 .  t'«  —  ar, 

2S| 

...y  =  (r— <,).fi« 


2(Z-z,)  ' 
l>Ä...i/-  (r-/,)  sin    .  "-^x, 

DA,  ...y  =  (/,-0.,i^_^^-ar. 

Die  mittlere  Ordinate  einer  Curve  wird  gefunden,  wenn  man  die 
Fläche  durch  die  Abscisso  dividirt;  nm  daher  die  mittlere  Temperatur  eines 
Tages  KU  erhalten,  hat  man  die  Fläche  der  Temperatnreunre  durch  t4  an 
dividiren.  In  unserem  Falle  besteht  die  Flüche  der  TemperatnreurTe  ans 
den  Tier  Theüen: 

ACea^BCea^ECA^ 
CBbc^CFbe  +  CBF^ 
BDdb^GDdb^BDG^ 
DAt  a^d^DBü^d—DHAf 

Somit  ist  die  Gesammtfläche  der  Tempesatnrenrve  gleieh 
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(JE6>o  +  CA'ft  (•  +  67/ rfö  +  f)  II  a,  d) 
^  (-  ECA  +  CßF  Ii  fiG  -  DlIA,) 
=  c,/,  4-  [Z-  c.)  t,  +  {z,  -Zjl,  +  (24  -  c,) 

somit  die  mittlere  Temperatar 

3\  <«.  =  A  [2^1 +      -      /,  +  {:,-  Z)  /,  +  (24  -  r.)  <,] 

In  der  sweiten  Klammer  kommen  die  Flächen  der  vier  Sinaslinien  vor« 
Für  die  Linie 


wäre  die  Fläche  gleich 


Xu 


H 

—  X  ax=s  —au; 


ü  §  tm  — 


daher  haben  wir 


folglieh 


Fläche  ECA  =-^2,  (/»  —  0 . 


I«  =^     [  ^1 +     -  *i )  ^1  +  (m  -  2)  ^  +  ( M  -  «•) 'J 


+ Ilb        -0 + (2-«.)  (r-  <.)  +    -  z)  ( j-  M  -  (M  -  fi)  (<«  -  0], 

oder  nach  einigen  Abkttrzongen 

'-  =  ^[(24-Z)/.  +  Z/,] 

+        [24/  +      -  0  -  (24  -      r,  ~  Z/J. 

Noch  ist  in  Rechnung  zn  bringen,  dass  die  beiden  Sinuslinien  CA  nnd 
CB  in  ihrem  Anfangspunkte  C  und  die  beiden  Sinnslinien  DU  und  DJf  in 
ihrem  Anfangtpnnkte  D  eine  gemeinacbaftlicbe  Tangente  haben*  Allgemein 

iet  bei  der  Linie  y  s  a  jAi  --0  die  trigonometrische  Tangent$..de»Netgan^»- 
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Nviiikcls  dor  im  Anfangspunkte  gezogenen  geontetritichou  Taugeute.  gleich 

-  ^ :  wir  haben  datier 

2  u 

and 

'  Zt-Z  24-«,' 

worana 

Ztt^Tti  +  Zi  —  ttt  und  (24— Z)<^  =  24  7  — ZI, 
somit  durch  Addition 

folgt.  Setzt  man  diesen  Werth  in  4)  eiD|  so  erliält  mau,  wenn  man  reducirt 
und  statt  n  seinen  Werth  substituirt 

1^^T-{T-t)  [0.637  -  0,01 14      -  2, )] 
'  =  0,303.  JH-  0,a37,<  +  0,0114  (r,  —  «,)  (T—  /) , 

WO  (t,  —  ti)  die  Zeit  Tom  TonDittSgigeii  bis  sam  nachmittägigen  Wende- 
punkte bedeutet.  Giebt  man  der*61eichung  8)  die  drei  Formen 

0)  ==  i  iT+  0  +  [0,01 14  (c,  -  r,)  -  0,137]  (T-  0, 

10)  =  i  ( r  +  2/)  +  L0.0114  (2,  -  2,)  -i-  0.030]  {T  - 1) 

und 

U)  =  I  (3  ^+  4/)  +  [0.0114  (2,  -  m)  -  0,005]  {T-t), 

so  erhält  man,  wenn  man  darin  die  lotsten  Ausdrücke  rechts  vernachlässigt, 
die  in  meteorologischen  Uaudbttchem  angefahrten  liähemngsfonneln 

nnd 

II')  r«  =  4(3T+40. 

Wie  man  sieht,  ist  von  den  drei  lotsten  Oleiehnngen  die  Gleichung  l(f) 
als  die  nngenaneste  ansnsehen;  besser  ist  9')  nnd  am  besten  ist  Ii').  Die 
Gleichung  O')  wird  meistens  sn  grosse,  10^  immer  su  kleine  nnd  Ii')  in 
der  Bogel  etwas  sn  kleine  Werthe  liefern. 

Es  iSsst  sich  übrigens  allgemein  statt  8)  auch  sehreiben : 

12)  fm  =       ip2  +qi)  +  [ü,oi  14  (2,  -  2,}  -        - 0.303)]  ( J -  0. 

Wählt  man  nun  für  7  und  p  solche  ganze  Zahlen,  dass,  je  nach  tlem 
Werthe  von  (z,  —  2^),  d.  i.  entsprechend  der  Lage  des  BeobacUtangsortea 
und  der  Jahreszeit, 

~         "^^^  gleich  0,0114  («,  —  «,) 

wird,  so  erhält  man 
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12')  r'.=j^-l^(pT+jo 

als  diejenige  GleicLuug,  welche  vor  allen  ähulich  gebsaten  den  Vorzug  ver- 
dient. 

Hierdurch  ist  bei  aller  Einfachheit  eine  Verschärfung  der  Berochiiungs- 
weise  geboten  ,  welche  sich  namentlich  zur  Ermittelung  der  mittleren  Mo- 
nalstemperattir  aus  der  mittleren  hüchsten  und  tiefsten  Temj>eratur  des 
Monats  eignen  möchte,  indem  die  Voraubsctzung  eines  nahe/u  normalen 
Verlaufes  der  mitUeren  Monatateioperaturcorve  in  den  meivten  Fällen  statt- 
haft seio  wird. 

Firnne,  im  August  1870.  Prof.  E.  Stahlbbroib. 


XXTX.  Ueber  Spectra  negativer  Elektroden  und  lange  gebrimcliter 

Geistler'fcher  Böhren. 

In  der  Zwischenzeit  von  Brewster's  und  Mille r's  Arbeiten  bis  zu 
den  epochemachenden  von  Dunsen  und  K i  r  c h  h o ff  vollzog  sich  der  Fort- 
schritt der  Spectralanalyse  vorzüglich  auf  elektrischem  Gehiete.  Man  lernte 
die  Metnlllinieu  von  jenen  trennen,  die  von  den  Bestandtheilen  der  Luft 
herrühren,  und  Dovc  lenkte  bereits  1858  die  Aufmerksamkeit  auf  die  ver- 
schiedenen Spectra  an  einer  positiven  und  an  einer  negativen  Elektrode*; 
er  hob  die  nnroessbnr  rasche  Umwandlung  des  einen  Spectrnms  in  das  an- 
dere bei  der  Commutation  ond  die  eventuellen  Aufschlüsse,  die  man  anf 
diesem  Wege  ühor  die  Beschaffenheit  des  Nordlichtes  bekommen  könne, 
hervor.  Gleichfalls  1858  begann  PI  Ucker  seine  berühmten  Arbeiten  Uber 
die  Spectra  in  Geissler'schen  Köhren.  Im  selben  Jahre  yerglich  anch 
vanderW  iiiigen  des  Lnftspectmm  an  der  positiven  und  negativen  ElelL- 
trode  nnd  constatirte  die  dem  letsteren  eigenthfimlichen  drei  ICaxima**. 
Die  chemischen  nnd  astronomischen  Trinraphe  der  Spectralanalyse  nahmen 
in  den  nKchsten  Jahren  nach  Bnnsen*s  nnd  Kirchhof f*8  Auftreten  alle 
Thfttigkeit  in  Anspruch  nnd  so  blieben  Dove's  nnd  vanderWilligen's 
Beobachtungen  bis  vor  Kursem  ohne  Fortsetzung  und  eingehendere  Be- 
arbeitung. Aber  an  die  mit  verdflnuten  Gasen  gefüllten  Rdhren  knüpfte  sich 
die  rftthselhafteste  Entdeckung,  welche  die  Spectralanalyse  seit  B  n  n  s  e  n  nnd 
Kirehhoff  hereicherte,  die  mehrfacher  Spectra  eines  nnd  desselben  Stof- 
fes, welche  von  Plttcker  und  Hittorf  gemacht       durch  Wüllner  be- 


*  Pogg.  Ann.  1858,  Bd.CIV,  8. 184—  188. 
^  Po  ggf.  Ann.  1859,  Bd.CVI,  8.6S6flgg. 
PhUof.  Trans.  1866,  Bd  löft,  &  I  Agg. 
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statigt  und  ausgedehnt  wurde*.  Sie  wurde  vor  wenigen  Monaton  von  Du- 
brunfaut  bestritten**,  indem  er  das  zweite  Wasserstoffspectrum  Wüll- 
n er* 8.  durch  Stickstoffreste  im  Gase  erklären  wollte.  WUllncr  hat  aber 
seine  Entdeckung  dieser  Erklärung  gegenüber  aufrecht  erhalten'*** f  und 
class  er  dies  en  thun  berechtigt  war,  hat  unsere,  im  Folgenden  mitgetbeilte 
Untersnehung  vollständig  bestätigt.  Dennoch  müssen  in  Plttcker^s  und 
Wüllner's  Entdeckong  die  thatsKchlichen  Erscheinungen  Ton  der  theore- 
tischen Auslegung  unterschieden  werden,  nnd  wir  werden  auf  die  wichtige 
Frage  nach  der  Mehrheit  der  Spectra  eines  Stoffes  als  solchen  am  Schlüsse 
der  vorliegenden  Arbeit  nocbmals  sorUckkommen.  1865  veröilentlicbte  Wa  U 
tenhofen  eine  interessante  Arbeit  ttber  die  Beibenfolge,  in  welcher  8pee- 
trallinien  bei  fortgesetster  Verdflnnnng  versebwindenf.  Bereits  im  Jahre 
1858  hat  PI  Ii  eher  auch  das  eigenthttmliche  magnetische  Verhilten  dee 
Lichtes  am  negativen  Pole  entdeckt  ff.  Da  dessen  ErkUmng  jedoeh  bis 
heute  nicht  von  Jeder  Schwierigkeit  befreit  ist,  so  mnsste  sich  hierdurch  da« 
Interesse  an  der  spectralanaljtischen  Verschiedenheit  swischen  dem  Lichte 
im  positiven  Theile  des  elektrischen  Funkens  und  dem  Lichte  an  der  nega- 
tiven Elektrode  steigern. 

Indem  wir  im  Octoher  vorigen  Jahres  beschlossen,  die  Studien  Do  ve'a 
und  van  derWilligen*s  aufsunehmen,  waren  wir  von  drei  (bedanken 
vorsflglicb  geleitet;  erstens  hofften  wir  Uber  das  magnetische  Licht  Auf- 
Schlüsse  au  erlangen ;  aweitens  mtisste  es  uns  nach  den  Kiteren  Angaben 
möglich  scheinen,  spectralanalytiache  Kennseichen  fUr  negativ -elektrische 
Zttstftnde  su  bekommen  und  dadurch  negative  Elektrieitftt  vielleicht  in  groe- 
sen  irdischen  und  himmlischen  Erscheinungen  entdecken  zn  können;  drit- 
tens durften  wir  erwarten,  vielleicht  zwischen  den  mehrfachen  Spectris  eines 
Stoffes  im  engen  Theilc  und  den  mohrfachen  Spectris  je  nach  der  Elektrode 
einen  Zusammenhang  zu  entdecken. 

Sicher  aber  mussten  wir  neue  Tliatsachen  nuffinden,  wcuu  wir  den  Un- 
terschied des  Lichtes  an  den  beiden  Elektroden  nicht  blos  bei  Luft,  soudoru 
bei  den  einzelnen  Gasen  aufsuchten.  Wir  durften  voraussetzen,  dass  Stick- 
stoff und  atmosjihiirische  Luft  übereinstimmen  würden,  und  dass  Wasser- 
stoffgas, Sauerstoffgas  etc.  Neues  geben  würden.  In  der  That  verschafften 
wir  uns  drei  Geissler  ' sehe  Köhren,  eine  Sticlutoffrühre,  eine  Wasserstoff- 


*;  Festschrift  der  nieflerrhoini«clien  rieselluchaft  für  X.itur-  tind  Heilkunde  znr 
öOjäbrigen  .Iiil)clfeifr  der  Universität  IJonu.    Bonn,  bei  A.  Markns.   I86H.  S.  7.  — 
Pogg.  Ann.  I8Ö8,  Hd.  CXXXV,  S.  40t)tlgg.,  1800,  Bd.  CXXXVII,  S. 337  Agg. 
••)  Compt.  rend.  T.  00,  S.  1245.  T.  70,  8. 44». 

Compt.  resd.  T.  70  S.  m. 
t)  Bitanngsber.  d.  k.  Akad.  d.  W.  aMth.*natttrw.  CL,  Bd.  LI,  IL  Abth. ,  1865, 
8.585flggr. 

tt)  Pogg.  Ann.  1858,  Bd.  CHI,  8. 88 Agg. 
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röhre  und  eine  8anerato£Fröbr0,  beieiolinet  entspreehend  mit  N,  JET  und  0, 
und  wir  fanden  am  negativen  Pole  tou  iVdie  yan  der  Willigen*aclien 
drei  Hazima,  am  negativen  Pol  Ton  M  ein  gritngelbet  Maximum,  am  nega* 
tiven  Pol  von  0  eecba  Hazima:  ein  rotbea,  ein  gelbgrünes,  ein  grünes,  ein 
grüablanes,  ein  blauet  nnd  ein  violettes.  Diese  drei  Speetra  beobachteten 
wir  bereits  November ,  aber  wir  wollten  von  den  sftmmtliehen  Spectris  die- 
ser Röhren  sorgfältige  Zeichnungen  anfertigen  und  diese  mit  einer  gleich- 
seitigen Zeichnung  des  Sonnenspectruros  combiniren ,  um  unsere  Resultate 
durch  Beziehung  auf  die  nächstliegenden  Fraunhofer'schcn  Muien  sowohl 
selbst  mit  Beobaclitungen  der  Aurora  borenhs y  des  Zodiacallichtos ,  der  Pro- 
tuberaiizen  und  anderer  kosmischen  Licliterscheinungen  vergleichen  zu  kön- 
nen, als  auch  für  spätere  Beobachter  unsere  Wahrnehmungen  verwendbaier 
BU  machen. 

Diese  Beobncbtunj^en  machten  wir  mit  einem  gewöhnlichen  Spectral- 
apparate,  der  ein  S  t  c  i  n  h  e  i  1' sches  Flintglasprisma  besitzt.  Um  sowohl  den 
Beobachtungen,  als  auch  den  Zeichnungen  ein  grösstD)ögliehes  Mass  von 
Genauigkeit  zu  geben,  wandten  wir  uns  an  Herrn  Professor  Hlasiweta, 
und  derselbe  stellte  uns  mit  grösster  Liberalität  den  in  seinem  Besitse  be» 
fiodliehen,  vom  Professor,  nunmehrigen  üofratb,  Ritter  v.  Sehrötter  nnd 
Herrn  Starke  sehr  sweckmässig  constrnirten,  mit  drei  Prismen  versehenen 
grossen  SpectraJapparat  an  Gebote.  Sollten  die  Zeichnungen*  die  nöthigen 
Details,  einen  genUgend  grossen  Massstab  nnd  die  erforderliehe  Genauig- 
keit besitsen,  so  konnten  sie  nor  in  einem  iXngeren  Zeiträume  vollendet 
werden«  Inswisehen  ersehien  in  den  Comp!»  rendu$  der  Pariser  Akademie 
vom  10.  Jannar  eine  Mittheilnng  8eeehi*s,  worin  er  nebst  Anderem,  was 
sieh  direet  auf  die  Sonne  beliebt,  aneh  erwfthnt,  dass  er  mehrfaehe  Speetra 
desselben  Stoffes  je  naeh  dem  engen  oder  weiten  Theile  der  Geissler- 
*  sehen  Röhren  wahrnimmt**.  Er  schreibt  diese  verschiedenen  Speetra  dem- 
selben Stoffe  bei  verschiedener  Temperatur  au.  Insbesondere  glaubt  er  der 
Erste  in  sein,  der  im  engen  und  weiten  Theile  einer  Geissl er' sehen 
Röhre  verschiedene  Speetra  sieht  Aber  eine  Arbeit  Uber  die  Sehiehtuug 
des  elektrischen  Liehtes,  die  Einer  von  uns  am  8.  Januar  1900  veröffen^ 
lichte,  knüpfte  bereits  an  eine  solche  Beobachtung  des  llofratbes  v.  Et- 
tingshausen an***. 


*  Dieselben  fertigt  Prof.  Knba  ae* 

Compt.  read.  T.  70  8. 82. 

**«  8itzgsber.4.  k.  Akad.  d.  W.  inath.-niitQrw.  CK,  XLIII.  Bd.  1861,  S.  15 agg. 
8. 10  sagt  der  Verfasser  der  Arbeit:  ,,l6b  hielt  es  daher  fttr  interessant,  sn  unter- 
suchen ,  ob  die  obenerw&bnte  Verachiedenheit  der  Speetra  in  den  verschieden  weiten 
Theilen  der  0  e  issTer^schen  Röhren  von  einer  Versehiedenheit  des  Speetrnms  einer 
und  derielben  Stib.stanz  je  nach  der  Weite  der  Röhre  oder  von  einer  Anordnung  ver<r 
schiedener  Stoffe  herrührt.'* 
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Dweh  langen  Gebraneh  erlitten  iwe!  anserer  Stickatoflröhren  und  ein« 
Wassentoffröhre  Modifieationen,  auf  welche  wir  spftter  aurflekkomoieii. 
Neben  ilen  Beobaebtongen  am  grosaen  Apparate  stellten  wir  am  UeiaeB 
Apparate  Vergleichnngen  mittela  des  sogenannten  „Vergleiehsprismas**  an. 
Wir  yerglieben  die  drei  Spectra  am  negativen  Pole  mit  den  von  PlOeker 
■enttebst  bertteksicbtigten  Speeliis  der  eapillaren  Tbeile  der  drei  BShren, 
sowie  aveh  mit  dem  Speetrnm  des  Qneeksilbers.  In  letsterer  Benehnog  sei 
erwihnt,  dass  wir  eine  mVgliehst  TollstSndjge  Vergleiebnng  mit  allen  Metall- 
speetris  beabsichtigen.  Das  Reenltat  unserer  bisherigen  Vergleichongeii  tat 
folgendes:  Ton  den  drei  Mazimis  am  negatiTon  Pole  der  Stickstoffirdhr« 
stimmt  das  am  wenigsten  brechbare  (gelbgrüne)  mit  der  hellsten  Saneretoff* 
linie,  d.  h.  mit  der  hellsten  Linie  im  engen  Tbeile  der  Saneratofl&Ohre.  Das 
sweite  Maximum  stimmt  mit  gar  keiner  Linie  eines  engen  Tbeiles;  das 
dritte  Maximum  stimmt  mit  einem  schwachen  Bande  im  engen  Theile  der 
Btiekstolbdhre,  wobei  wir  vorllnfig  nnr  Ton  nnmodifieirtenRtfbren  spreeheo* 
Das  Maximum  am  negativen  Pole  des  Wasserstoffes  stimmt  mit  keiner  Lini« 
im  engen  Theile  einer  unmodifieirten  Röhre.  Von  den  fttnf  Maximia  aea 
negativen  Pole  der  Sanerfitoffröbre  stimmt  das  gelbgrüne  Maximum  mit  einer 
Linie  im  engen  Theile  der  Sauerstoffröhre,  das  blangrüne  Maximum  mit 
einer  Linie  im  engen  Theile  der  Stickstoffiöhre ,  das  violette  Maxiiuuin  mit 
der  violetten  Qnecksilberlinie,  das  grüne  und  das  blaue  Maximuiu  jedoch 
stimmt  mit  keiner  Linie  im  engen  Theile  der  drei  unmodifieirten  Köhren. 
V^on  den  Ueberoinstimmungen  schwächerer  Linien  behalten  ^vir  uns  vor,  bei 
spHterer  Gelegenheit  vollständigere  Mittiieilung  zu  machen.  Auch  müssen 
wir  beifügen,  dass  die  Verglcichungen  nur  jene  Genauigkeit  besitzen,  die 
der  kleine  Apparat  gestattet.  Wir  haben  ferner  die  drei  negativen  Spectra 
unter  einander  verglichen  und  gefunden,  dass  gar  keine  Maxima  Uberein- 
stimmen; doch  findet  sich  das  violette  Maximtim  am  nejjativon  Pole  des 
Sauerstoffes  als  deutliche  Linie  auch  am  nogutiven  Polo  des  Stickstotles. 
Da  beide  Rühren  von  Geisslor  mittels  der  Quecksilberluftpumpe  her- 
gestellt sind,  so  kann  das  Auftreten  der  violetten  (^uecksilberlinie  in  beiden 
Fällen  keine  Verwunderung  erregen.  Unter  Berücksichtigung  des  Queck» 
silberspeotrnms,  von  dem  noch  eine  oder  die  andere  Linie  ausser  der  er* 
wähnten  mit  schwachen  Linien  in  den  Bohren  stimmt,  ergiebt  sich  jeden* 
falls  ans  den  vorliegenden  Beobacbtoogen  bereits  das  wichtige  Resultat, 
dass  man,  abgesehen  von  Quecksilber  und  später  zu  erwähnenden  Natriom- 
spuren,  mindestens  sechs  verschiedene  Spectra  in  drei  Köhren  bat. 

Indem  am  grossen  Apparate  die  Beobachtungen  sehr  lange  fortgesetst 
wurden,  ergab  si^h  nicht  nnr  die  von  W tillner  beobachtete  VerSndemng 
der  Wasserstoffröbre,  sondern  auch  eine  nicht  minder  interessante  Modifica- 
tion  der  Stickstoffröhre,  Die  modificirte  Wasserstoffrdhre  ergab  daa  tob 
Wullner  R\\  benannte,  von  Betten  der  ff  in  der  Festschrift  avm  Bonner 
Jubilftnm  geseichnete  Bpectrom.  Indem  der  Eine  von  nns  sowohl  diesM« 
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als  das  Speetram  im  engen  Theile  der  noch  nicht  modifieirten  Stickstoff- 
röhre  seichnete,  ergab  sieh  mit  nnwiderleglicher  Evidens,  dass  dieses  Spee- 
tram  nicht  Ton  Stickstoffresten  in  der  WssserstoffirShre  herrfihren  kann, 
dass  also  WflUner  gegen  Dubranfaat  in  dieser  Beiiehnng  unbedingt 

Becbt  hat. 

Was  die  Modification  der  Stickstoffröhro  betrifft,  so  nahm  sie  folgenden 
Verlauf.  Wahrend  anfangs  das  negative  Glimmlicht  in  .scharfer  Begrenzung 
nnd  wenit;  ausgebreitet  den  negativen  Poldraht  umgab  und  der  jenseits  des 
dunklon  Jiaumes  befindliche  Tht  il  des  betreffenden  weiteren  Röhrenstückes 
wenig  hell  war,  wurde  nach  einiger  Zeit  das  Glimmlicht  grösser  und  füllte 
den  ganzen  Kanm  um  den  negativen  Poldraht  bis  zum  Glase;  zugleich  war 
auch  der  jenseits  des  dunklen  Raumes  befindliche  'l'heil  des  betreffenden 
Bühronstückes  heller  geworden.  Da  trat  eine  weitere  Veränderung  der 
Köhre  derart  ein,  dass  das  Glimmlicht  nahezu  verschwand,  das  Liebt  au  der 
Uebergangsstelle  von  der  capillaren  Röhre  anm  Stticke  am  negativen  Pole 
eich  schichtete  und  eine  hellere  Stelle  aeigte,  das  Licht  im  engen  Theile  an 
Helligkeit  abnahm  und  zugleich  lavendelblan  wurde,  und  endlich  auch  im 
StSeke  am  positiven  Pole  dunkle  Schiebten  aaftraten.  Binnen  einer  halben 
Blande  war,  nachdem  einmal  diese  Ersoheinnngen  sichtbar  geworden  waren, 
die  Modifieation  ToUendet.  War  dies  geschehen,  so  Tersehwanden  die  wäh- 
rend des  Ueberg'anges  wahrnehmbaren  Schichten  wieder  ginslich.  Dagegen 
trat  nun  eine  wnndersehQne  und  ftnsserst  lebhafte  Flnorescens  ein,  und  «war 
nicht  nnr  am  negativen  Pole,  sondern  wohl  in  dem  am  negatiTen  Pole  b»* 
findlichen  BtthrensUIcke,  aber  daselbst  nnn  jenseits  des  dunklen  Banmes, 
gegen  den  engen  Theil  der  Bdhre  an  am  lebhaftesten.  Aneh  dort,  wo  der 
posttiTe  Poldraht  das  Glas  berührte,  trat  eine  dentliehe  Fiuoresoenswlf« 
kon^  hervor.  Ja  saweilen  war  die  Flnoreseens  in  allen  Thailen  der  Bdhre 
bis  anm  dunklen  Banme  deutlich  sichtbar,  und  nnr  gerade  am  negativen 
Pole  war  Dunkelheit  Zugleich  war  am  positiven  Pole  eine  dem  Olimmlicbt 
im  spiteren  Stadium  iQinliohe  Licbtnmflathnog  eingetreten.  In  der  capil- 
laren Röhre  bemerkte  man  ab  nnd  zu,  namentlich  während  des  Umwand- 
lungsprocesses,  hell  leuchtende  gelbe  Punkte.  Sic  ti;iteu  au  dem  Endo  der 
Röhre  auf,  das  dem  negativen  Pole  näher  liegt.  Der  Spectralanalysis  unter- 
worfen,  ergaben  diese  gelben  Tunkte  ein  Natriumspectrum  von  ausserster 
Lebhaftigkeit.  Hervorzuheben  ist  noch,  dass  die  lavendelblaue  Färbung  des 
engen  Theiles  nicht  plötzlich  auftritt,  sondern  sie  witd  zuerst  an  der  dem 
negativen  Pole  zuniichstliegenden  Stelle  der  Capillarröhre  sichtbar  und 
breitet  .sich  von  da  immer  mehr  nach  der  Mitte  aus.  Eine  Commutation  be- 
schleunigt in  (iiesoni  Stndiuin  die  Umwandlung,  und  nach  derselben  ist  sie 
binnen  Kurzem  vollständig  vollbracht. 

Wenn  man  eine  modificirte  Stickatoffrühre  der  Untersuchung  mit  dem 
kleinen  Apparate  nnd  dem  Vergleichsprisma  unterwarf,  so  ergab  sich  fol- 
gende  merkwürdige  Thatsache :  die  drei  Maxime,  die  man  am  negativen 
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Pole  der  Qomodificirten  Btiekstoffröhre  findet,  sind  jetst  in  allen  Theilen  der 
Böhre  •iehtbar.  Am  negativen  und  positiven  Pol,  namentlieb  am  letsterea, 
sieht  man  beinahe  nnr  die  drei  Haxima.  In  der  Mitte  ist  ein  reicheret  8pee- 
trnrn,  aber  mit  Aufnahme  einiger  sehwaeher  Nebenlinien  stimmen  dieeee 
Speetmm  und  das  am  negativen  Pol  der  unmodifieirten  StiekstoffrOhre  flber^ 
ein  —  nm  gans  dentlich  an  sein:  nicht  blos  anf  die  dr^  Haxima,  eondem 
femer  noch  anf  aahlreiehe  andere  sichtbare  Linien  beiieht  sieh  diese  Ueber- . 
einstimmnng,  nnd  nnr  in  wenigen  schwachen  Nebenlinien  Usst  sieb  eiM 
Verschiedenheit  bemerken.  Es  ist  also  in  dieser  Btthre  das,  was  ▼an  der 
Willigen  nnd  Andere  als  das  ucgative  Speetmm  derLnft  betrachteten, 
durch  alle  Theile  wahrnehmbar.  Die  Beobaehtang  gewinnt  an  Interesse, 
wenn  wir  uns  erinnern ,  dass  nun  auch  der  positive  Pol  wie  von  Glimmlicbt 
umflutiiet  ist  und  dass  die  Fluorescenz  des  Glases  jetzt  keineswegs  mehr  aa: 
negativen  Pole  allein  oder  vorzüglich  auftritt,  sondern  dass  sie  auch  jenseits 
des  dunklen  Kaunies  und  am  positiven  Pole  bemerkbar  ist,  ja  manchmal 
jenseits  des  dunklen  Raumes  viel  starker  als  am  negativen  Pole,  ja  sogar 
bisweilen  nur  bis  zum  dunklen  Kaumo,  äusserst  lebhaft,  ohne  sich  über  dea- 
selben  hinaus  zu  erstrecken.  In  solcher  Weise  bekommt  nach  langem  Ge- 
brauch eine  Stickstoffröhre  ebenso,  wie  eine  Wassel stoftVillire  ein  neues 
Spectrum,  was  wir,  wenn  wir  vom  negativen  Pol  der  uumoditicirten  Höhre 
nichts  wUssten,  als  A'll  in  analoger  Art  auffassen  könnten,  wie  Wüllner 
das  Spectruui  in  der  darch  langen  Gebrauch  modificirten^  Wasserstofiröhrs 
als  ifll  betrachtet. 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  es  das  Spectrum  des  negativen  Poles  itt,  das 
sich  in  der  modificirten  Röhre  in  allen  Theilen  findet.    Ist  vielleicht  etwas 
Aehnliches  auch  bei  der  modificirten  Wasserstoffröhre  der  Fall?  Wir  haben 
wohl  nioht  nöthig,  erst  dsranf  hinanweisen,  welch  merkwUrdigerZasanftnen- 
hang  sich  in  diesem  Falte  awischen  den  Speetris  am  negativen  Pole  nnd 
den  nenen  Speetris  im  engen  Theile  dnrch  langen  Gebraach  modtficirter 
Bohren  ergibe  nnd  wie  dadurch  2711  Will  In  er 's  in  eine  höchst  beaebteat» 
Warthe  Belation  gebracht  wftre.  Nnn,  die  Beobachtnng  aeigt  am  negatiTen 
Pol  einer  Wasserstoffrtf hre  ein  grfingelbes  Maximum,,  dem  swei  schwache: 
eine  griino  nnd  grflngelbe  Linie  vorangehen,  nnd  awei  sehwache:  eine 
blangrttne  nnd  eine  blane  folgen,  die  mit  dem  grttnblanen  «nd  blauen  Maxi- 
mum des  negativen  Pcdes  der  Sauerstoflrbhre  flbereinstimmen.   Im  engen 
Theile  der  modificirten  Böhre  ist  die  Natrinmdoppellinie  am  hellsten,  ge- 
hört aber  natürlich  nicht  an  BXL  Was  von  Hll  im  kleineu  Apparat  sieht-  ' 
bar  ist,  sind  fünf  Linien,  die  mit  den  am  negativen  Pol  der  Wasserstoffröhre 
bemerkbaren  vollständig  übereinstimmen,  nur  dass  das  Maximum  nicht  so 
deutlich  hervortritt.    Ueberhauj)t  zeigen  sich  bei  den  eben  boprochenen 
Speetris  mauche  relative  llelligki  it&untcrschiedc ,  auf  die  wir  für  diesmal 
noch  nicht  eingehen.    Die  Auslegung  dieser  Thatsachen  ergiobt  sich  von 
selbst  und  wird  durch  folgende  merkwürdige  Beobachtung  noch  evidenter. 
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Wir  pampten  auf  einer  sweistief  Ilgen  Lnftpnmpe  eine  Röhre  so  lange 
■n«,  bis  die  Barometerprobe  ihren  niedersten  Stand  erreicht  hatte  nnd  sieh 
seigte,  man  könne  nicht  weiter.  Die  abgeschnoliene  Köhre  seigte  im  engen 
Theile  eine^Uebereinanderlsgernng  des  gewöhnlichen  Sanerstoff-,  Wasser- 
stoff •  nnd  Btiekstoffspectmms;  die  Sauerstoff linien  waren  davon  die  relativ 
hellsten.  Am  negativen  Pole  der  Böhre  sah  man  aneh ,  wie  meist  bei  LnA- 
röhren,  drei  Maxime,  neben  denen  wenig  mehr  wahrsnnehmen  war;  bei 
näherer  PrOfnng  zeigte  sich  aber,  dass  diese  drei  Maxime  nieht  die  ge- 
wöhnlichen waren;  soDdern  mit  den  drei  WasserstofflinieD,  d.  h*  Ha,  üß^  üy 
stimmten. 

Ein  besonderes  Interesse  nehuH-n  noch  die  Fluorcsconzcrschoinungon 
in  Anspruch.  Laugst  ist  die  FItioroscenzwii kiing  des  elektrischen  Fuukon.s 
bemerkt  worden,  insbesondere  limlft  man  aber  allgemein  die  Fluoroscenz- 
wirkung  dos  Lichtes  am  negativen  Pol  horvorgolioben.  Diosc  Sprechweise, 
die  man  noch  in  allen  lUicliorn  angewendet  findet,  gehört  aber  jcHlenfalls 
Anschauungen  über  das  elektrische  Licht  an,  welche  mit  den  durch  die 
Spcctralanalyse  rectificirtcn  nicht  mehr  übereinstimmen.  Durch  die  Spec- 
tralanalyse  ist  es  höchst  wahrscheinlich  geworden,  dass  die  Zusammen- 
setzung des  von  einem  glühenden  Körper  ausgehendeten  Lichtes  nicht  von 
der  Ursache  des  GlUbzustaudes ,  s.  B.  Verbrennungsprocess,  elektrischer 
Strom  etc.,  sondern  nur  von  der  materiellen  Besch atVenheit  des  glühenden 
Körpers  abhängt.  Was  ist  Fluorescenz  anderes,  als  die  Wirkung  ultravio- 
letter Lichtbestandtheiley  Warum  sollte  also  hier  etwas  Anderes  gelten^ 
Dadnrcb,  dass  nnn  mit  der  Verbreitung  des  sichtbaren  Spectroms  des  Lich- 
tes am  negatiren  Pole  durch  die  ganse  Röhre  eine  analoge  Ausbreitung  der 
Flnoreseenswirkung  Hand  in  Hand  geht,  wird  die  richtige  Auffassung  der 
Fluorescenswirkung  in  markanter  Weise  unterstützt.  Eine  interessante  Be- 
obachtung ist  es  auch ,  dass  bei  einer  modificirten  Stiekstoffröhre  die  Fluo- 
rescenswirkung unter  gewissen  UmstAnden  durch  Stromtheilung  wie  yer- 
stMrkt  erseheint.  Man  kann  sich  dieselbe  kaum  anders  erklären,  als  dass 
im  letsteren  Falle  gerade  der  die  Fluorescenawirknng  bedingende  materielle 
Triger  einen  mindestens  relativ  grösseren  Antheil  an  der  Strahlenemission 
erhält.  Also  auch  diese  Beobachtung  ist  nur  mit  der  von  uns  vertretenen 
Ansicht  von  der  Flaorescenzwirkung  des  elektrischen  Lichtes  einer  plau* 
siblen  Deutung  fähig.  —  Um  es  nochmals  kurz  und  mit  anderer  Ausdrucks- 
weise zu  sagen:  Es  verhält  sich  mit  den  ultravioletten  Strahlet),  wie  mit  den 
sichtbaren,  sie  werden  von  den  Stoffen,  wenn  dieselben  glühen,  emittirt, 
sind  für  dieselben  charakteristisch,  wie  Spectrallinien,  aber  unabhängig  von 
der  GlUhursache,  sei  dieselbe  chemisch  oder,  wie  in  unserem  Falle,  elek- 
trisch. Dass  sich  dies  durch  unsere  UuterbUchuDg  bestätigte,  dürfte  der 
Beachtung  würdig  sein. 

Kehren  wir  jetzt  nocljinals  auf  die  Frage  der  mehrfachen  ftpectra  ein- 
facher Stoffe  zurück,  sowie  auf  die  Spectra  positiven  und  negativen  Lichtes. 
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Die  Verbreitung  der  Spectra  des  negativpn  Lichtes  in  modificirteu  Röhren, 
sowie  das  Wnijüerstoflbpectrum  am  negativen  Pole  unserer  selbsterzeugtea 
Röhre  scheinen  für  den  stofl  liehen  Ursprung  dieser  Spectra  zu  sprechen. 
Sollte  bei  dem  Zusammenbang  der  Spectra  modificirter  Röhren  mit  denen 
des  negativen  Lichtes  nicht  auch  der  stoffliche  Uraproog  dieser  xwettea 
Spectra  wahrscheinlich  sein? 

Die  Thatsache,  dass  der  negative  Pol  einer  neuen  Röhre  schon  d«»- 
selbe  Spectram  besitzt,  wie  der  enge  Theil  der  lange  gebrauchten ,  legeo 
wir  also  dahin  ans,  dasB  ein  bestimmtes  Stoffgemenge ,  durch  dieses  Spec* 
tram  charakterisirti  am  negativen  Polo  glüht  Jedenfalls  glüht  soJaoo 
dieses  selbe  Gemenge  bei  der  modificirteu  Röhre  auch  im  engen  Theile,  sei  i 
es,  dass  sich  dareh  den  langen  Gebrauch  dieses  Stoffgemenge  aelbet  iniMr 
mehr  entwiekelt,  B.  aus  dem  Gase,  oder  sei  es,  daas  es  durch  Verschwia- 
den  des  Hanptstoffes,  indem  t.  B.  derselbe  von  den  Elektroden  ahserbiit 
wird,  snr  Überwiegenden  Geltung  in  der  gansen  Bohre  kommt.  In  den 
„Btoffgemenge**  darften  sieb  flbrigens  Stoffe  in  grösserer  Anaabi  befinden. 
Die  Ton  uns  bereits  begonnene  Beduction  der  einaelnen  Linien  anf  einsebs 
Stoffe  wird  eine  unsere»  niehsten  Aufgaben  bilden. 

,      Prof.  Dr.  Edm.  Reitlimoer. 
Prof.  Moaiz  Kuun. 


XXX.  KrümmungiTerhältnisse  eines  Cnrvenbtlsolieli  in  einem  SeheileL 

Hat  man  ein  Curvenbflehel  Ordnung  und  constrnirt  in  einem  der 
n*  Scheitel  die  Krfimmnngsmittelpunkte  der  einseinen  Corven,  so  wollet 
wir  uns  die  Frage  stellen,  was  fttr  einen  Ort  die  s&mmtlicben  Krümmungs- 
mittelpunkte  erfüllen. 

Besiebt  man  das  Curvenbüscbel  auf  ein  reehtwinkliges  Coordinaten- 
sjretomf  dessen  Anfangspunkt  der  in  Betracht  gezogene  Ourvenseheitel  ist| 
so  stellt  sich  die  Gleichung  der  Gnrven  des  Bflschels  in  der  Form 

l)  ^sv-^XsibO 
dar,  wobei  tr  und  v  die  Oleiehungspolynome  sweier  Cnrven  des  Btlsebsli 
sind,  welche  fUr  :r=0,  y=0  gleicbceitig  verschwinden. 

Bezeichnet  man  die  zwei  DifferentiAlquotientcn  von  qp  nach  X  mit 
9it  9u  J^"®  "^^^  y  ^*  9nt  endlich  den  nach x  und  y  mit  ^ 
erhftit  man  bekanntlich: 


Digitized  by  Google 


Kleinere  Uittheilnogeo. .  487 

•  Fftr  die  Coordioeten  des  Krttmmiingsmittelpunkiee  e  der  Carre  1)  er-  • 
geben  sich  neeh  den  gemecbten  Voranssetzangen  die  Wertbe : 

worane  sofort  folgt  (wie  auch  a  priori  eingesehen  werden  iLsnn) : 

Berftdcsiehtigt  man  den  ersten  Theii  der  Doppelgleichang  1) ,  so  er-  . 
giebt  sieb: 

5^  =  — -i  =__!1lÜÜ! 

^        Vi™      n         ««t  +  Aft' 

worens  folgt: 

7)  i  =  ^"-l^. 

Hierbei  haben  etwa  tr,  vnd    dieselbe  Bedeotnng  wie     nnd  <pt ,  d.  b. 
es  sind  die  ersten  Differentialqnotienten  Yon  u  nach  x  und  y. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  3)  nach  BerücluicUtigung  von  1)  und  6) 
in  die  Form  bringen: 

g)  g  ^^^^^^^  U   . 

nnd  wenn  msn  statt  q  den  ans  A)  flieüscndcn  Werth 

'~ — 5r 

einsetat,  so  geht  die  Oleicbnng  8)  Uber  in 

8etzt  man  sohliesslicb  an  die  Stolle  von  k  den  sich  in  7)  darstellenden 
Werth,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Umformung  und  nach  Unter* 
drttckong  des  sich  in  beiden  Nennern  einfindenden  Faetors  if  eine  Gleieh« 
nngy  welche  man  in  der  Form 

schreiben  kann,  wobei  abkürsend 

2  (M|,l't--fi|Wt)  —  ("ttPi  —  «'tt"i)  =  f''.    ("n  Pf  —      «^)  —  2  («11^1  —  fit "i)  =  ^1 

gesetzt  wurde.  Die  Grössen  B,  />,  E  sind  von  ^  und  rj  unabhängige 
con.^tante  Grössen,  da  man  in  der  ganzen  Entwickoluug ,  die  sich  auf 
den  von  ans  speciell  in  Betracht  gezogenen  Büschelscheitel  bezieht,  «  =  0, 
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y  ssO  SU  setzen  bat,  so  da»  also  »i*  »i«  Ht«  «n  »itt  «'m  i<m«       »ti*  'tt 
Wertbe  des  Differentialqnotienten  von  «  und  v  sind,  nachdem  man  hierin 
;r  s  0,  y  BS  0  gesetzt  hat. 

Die  Gleichung  0),  eine  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  des 
Krttmmungsmittelpunktes  irgend  einer  Curve  unsere  BQsehels  im  betrachte- 
ten Scheitel,  stellt  somit  die  Gleichung  des  von  den  sitmmtliehen  Krfim- 
muDgsmittelpnnkten  erfüllten  Ortes  dar. 

Wie  man  sofort  erkennt,  ist  9)  die  Gleichung  einer  Cnrve  dritter  Ord- 
nung, welcho  im  CoordinalenHnfnn'rspiinkto  (weil  die  Glif!(l«*r  dor  ertöten 
und  nullton  l\)t('n^  fchlrn)  cinon  I )o|iju'lpmikt  bpsit/.t.  Die  Tangenteu  die- 
seH  Doppelpunktes  haben  dann  bck.-inntlich  die  Gleichung 

oder 

woraus  sofort  folgt,  da.s8  sie  durch  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  hia- 
dui'ch  gehen. 

Wir  können  demnach  folgenden  Satz  aussprechen: 

■ 

„Constrnirt  man  in  einem  Seheitel  eines  OurTenbttsebels 
die  Kraromnngsmtttelpunkte  der  einseinen  Curven,  so  erfül- 
len sie  eine  Cnrve  dritter  Ordnung  vierter  Glesse,  welche 
den  Scheitel  zu  einem  Doppelpunkte  besitst  und  daseibat 
die  zwei  nach  den  imaginSren  Kreispunkten  gehenden  Strah- 
len berttbrt/* 

Diese  Cnrve,      wollen  wir  sie  nennen,  besitzt  also  immer  einen  iso- 

lirten  Doppelpunkt,  und  da  dessen  Tangenten  nach  den  Kreispnnkten 
geiieu  ,  so  ist  die  Str.ihloninvolution ,  für  wfleho  diose  Tangenten  die  Dop- 
pelhtralilen  .sind,  eine  Inv(jlution  rechter  Winkel.  Die  Curve  hat  somit 
die  Eigenschaft,  da-s  je  zwei  ihrer  conjugirten  Punkte  vom  Doppelpunkte  ö 
aus  unter  rechten  Winkeln  j^esi-hen  werden. 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  ist  bestimmt, 
sobald  man  diesen  und  Hecha  weitere  Punkte,  oder  sobald  man  die  Tangen- 
ten des  Doppolpunktes  und  vier  weitere  Punkte  kennt. 

Für  unsere  Curve  C^'  sind  oftenbar  die  Doppelpunktstangenten  gleich- 
zeitig mit  dem  Doppelpunkte  bestimmt,  da  sie  dessen  Verbindungslinien  mit 
den  imaginären  Kreispnnkten  sind.  Die  Curve  T^'  der  Krümmungsmittel- 
punkte  wird  sonach  vollkommen  bestimmt  sein ,  sobald  man  ihren  Doppel- 
punkt und  vier  weitere  Punkte  kennt.  Bezüglich  des  Curvenbttschels  drückt 
sieh  dies  folgendermassen  aus. 

„Sind  die  Krümmungsradien  von  vier  CurTen  eines  Bü- 
schels in  einem  Scheitel  der  Grösse  und  der  Richtung  naeh 
bekannt,  so  kann  man  den  Krümmungsradius  jeder  fünften 
Curve  in  demselben  Scheitel  lineal  construiren." 
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Es  sei  also  etwa  6  der  Scheitel  des  CarvenbOsebels  nnd  0|,  0,,  0,,  0^ 

die  Krünimuiij;scpntrÄ  der  vier  Curven  C, ,  ,  Tj,  des  Bfischels  im  Schei- 
tel somit  du,,  du«,  du,,  dU^  deren  KrUaiuaiughiadicü.  Man  vcr1nn<^t  uua 
den  KrflmmungsradiuH  dOg  jener  Curvc  des  CnrvonbüKchels  zu  con- 
Btruiren ,  welche  die  darch  d  beliebig  gelegte  Gerade  0^  stur  Normale  bat.  * 

Den  Endpunkt  O5  des  Aragliehen  Krfimmmigaradsaa  wird  man  naeh 
Frfiberem  als  den  Sebnittpmikt  der  Normale  O5  mit  der  .Cnrve  dritter 
Ordnung  erhalteOt  welche  dnrcb  0, ,  0„  0,.  0^  bindttrchgeht,  in  5  einen  Dop* 
pelpnnlit  besitzt  and  daselbst  die  beiden  naeb  den  imaginiren  Kreisponkten 

gebenden  Strahlen  berührt. 

Diese  Curve  kann  man  sich  nan  einfach  als  das  Erzeugniss  zweier 
ein  •zweideutiger  Büschel  herstellen,  von  denen  das  eindeutige  einen  der 
▼ier  Punkte  0,,  0,,  0,,  O4  z.  B.  0,  und  das  zweideutige  den  Doppelpunkt  d 
zum  Seheitel  hat.  (Vergl.:  „Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen 
Elementargebilde'*  etc.  B.  Q.  Teabner,  1800.  II.  Theil»  Art.  18.) 

Be.stiiJiint  man  dcu  Diiectionskegolschnitt  7»  (,/J'hoorie",  I.  Tli.  Art.  22) 
bezüglich  des  Ötrahlenpaares  dO^,  Oi^^i  so  erhiilt  man  für  denselben  folgende 
Tangenten:  Die  Qerade  OJO4,  welche  wir  als  Tangente  I  bezeichnen  wol» 
len;  die  Tangente  II  als  Verbindnngslinie  des  Scbnittpnnktes  von  60^  nnd 
0(0^  mit  dem  Sebntttpnnkte  von  0,0,  nnd  dO^;  die  Tangente  III  als  Verbin- 
dungslinie des  Schnittpuuktes  von  öüj  und  0,  0^  mit  dein  Schnittpunkte  vun 

0,0,  und  düj.  Feiner  niuss  der  Kegelschnitt  R  die  Doppclpunktstangcnten 
der  Curve  f^',  welche  hier  von  h  nach  den  imagin<ären  Kreispunktcn  gehen, 
berühren»  d.  b.  der  Punkt  <)  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  R.  Wir 
kennen  somit  drei  Tangenten  I,  II»  HI  und  den  Brennpunkt  b  des  Direc- 
tionskegelschnittes,  wodurch  dieser  vollkommen  bestimmt  ist  Fällt  man 

yon  d  anf  I,  II,  III  resp.  die  Perpendikel  jl,  d2,  43  und  legt  dnrcb  deren 
Fnsspnnkte  1,  2,  8  den  Kreis  if,  so  kann  man  mittels  desselben  beliebig 
viele  Tangenten  von  R  und  damit  auch  beliebig  viele  Punkte  von  con- 

struiren.  Jede  Tangente  von  R  schneidet  nftmlich  u,  0^  und  do^  in  zwei 
Punkten,  welche  mit  6  und  0,  verbunden,  zwei  sich  in  einem  Punkte  von  6'^' 
schneidcude  Gerado  gcbeu. 

Um  nnn  den  anf  \  liegenden  Pnnkt  der  Corvo  zn  finden,  sei  m  der 

Schnittpunkt  von  O5  mit  O1O4;  über  6m  als  Durchmesser  beschreiben  wir 
einen  Kreis,  welcher  K  aosser  in  1  noch  in  einem  zweiten  Pnnkte  sehneidet, 


*  Hierbei  ist  su  bemerken,  dass  man  weder  das  Cnrvenbttschel  C^C^C^.,, 
noch  die  Oarve  insbesondere  kennen  mflsse,  sondern  dass  es  genfigt,  die  tier 
Krttnunongscentren  Ol ,  0^,  Ob,  O4  und  den  Scheitel  d  sn  kennen. 
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welcher  mit  m  verbanden  eine  Tangente  des  Directionnkegelsehnitte«  B  lie- 
fert, welche  (5  0,  in  n  schnciilcn  mögo.  Dio  Gornde  0, ;/  sclineidet  alsd.ina 
den  Strahl  0^  im  vorlangtüD  Punkte  0^^,  wodurch  unsere  Aufgabe  gelöst  er- 
scheint. 

Da  die  Carve  die  anendlich  weite  Gerade  In  drei  Punkten  aebiiei- 
det,  so  giebt  es  aoter  den  eimmtlicben  ven  ane  betraebteten  KrfimniiiD^«- 
balbmeuem  dreij  welebe  unendlich  groas  aind.  Solehen  aber  entapriclit  Je 
eine  Carve  dea  Bflschels ,  welche  im  Seheitel  9  einen  Inflextontpaukt  be- 
aitat.  Wir  können  demnach  «agen: 

„Unter  den  Cnrven  einea  Bflschela  giebt  ea  fflr  jeden 
Scheitel  drei,  welche  in  ihm  einen  laflexionapankt  be- 
aitsen.** 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  durch  vier  Kriimmungslinien  die  Gesnmmt- 
heit  der  übrigen  bestimmt  ist,  bo  kann  man  folgenden  Satz  als  bewieceo 
betrachten : 

„Wenn  zwei  C  n  r  v  e  n  b  ü  s  c  Ii  e  1  einen  g  c  m  o  i  n  s  am  e  n  Scheitel 
besitzen  und  in  diesem  vier  C  u  r  v  e  n  des  e  i  u  e  n  B  ü  s  c  h  e  1  s  vier 
Cnrven  des  andern  osculiren,  ho  osculirt  jede  Curvo  dea 
einen  BüHchels  die  sie  berührende  Corve  dea  aweiten  Btt* 
achela  in  dem  beaagten  Scheitel." 

Durch  Gombination  der  beiden  letaten  Slltse  gelangt  man  sofort  a« 
folgendem: 

„Haben  vier  Cnrven  einea  Bttichela  einen  der  Bttaehel- 
acheitel  aom  Inflexionspnnkte,  schaben  denselben  Scheitel 
alle  fibrigen  Cnrven  avm  Inflexlonapnnkte." 

Denn  das  Strablenbttschel,  dessen  Scheitel  der  betreffende  Büschel- 
Scheitel  ist.  enthftlt  vier  Strahlen  (die  vier  Inflexionstangenten),  welche  mit 
vier  Cnrven  des  Bttschels  in  Oscalation  sind.  Somit  sind  alle  Strahlen  des 
BOschels  mit  allen  Cnrven  des  BQschels  in  Oscalation,  d.h.  der  Scheitel  ist 
für  alle  Cnrven  ein  Inflexionsponkt. 

Aus  dem  letztbewiesenen  Ratze  folgt  unmittelbar  die  bekannte  Grand- 
eigenscliaft  sycigctischer  Curvcnbüschel  dritter  Ordnung: 

„Alle  Cnrven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  nenn 
In  flexions  punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  liindurch- 
gelien,  besitzen  diesePunkte  gleichfalls  zu  luflcxiouspuuk- 
ten." 

Denn  bekanntlicli  liegen  die  neun  Inlloxionspunkte  einer  Curve  dritter 
Ordnung  zwölfmal  zu  dreien  auf  einer  (ieradctj,  die  neun  Scheitel  oin»'.s 
Curvenbüschels  dritttM-  Ordnung  bildend.  Durch  jeden  Inflexionspunkt 
gehen  vier  Gerade,  von  denen  jede  zwei  der  übrigen  acht  Inflexionspunkto 
enthält;  man  kann  demnach  jede  solche  Gerade  mit  zweien  dnrch  die  sechs 
nicht  auf  ihr  liegenden  Inflexionspnnkte  gehenden  Geraden  als  eine  Cnrve 
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dritter  Ordnang  betrachten,  und  swar  ist  es  offenbar  eine  Cnrve,  welche  im 
betrachteten  Scheitel  einen  Inflezionepnnlit  besitxt  Für  jeden  Scheitel 
erhftit  man  vier  eolche  Cnrven,  welche  in  ihm  Inflexion  beeitaen,  nnd  somit 
werden  nach  dem  letaten  Satte  alle  Conren,  welche  durch  die  neonln- 
ileziontpankte  hindurchgehen,  in  diesen  Inflexion  haben. 

Ist  das  Ton  nns  in  Betracht  geaegene  CurvenbOschel  einKegelschnitts- 
bllschel  mit  den  Scheiteln  tt,  ß^y^  d,  nnd  man  denkt  sich  die  Onrve  der 
Krttmmongsmittelpnnkte  fttr  den  Scheitel  d  bestimmt,  so  sind  diejenigen 
drei  Kegelschnitte  des  Bttschels,  welche  in  9  eine  Inflexionstangente  he- 
sitaen,  die  drei  Grenekegelsehnitte  des  Bttschels  nnd  die  Inflexionstangen« 

ten  sind  die  Strahlen  da,  O/i,  öy,  und  folglich  sind  die  zugehörigen  Krüm- 

muugsmittolpunkte  di«  Kiclitnngon  der  zu  dct,  öß,  dy  senkrechten  Geraden, 

Diese  drei  Dichtungen  Kind  zugleich  die  drei  Schnittpunkte  der  Carve 
mit  der  unendlich  w  eiten  Geraden  der  Ebene. 

Mittels  dieser  Bemerknog  ist  es  nicht  schwer,  folgende  Aufgabe  auf  au- 
iSsen: 

„Es  ist  ein  Cnrvenbüschel  (C)  gegeben;  man  soll  ein 
Kegelschnittsbüschel  construiren,  welches  mit  dem  Büschel 
{€)  einen  Scheitel  d  gemein  hat  nnd  in  dieeem  Scheitel  das 
Büschel  {€)  osculirt." 

Seien  C| ,  C,,  jene  drei  Cnrven  des  Büschels  (C),  welche  in  d  In- 
flcxionstangenten  besitaen,  nnd  ^i,  seien  die  drei  Tangenten  von 

Cit  Ct*  ^1  hl  d;  femer  sei  eine  beliebige  vierte  Corve  des  Büschels. 
Constmtrt  man  einen  willkürlichen  Kegelschnitt*,  welcher  in  6  oscnlirt 
und  il,,  resp.  In  «, 7  schneidet,  aolstdae  Kegelschnittsbfischel 

(a/))rd)  ein  solches,  welches  Cnnre  fUr  Cunre  das  Büschel  in  d  oscnlirt. 
Dies  folgt  sofort  nach  dem  ▼orrorletaten  Satae,  da  wir  bier  im  Kegelsehnitts- 
bflsohel  Tier  Cnrven  (die  drei  Inflexionstangenten  ^g,  J,,  nnd  den  an- 
genommenen Kegelschnitt)  haben,  welche  Tier  Corren  (Cg,  Ct,  C«,  des 
Bfiseheb  (C)  in  d  oscnliren. 

Prag,  im  September  1810.  Dr.  Emil  Wetr. 


ZZXI.  Bemerkungen  zu  zwei  Aufsätzen  des  Herrn  Mobr. 

Herr  Mohr  hat  im  4.  Hefte  dieser  Zeitschrift,  8.200  nnd  277,  awel 
Aufsätze  veröffentlicht:  „Ueber  die  Ursache  der  ungleichen  Leitnngsffthig^ 
keit  de^  Gase  fUr  Wärme**  nnd  „Berechnung  der  beim  Wasser  anr  Erwär« 
mnng  nnd  Ansdebnnng  ndtbigen  Würmemenge  oder  der  Wirmemenge  bei 
constantem  Dmek  nnd  Volnmen**!  weiche  mir  m  einigen  fcnrien  Bemer- 
knngen  Veranlassung  geben. 


*  Etwa  den  KrÜmmungskreis  tob  C«  in  d. 
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In  dem  ersten  Aufsätze  gelangt  er  bu  dem  Besnltate,  dass  die  specifisch 
leichteren  Gase  die  WXrme  besser  leiten  mttssen ,  als  die  schwereren ,  weil 
die  leichteren  Atome  bei  gleicher  Temperatur  eine  grössere  GeschwiDdigkett 
haben,  als  die  schwereren.  Er  betrachtet  diese  Brklftrung  der  versebiedenes 
Wltrmeleitang  als  nen  nnd  sagt  s«  B.  anf  8.272:  „Die  bis  jetst  unerkllite 
grosse  LeitnngsfKhlgkeit  des  Wasserstoffes  gegen  alle  anderen  Gase  findet 
in  der  angleichen  Geschwindigkeit  der  Gase  ihre  BegrQndung ,  ohne  dau 
man  genötbigt  wäre,  dem  Wassentoff  eine  metallische  Natnr  snansohreibea.*' 

Nun  habe  ich  aber  schon  im  Jahre  1882  eine  siemlich  ausgedehnte  Ab- 
handlang  über  die  Wttrmeleitang  der  Gase  publicirt*  in  welcher  ich  die 
Wärmeleitang  ans  der  Molecularbewegang  erklärt  und  ihren  Znsaramen- 
Lang  mit  dem  ßpecifi.schon  Gewichte  bestimmt  ijacli{;c wiesen  habe.  Ata 
Schhisse  der  Abljaiidlung  sind  die  darin  gewonnenen  Kesultate  übersichtlich 
in  vier  kurze  Satze  zusammengefasst ,  deren  letzter  lautet:  „Das  Wärme- 
leitungsvermögen  ist  bei  leichteren  Gasen  grösser  abs  bei  schwereren,  and 
niuss  daher  insbesondere  beim  Wasserstoff  bedeutend  grösser  sein,  als  bei 
allen  anderen  Gasen.** 

Ich  muss  vermutheu,  dass  Herr  Mohr  diese  Abhandlung  niclit  pekaKüt 
bat,  was  niich  aber  insofern  befremdet,  als  er  selbst  meine  Abhandlungeu* 
sammlUDg,  in  welcher  auch  diese  Abhandlung  sich  befindet,  citirt  hat. 

Auch  eine  andere,  in  dem  ersten  Aufsatze  von     o  hr  erwähnte  Erschei* 
nnng,  nämlich  dass  bei  gleich  starkem  galvanischem  Strome  ein  in  KohlsD* 
säure  befindlicher  Platindraht  schon  glühen  kann,  wShrend  ein  in  Wasl!e^ 
Stoff  befindlicher  ebensolcher  Draht  noch  dunkel  ist,  habe  ich  in  einer  bs-  | 
BOttdem  Abhandlnng  vom  Jahre  1852  weitläufig  besprochen"^. 

In  seinem  zweiten  Aufsätze  berechnet  Herr  Mohr  fär  Wasser  des  | 
Unterschied  awischen  der  spedfiachen  Wärme  bei  constantem  Drucke  nod 
bei  constantem  Volumen,  und  erhält  dabei  andere  Resultate,  als  ich  gefuodea  | 
habe***.  Diese  Abweichung  erklärt  sich,  abgesehen  von  anderen  auf  fiis 
Bechnungsweis0  besttglichen  Umständen,  hinlänglich  daraus,  dass  Herr 
ICohr  nur  die  äussere  Arbeit  betrachtet,  welche  das  Wasser  bei  der  Ans* 
dehnung  thon  kann,  während  meiner  Ansicht  nach  auch  die  innere  Arbdt 
in  Betracht  kommen  muss,  welche  sich  nur  unter  Zuhilfenahme  des  tweites 
Hanptsat:tes  der  mechanischen  Wärmetheorie  bestimmen  lässt.  | 

Bonn,  5.  üctobcr  lb7ü.  K.  Clausus.  , 


*  Po{^<!:cn*l<^>'f  f's  Aiin;i1pti,  Bd.  115  S.1,  und  Abbaudiangen  fiber  die me- 
chauischc  Wärmelbeorie  ,  Bd.  II  8.  277.  • 
♦*  Pogg.  Ann.  ,  V,<\.  87  S.  501. 
***  Po  gg.  Auu.,  Lid.  I2b  S.H74,  und  Abhandlungensammlung,  Bd.  II  S.19. 
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VorlMungen  über  analjrtdsche  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  Otto  Hrs.sk, 
ord.  Prof.  am  Polytechuicum  zu  MUncheUi  II.  Auflage.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner. 

Felice  In  giovenlü  alemanna  ehe  ä  educala  nelle  malematiche  da  (ali 
professonl  *)  rief  vor  acht  Jahren,  als  er  die  eben  erschienene  Haam- 
geometrie  des  Hrn.  Hesse  gelesen,  Hr.  Luigi  Oremona  ans,  nun- 
mehr selbst  unter  den  Pioniren  geometrischer  Forschung  der  Vordersten 
Einer.  Die  deutsche  Jugend  bat  sieh  empfänglich  gezeigt  für  das  Vor* 
treffliche,  was  ihr  geboten  war.  Wir  sind  Zengen  des  fast  unerhörten 
Ereignisses,  wie  ein  siemlieb  umfangreiches  mathematisches  Werk,  wel- 
ches sich  in  den  bisher  schwer  zugftnglichen  und  selten  erklommenen 
Höhen  unserer  Wissenschaft  bewegt,  durch  die  überaus  geschickte  Füh- 
rung des  pfadkundigen  Verfassers  sich  in  ▼erhttltnissmKssig  kurser  Frist 
als  Gegenstand  allgemein  yerbreiteten  Studiums  herausstellt,'  dergestalt, 
dass  eine  neue  Auflage  nöthig  geworden,  um  der  allerorts  laut  ertönen- 
den  Nachfrage  sn  genügen. 

Der  Inhalt  des  Werkes  übt  eine  doppelte  Anziehungskraft  aus,  ent- 
sprechend seinem  doppelten  Charakter,  der  in  Folgendem  besteht.  Man 
kann  es  ansehen  als  geometrische  Theorie  der  aus  Punkten,  Ebenen 
und  Flächen  zweiten  Grades  znsammongosotzten  Kanmgehilde  und  ihrer 
j)olar(ui  Eigenschafton  nnter  Hinzuziehung  der  Analy.sis  als  eines  Iliilfs- 
uiittels,  oder  als  g(!ometrischo  Illustration  zu  einer  sehr  vollständig  durch- 
geluhrten  Theorie  der  homogenen  Functionen  ersten  und  zweiten  Grades 
mehrerer  Variabein.  Dieser  doppelte  Charakter  des  Buches  entspringt 
ans  der  besonderen  Heanlngung  seines  Verfassers,  dem  es  ebenso  leicht 
wird,  niiJ  sichtendem  Scharfblick  unter  einer  grossen  Anzahl  von  Glei- 
chnugt'n  und  Variabein  verschiedener  Gattungen  Ordnung  zu  halten, 
aus  jeder  sich  gelegentlich  darbietenden  neuen  Combination  derselben 
den  grössten  Vortheil  für  die  Behandlung  des  ihm  vorliegenden  Problems 

•)  Ki%'ista  italiana,  10.  F.  librario  1862. 
Litmatontff.  «L  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phyt^  XV,  1.  1 
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'/AI  ziolion,  nder  boi  innniliehor  B(;tiaclituug  eines  vnn  Linien  und  Flachen 
(Im clizogonon  Kaumos  dio  niitzlichston  Vorstellungen  zu  gestalten,  zu 
üsiren  und  für  seine  Zwecke  wirksam  za  variiren,  mit  einem  Worte 
eines  Mannes,  dem  algebraische  sowohl  wie  geometrische  Phantasie  stets 
bereites  KUstzeng  sind. 

Nicht  weniger  als  der  Inhalt  hat  die  Form  des  Werkes  Anziehungs- 
kraft ausgeübt,  und  zwar  ebensowohl  durch  die  kunstreiche  Anordniin|f 
des  Stoffes,  anf  die  wir  sofort  snrttckkommen ,  als  durch  den  bewun- 
demngswürdig  ausgebildeten  Sinn  des  Verfassers  Hir  Symmetrie  der 
Bechnnng,  den  das  kleinste  Detail  seiner  Formeln  erkennen  ISsst,  ein 
Sinn,  den  vor  Allen  er  theils  dnreh  mttndliebe  Lehre,  tbeils  dnreh  das 
gnte  Beispiel,  welches  er  in  seinen  Abhandlangen  gab,  der  neaeren 
.  mathematisehen  Generation  eingeimpft  hat. 

Die  sweite  Auflage  weicht  ▼on  der  ^ersten,  was  Speeialitftten  im 
Gange  der  Darstellung  betrifft,  mehrfach  ab  und  bringt  auch  wesentlich 
Neues.  Uta  diese  VerXndemngen  der  Beihe  nach  besprechen  an  können, 
muss  ich  aunächst  den  allgemeinen  Plan  des  Werkes  in  Eiinnening 
bringen.  Es  beginnt  mit  der  Ebene  in  Punktcoordinaten  und  leitet  schon 
in  den  ersten  Vorlesungen  einen  bei  der  ferneren  Behandlnngsweise  der 
Probleme  durchgehenden  Gedanken  ein,  der  in  der  Einführung  gewisser 
Multiplicatoren*)  besteht,  eine  Methode,  bekannte  geometrische  Sätze 
abzuleiten  und  neue  zu  finden,  deren  Fruebtbarkeit  in  der  vierten  Vor- 
lesung iil)cr  das  Pascal  sclio  Sechseck  sicli  reichlich  zu  erkennen  giebt. 
Die  sechste  Vorlesung;  macht  dann  den  Leser  mit  Grundlage  der  fer- 
neren symmetrischeu  Behandlung  der  Probleme  der  homogenen  Coor- 
dinatcn bekannt. 

Aber  in  der  voraufgehenden  fünften  Vorlesung  tritt  der  leitende 
Faden  des  Werkes  zuerst  deutlich  zu  Tage,  jener  originelle  Dualismus 

*)  Sind  /|b=0,  A^  =  0,  j  =  0  die  GleiclMiugen  vou  drei  Ebenen,  so  ist 
A-\-li/ii-{-)i^Mi='0,  wenn  i,  und  beliebige  Grossen  bezeichnen ,  die  Olei- 
ohong  aller  Ebenen,  welche  durch  den  Darehsehnittepnnkt  der  drei  ersten  gehen. 
Sind  die  Gleichungen  A^O,  0,  0  so  besohaffen,  dass  es  sw«i  Werthe 
Ii  und  1^  glsbt,  vermöge  deren  dio  Gleichung  /4  liA^  ltAf'=  0  identisch 
erfiUlt  ist,  80  schneiden  »ch  die  drei  Ebenen  in  einer  Geraden.  Die  Variining 
dieses  ficdankenSf  der,  wenn  ich  nicht  irre,  von  PlUckor  hcrrUhrt,  Ist  im. Teste 
gemeint. 

**)  Wenn  inaii  au  den  homogenen  Coordinutcn  bisweilen  aussetzen  hört,  dasi 
sie  ein  blosses  algebraisches  Instrunient  ohne  geometrische  Bedenta|^  rind,  so  ist 
dies  nicht  giuis  richtig.  Wenn  man  in  der  Gielchang  einer  PIftcbe  statt  der  Coor- 

dinaten  j;,  i/,  z  die  Quotienten  — ,  — ,  —  ,  also  vier  V.'irialifln  einführt,  so  hat 

PVP 

dies  den  gntcn  geometrischen  Sinn,  dass  man  die  (»leichung  aller  der  pegehcnon 
I'""ljirlie  nach  dem  Parameter  ;>  variaUeln  ii  Ii  ii  I  i  r  h  o  n  Fljieheii  aufstellt.  Hält  ni.in 
«lies  tV'st,  80  ist  es  leii^lit,  manche  scheinbar  rein  algebraisehc  Operation  gcunie- 
tri.sch  zu  iuterpretiren. 
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der  Anordnung  des  Stoffes,  der  in  kunstvoller  Durchticchtuug  zweier 
reeiproker  Yorstellungswcisen  dem  Loser  mit  jeder  neuen  Vorlesung  eine 
neue  Ueberraschung  bereitet. 

Die  Seele  dieses  Dualismiis  ist,  geometrisch  sn  reden,  die  Kecipro* 
citKt  von  Punkt  nnd  Ebene.,  seine  wahre  Grundlage  ist  aber  wobl  alge- 
braischer Natar.  Zunächst  die  lineare  Gleichung  tix-f-vy-f-wssl 
kann  bei  Variation  der  Coordinaten  sp,  z  und  wenn  u,  v,  to  ungeXndert 
bleiben,  angesehen  werden  als  Gleichung  aller  Punkte  einer  Ebene  oder 
der  Ebene  selbst,  wenn  indessen  ti,  9,  iv  vaniren  und  a:,  y,  s  constant 
bleibt,  ist  sie  die  Gleichung  aller  Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
der  mithin  bei  dieser  Veränderlichkeit  der  einsige  ruhende  Pol  ist;  man 
kann  die  Gleichung  ansehen  als  Gleichung  dieses  Punktes.  Diese 
Übrigens  bekanntlieh  auch  sonst  hervortretende  ReeiprodtSt  swischen 
Punkt  und  Ebene  lOhrt  zu  neuen  Sitsen,  wenn  man  sie  auf  die  Theorie 
der  FUchen  zweiten  Grades  anwendet.  Die  Bemerkung,  dass  man  eine 
FiKehe  ebensowohl  als  Ort  der  Punkte,  die  auf  Ihr  liegen,  wie  als  Enve- 
loppo  ihrer  Tangentenebenen  ansehen  kann,  ist  es,  die  sich  hier  nttts* 
lieh  erweist  und  den  Dualismus  begründet,  der  sich  algebraisch  in  der 
Reciprocitiit  der  homogenen  Functionen  kundgiebt.  *)  Dieser  in  Hrn. 
Uessc's  Werk  so  sinnreich  durchgeführte  Dualismus  setzt  der  Bestim- 


Man  findet  die  Enveloppe  eines  doreh  Variation  der  Paranieter  a,  ... 
in  /*(«,  y,  Si  «r,  ^, . . .)  m  0  entstehenden  Flicheasystems  darch  Elimination  von 

a,  j3,  ...  aus  den  Gloiclmngen  /"  =  0,       =  0,  sa  ™  0,  ...    Sacht  man  hier- 

001  cp 

mhcIj  die  Envoloppc  der  Ehcnon  ut  -f-  vy  -\-  vz  -\-  rp  =  0,  wenn  u,  f»,  lo,  r 
geniiiss  einer  homogenen  Ivelution  zweiten  Grade«  F  {u,  v,  w,  r)  =■  U  variiren»  ao 
hat  man  uns  den  Gleichungen 

xdu  -\-  ydv  •\-  zdw  -f-  pdr  =  0, 
dF  dF  dF  öF 

eines  der  Differentiale  zn  eliminuren  nnd  die  Coefficienten  der  Übrigen  gleich  Null 
zn  Selxen;  bildet  man,  was  auf  dasselbe  hinanalSaft,  die  Oleichnngen 

iUc  +  ^  =■  0,  -|-  ^       0  u.  w., 

denkt  sieh  ans  diesen  Oleichnngen  ir,  v,  «p,  r  bestimmt  nnd  in  »  0  oingesetat; 
so  fUlt  l  heraus  nnd  man  crhUlt  eine  ntulcrc  homo<:^cne  Gleichung  zweiten  GradcR 
fi^ff  tft  <f  P)  ~0  für  die  Enveloppe.   Fehlen  in  der  Qleiohnng  F^^O  die  Glieder 

cF 

mit  den  Potensen  nnd  Prodnlcten  von  tt, «,  w,  so  liefern  die  Gleiebnneen  Xx-\-  \  o 
n.  s.  w.  einen  Pnnkt  als  Enveloppe. 

i'F 

Dia  Functionen /und  ^'aind  einander  reciprok  und  wenn  man  setzt  x  =^  h  • 

■  '  rn 

ÖF  1  f 

V  ^  \      n.  s.  w.,  so  folgt  f     F  ^  M.r  -f  f^u  +      +  '  /♦  «nd  «  , 

(Y 

I»       A       n.  s.  w. 

'  t  'l/ 

L* 
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mnng  der  FlSeben  sweiten  Grades  dareh  Punkte  einerseits  (9.  Vorl.), 
ihre  Bestimmung  durch  Tangentenebenen  andererseitfi  (11.  Vorl.)  ent- 
gegen. Der  10.  Vorleimng  Uber  Pol  und  Polarebene  steht  gcgenttber 
die  12.  über  harmonische  Polarehenen.    Dem  Kegol  als  Grensfall  der 

Gleichung  in  Piinktcoordinatcn  wird  ein  dnrch  einen  Kegelschnitt  be- 
grenztes Stück  Ebene,  die  G  rtMi  z flä ch  c ,  gegenüber  gestellt  (11.  n. 
ir>.  Vorl.).  Endlich  stehen  sich  ebenso  gegenüber  die  schönen  Vor- 
lesungen 16  und  17  über  das  Poltetraeder  in  Bezug  auf  mehrere  Flächen, 
die  Ifr.  Cremona  für  \c  püi  helle  in  f/ueslit  libro,  que  c  iuilo  hello  du 
vapn  a  futidu  erklarte.  Nun  ändert  sieh  mit  den»  («ogonstand  der  Cha- 
rakter des  Werkes,  insofern  die  algebraische  Seite  in  den  Vordergrund 
tritt.  Es  handelt  sich  nun  um  das  lIauptaxen})robleni,  mit  welchem  die 
«elliptischen  Coordinaten  verflochten  sind.  Dann  folgen  noch  die  Capitel 
über  Eocallinien,  Kotationsflächen ,  Kreisschnitte,  eine  kurze  Darstellung 
der  Hauptsätze  von  der  Krümmung  der  Flächen,  und  wir  sind  am  Schluss 
der  alten  Ausgabe.  Zu  dieser  summarischen  Liebersicht  wäre  nur  hinzu- 
zufügen, dass  das  Werk  die  Bedingungen  zu  seinem  Verständniss  für 
Anfänger  bei  sich  führt,  indem  die  der  Algebra  Unkundigen  aus  der 
7.  n.  8.  Vorl.  die  nöthigen  Grundbegriffe  Uber  Determinanten  und  homo- 
gene Functionen  schöpfen  können.  An  diesem  allgemeinen  Plane  ist 
kanni  etwas  geündert,  dagegen  Folgendes  im  Einzelnen. 

Die  Vorlesungen  1  bis  6  incl.  sind  bis  auf  Unwesentliches  geblieben 
wie  sie  waren.  Diese  und  die  folgende  Vorlesung  (Determinanten  und 
homogene  Functionen)  sind  bedeutend  erweitert.  Nachdem  in  der  7.  Vorl. 
das  Ifultiplicationstheorem  der  Determinanten  ausfthrlicher  daigelegt  ist 
nnd  mit  einem  Beispiel  Teraehen,  welehes  gewisse  lineare  Ansdrttcke 
transformiren  lehrt  und  dessen  Nntsen  sich  sofort  in  einer  interessanten 
Anmerkung  seigt,  wo  die  von  Jaeobi  geleistete  Integration  einer  Diffe- 
rentialgleichung,  der  Verallgemdnemng  einer  von  Euler  bebandelten 
Differentialgleichung,  in  wenigen  Zeilen  durch  einige  Umformung  auf 
ganx  leichte  Weise  erreicht  wird,  sind  noch  einige  UanptsStae  Aber 
Fnnctionaldeterminanten  beigebracht.  Die  8.  Vorlesung  ist  eine  wahre 
Fundgrube  von  Beispielen  g(>.schickter  Determinantenrechnung.  Nach  Vor- 
führung einiger  SMtse  Aber  homogene  Functionen  wird  das  Tetraeder- 
volnm  ausgedrückt,  die  Bedingung,  dass  vier  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen,  aufgestellt,  dann  die  sieben  Formen  abgeleitet,  welche  man  der 
Bedingung  fUr  die  Involution  erlheilcn  kann,  dann  folgt  das  Tetraeder- 
yolnm  als  Prodnct  zweior  gegenüberliegender  Kanten,  deren  kürzester 
Entfernung  und  des  Sinns  ihres  Winkels,  die  Länge  der  Tangenten  von 
einem  Punkte  an  einen  Kegelschnitt,  die  Diagonalpunkte  eines  V^ier- 
ccks,  dessen  Ecken  als  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
endlich  das  merkwürdigste  Beisjüel  ist  die  Ilerleifiuig  des  Hyperboloids 
als  Ort  einer  sich  auf  drei  andern  bewegenden  Geraden.    Giebt  man 
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den  Gleichungen  der  festen  Geraden  besondere  Formen  nnd  legt  sie 
sweekmUisig  mm  Ooordinatensjstem,  so  lAsst  sieh  die  Aafgabe  bekannt- 
lieh  leicht  lösen  nnd  man  gelangt  anoh  unschwer  som  Kegel,  dessen 
Geraden  ,  der  festen  nnd  der  beweglichen  in  ihren  Terschiedenen  Lagen 
parallel  sind.  In  dem  in  Bede  stehenden  'Bdspiel  wird  die  Position 
aber  ohne  Kriegslist  nnd  Ton  der  nnglkistigsten  Seite  erstürmt,  die 
Gleichungen  der  Geraden  sind  in  der  allgemeinsten  Form  angenommen 
nnd  Bwar  ist  jede  Gerade  durch  drei  Gleichungen  gegeben.  Da  lernt 
der  Schüler  dann,  wie  man  durch  geeignetes  Concentriren  der  Glei- 
chungen** (Ausdruck  des  Hm.  Hesse)  es  vermeidet,  mit  einer  Deter- 
minante ans  18'  Blementen  au  operiren  und  wie  man  durch  Benutzung 
zu  Tage  tretender  Vortheile  doch  schliesslich  auf  die  eleganteste  Weise 
zum  Kesnltate  gelangt. 

In  den  folgenden  Vorlesuugcu,  biö  zur  17.  incl.,  deren  Inhalt  die 
dualistisch  behandelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades  bilden,  ist  nichts  wesentliches  geändert.  Die  wenigen  Aen- 
deruugcn  bestehen  in  der  Milderung  einiger  dem  Verstiindniss  nachthei- 
ligen Kürzen  der  ersten  Ausgabe.  (S.  121  statt  der  I.  Ausg.  und 
die  reciproke  Stelle  ö.  110,  141  statt  Ö.  III  der  älteren  Ausg.,  ferner 
uoch  Zusätze  auf  S.  177  u.  181.) 

Wichtiger  .sind  die  Aenderuugen,  welche  bei  der  Coordinatentrans- 
formation  beginnen.  Die  in  den  voraufgehenden  Vorlesungen  abgehan- 
delten allgemeinen  Ei^^enschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  liihrten 
nun  zur  Trennung  des  Kegels  von  der  iibri^^on  Familie  und  unter- 
schiedeu  diese  nur  in  Flächen  mit  und  ohne  Mittelpunkt,  wobei  die 
parallele  Coordinatentransformation  für  Punkt-  und  Ebenencoordinaten 
angegeben  wurde  (13.  Vorl.).  Die  weitere  Transformation  der  Flächen  • 
zweiten  Grades  auf  die  Ilauptaxen,  durch  welche  die  Familie  in  ihre 
Arten  zerfällt,  erheischt  die  vollständige  lineare  Coordinatentransforma- 
tioD.  Aus  der  Verallgemeinerung  beider  Probleme  des  Ilauptaxenpro- 
blems  und  der  Coordinatentransformation  ist  die  allgemeine  Theorie  der 
homogenen  Formen  zweiten  Grades  entsprungen.  Im  Gegensatze  zur 
ilUeren  Ausgabe,  die  mit  dieser  beginnt  und  die  speeiellen  Probleme 
nachher  behandelt,  yerfolgt  die  neue  Ausgabe  den  richtigen  Weg,  wel- 
cher  hier  auch  der  geschichtliche  ist,  Coordinatentransformation  und 
Transformation  auf  die  lUraptaxen  yoransustellen,  nachher  aber  dem 
BedCIrfniss  des  Lesers  gerecht  sn  werden  und  den  höheren  analytisdien 
Zusammenhang  der  speeiellen,  sn  Gunsten  der  geometrischen  Ftobleme 
ersonnenen  Operationen  klarsulegen. 

Schon  die  20.  Vorl.  ttber  Coordinatentransformation  enthXlt  neues. 
Nachdem  wir  uns  von  neuem  gefreut  Aber  die  originelle  Auffassung  des 
schiefwinkligen  Coordinatensystems  als  Grensfall  des  tetraedrischen,  wenn 
drei  Tetraederecken  ins  Unendliche  rttcken  (Xhnlich  wie  schon  früher 
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(16.  Vorl.)  die  conjugirten  Halbmesser  als  Grenafall  des  PoUetmeders 
eingefOhrt  «mden),  finden  wir  die  SStae  Aber  die  Eniwiekelnngeeoefli- 
cienten  von  Potenaen  und  Produkten  orthogonaler  SnbatitQtionen  durch 
Ilinanaiehnng  der  Tranaformadonaformeln  Älr  Ebenenooordinatea  ajm- 
metrischer  abgeleitet  und  bedeutend  yermehrt,  indem  sie  aieh  auf  die 
Entwickelung  des  Produkts  Z^T^Z^,  wenn  JT,  Z  orthogonal-lineare 
Fnnetionen  von  ar,  y,  <  sind,  nach  Potenien  von  t  beaiehen.  Wir 
werden  hier  au  merkwürdigen  Sfttxen  Uber  die  Theilung  der  Einheit  im 
Quadrate  geführt  und  auf  neuem  Wege  au  einer  Foimel  Ton  Jaeobi. 

Die  19.  Vorl.  enthält  das  Problem  der  Transformation  der  Gleichung 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades  auf  die  Hauptaxen  als  Coordinatenaxen, 
welches  analytisch  sich  als  Problem  der  gleichzeitigen  Transformation 
ciiirr  homogenen  Form  zweiten  Gratle.s  und  einer  quadratischen  Form 
in  zwei  ([uadratischen  Formen  erweiht  und  auf  die  Eintheilung  der 
Fläclicnfamilic  in  ihre  Arten  führt.  Hieran  schliosst  sich  dann  die 
1*0.  Vorl.,  die,  wesentlich  algebraischer  Natur,  das  Problum  der  10.  Vorl. 
ganz  allgemein  behandelt  und  zwei  homogene  F(»rmen  mit  beliebig  vielen 
Variabein  in  zwei  (|uadrali>clie  Foiuhmi  iiberiulut.  Diese  Vorh^sung, 
welche  in  schönem  Schwünge  die  Ergebnisse  der  Untersuchungen  von 
Cauchy,  Jacobi,  Kummer  und  Borchardt  an  uns  voriiberführt,  ist  ein 
Meisterstück.  Wir  sehen  dieses  schwierige  Problem  nach  jeder  Richtung 
befriedigend  gelöst  und  zwar  in  so  glatter,  durchsichtiger  Weise,  dass 
wir  kaum  begreifen  kninien,  wo  es  hier  die  Schwierigkeiten  au  über- 
winden gab.  Und  doch  hat  es  zur  Aufklärung  dieser  Fragen  der  An> 
strengungen  der  ersten  Mathematiker  bedurft,  ehe  es  a.  6.  gelangt  den 
Fall  gleicher  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  su  erledigen,  in  wel- 
•  eben  man  vielmehr  erst  eine  klare  Einsicht  gewann,  als  es  Kummer 
durch  eine  wahre  Divination  gelungen  war,  die  Grösse,  Ton  welcher  die 
Uoellität  der  Wuraeln  einer  gewissen  enbischen  Gleichung  abhängt,  in 
Quadrate  au  aerlegen.  Damit  der  jugendliehe  Leser  nicht  wähne,  es 
sei  alles  so  -glatt  abgegangen,  und  um  den  Männern  gerecht  au  werden, 
welche  an  diesem  Gebäude  mitgebaut  haben,  ist  in  einem  Anhange  aur 
20.  Vorl.  die  G^chichte  des  Problems  kura  angeffihrt 

Nun  folgt  in  der  21.  u.  22.  Vorl.  das  Problem  der  Hauptaxen  bei 
Curven  und  Flächen  aweiten  Grades  in  seiner  allgemeinen  Auffassung, 
wo  die  ganae  Gruppe  der  durch  die  analytische  Operation  gleich- 
zeitig auf  die  Hauptaxen  transformirten  Curven  und  Flächen  ins  Auge 
gefasst  wird,  nämlich  die  zweifache  confocale  Curvcnschaar  und  die 
dreifache  confocale  i'lächonschaar  und  damit  in  innigem  Zusammenhange 
stehend  die  ijauu-'schen  Coordinaten.  Hier  waren  in  der  alten  Aus- 
gabe an  einigen  Stellen  Entwickclungen  von  »Sätzen  liei  den  Cun'en 
nur  angedeutet,  die  sich  später  bei  den  Flächen  ausgeführt  fanden,  wo- 
durch dem  Ötudium  eine  Schwierigkeit  erwuchs.    Dem  ist  abgeholfen 
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bis  auf  eine  Stelle ,  wo  in  der  21.  Vorl.  die  sehr  ntttsUcbe  FArmel  17 
absoleiten  dem  Leser  ttberlsssen  ist,  der  vermothHch  einfaeb  dumnf  los- 
reebnen  wird,  wftbrend  die  allgemeinere  Formel  sieb  in  der  22.  Voil. 
§.  901  fitfi  ebne  Becbnnng  dnreb  Scblüsse  ergiebt.  Jacobi  sagte  einmal 
bei  einer  ftbnlieben  Gelegenbeit:  „Wenn  wir  snerst  in  der  Wüste 
bemmgeirrt  sind,  so  sieben  wir  mit  tun  so  grosserer  Fronde  in  das  ge- 
lobte Land  ein." 

Zn  den  in  der  älteren  Ausgabe  gegebenen  Anwondnngen  und  Aus- 
führungen di'S  Vorigen,  den  Vorl.  2'6  u.  21  Uber  geodätische  Linien 
auf  dem  Ellipsoid  und  ülicr  Fdcalcurvon  ist  in  der  neuen  Aufgabe  nncli 
die  gän/lich  neue  Vorl.  1*5  über  die  Axen  de«  Körper«  hinzugefügt, 
die  ich  gleichzeitig  mit  einer  anderen  neuen,  den  Anhang  bildeudcu 
Vorlesung  am  Schlüsse  dieser  Inhaltsschilderung  besprechen  werde. 

In  den  Vorlesungen  über  Kotationsobcrflächcn  und  über  Kreis- 
sclmittc  (27  u.  28)  ist  in  der  neuen  Ausgabe  entschiedener  und  aus- 
führlicher Bezug  geuommcn  auf  die  algebraische  Theorie  der  20.  Vorl., 
indem  sie  die  geometrische  Illuutratiou  bilden  zu  dem  Falh^  gleicher 
Wurseln  der  Fundamcntalgleichnng.  So  ist  in  Vorl.  27  die  »Stelle  8.  370 
neu,  in  der  Vorlesung  über  Kreisscbnitte  tbcils  neu,  theils  verändert, 
8.  398  u.  fi*.  So  bilden  diese  Vorlesungen  gleidisam  den  Abschluss  zu 
der  in  dem  Werke  vorgetragenen  geometrisch- algebraischen  Lehre,  die 
in  der  20.  Vorl.  sich  zur  höchsten  Allgomeinheit  erhebt  und  deren  be- 
sondere algebraische  Schwierigkeit:  der  Fall  gleicher  Wnrseln  der  Fnnda- 
mentalgleicbnng  auch  besonderen  geometrischen  Verhältnissen  entspricht; 
bei  den  BotstionsflXcben  werden  swei  Axen  der  Flileben  gleich,  bei  den 
Kreisschnitten  die  swei  Axen  der  Cnrve,  in  welcher  eine  Ebene  die 
Flftehe  schneidet. 

Endlich  die  29.,  30.,  31.  Vorl.  bandeln  von  der  Krümmung  der 
Flüchen  im  Allgemeinen.  Dieser  knrse  Abriss  der  Lehre  von  der  Krttm- 
mung  der  FlSehen  enthält  die  wichtigsten  Resultate  von  Mcusnicr,  Euler, 
Monge,  Dupin,  von  dessen  Theorem  in  der  neuen  Ausgabe  swei  schöne 
Beweise  gegeben  sind,  dringt  aber  nicht  bis  zu  Gauss  vor  und  hat  auch 
wohl  wesentlich  den  Zweck,  in  dieses  Clebiet  die  hier  von  den  Fran- 
zosen etwas  vernacldiissigte  Symmetrie  hineinzutragen. 

Es  bleibt  uns  noch  iibrig,  den  Inhalt  der  zwei  neuen  Vorlesungen 
anzugeben,  welche  der  iK'uen  Auflage  zur  niciit  geringen  Zierde  ge- 
reichen. Beide  enthalten  Anwendungen  der  im  Werke  vorgetragenen 
Methoden  auf  mechanisclKi  Probleme  und  zwar  allortlings  solche,  die 
bisher  eine  elegantere  Behandlung  sehr  erwünscht  erscheinen  Hessen. 
Die  erste  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der  Ilauptaxen 
der  Körper.  Nennen  wir  mit  dem  Verfasser  Axen  der  Körper  in  Bezug 
auf  einen  vorgeschriebenen  Punkt,  drei  rechtwinklige  Ooordinatenaxen 
X,  F,  Z,  in  Besug  auf  welche  die  Integrale  jÄYdm^  J  JCZdm,  f  YZdm 
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verseliiflndeii,  und  Haoptazen  des  Ktfrpen  seine  Axen,  wenn  der 
▼orgesehilebene  Punkt  der  Sdiwerpnnkt  des  Körpen  ist,  so  lisst  sieh 
das  Resultat  der  Vorlesung  losammenfassen,  wie  folgt.  Jeder  Köxper 
bestimmt  ein  System  oonfocaler  Fliehen  des  sw^ten  Grades,  deasen 
Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  des  Körpers  Ist,  dessen  Hanptaxen  die 
Uanptaxen  des  ELörpers  sind  und  deren  drei  Normalen  in  jedem  Punkte 
des  Baumes  mit  den  drei  Axen  des  Körpers  für  diesen  Punkt  ausammea- 
fallen.  Höehst  interessant  ist  die  Ableitung  dieser  Sitae.  Der  Ver- 
fasser geht  ans  von  der  Gleichung  einer  FlKche  Bweiten  Qrades  in 
Ebeneiicüordinaten  m,  y,  /<',  r,  deren  Coefficienton  die  Integrale  fdm^ 

Jxdm^  fydm,  jzdm^  2jxydm^  2jxzdm^  2jyzdmy  Jx^dm^  Jy^dm^  J^^^"* 
sind,  der  demnach  die  Form  f{xtt-^  yv  zw  -\-  ry  dm  0  gegeben 
werden  l<aun,  da  ti,  r,  n;,  r  mit  der  Integration  nichts  zu  schaffen  haben. 
Die^e  Fläche  ist  ein  imaginäres  Ellipsoid,  dem  das  erwähnte  System 
oonfocaler  Flächen  seinerseits  confocal  ist.  Von  der  Annahme  dieser 
Fläche  aus  gelangt  der  Verfasser  mit  der  ihm  ^enthflmlichen  aieilieben 
Eisgans  zum  Resultate}  und  wenn  in  der  That  kein  Grund  vorhanden 
ist,  unter  der  Sehaar  der  reellen  confocalen  Flächen  eine  besonders 
hervorzuheben  und  auf  sie  den  Körper  zu  besiehen,  so  eignet  dch 
gerade  jenes  imaginäre  Ellipsoid  dazu,  erstens  weil  die  Aufstellung  sei- 
ner Gleichung  nur  die  Kenntniss  der  obigen  sehn  Integrale  voraussetzt 
und  nicht  die  Auflösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  und  in  seiner 
Gleichung  auch  kein  willkflrlieher  Parameter  vorkommt,  wie  in  der  der 
reellen  Fläehenschaar,  über  den  man  erst  zu  verfdgen  bitte,  dann  aber 
besonders  wegen  der  Leichtigkeit,  mit  der  aus  seiner  Gleichung  alle 
Axeneigenschaftcn  des  Körpers  folgen.  Es  ist  demnach  ganz  gerecht - 
fertigt,  wenn  Hr.  Hesse  diese  OberfiJichc  al«  charakteristiücli  für  den 
Körper  in  die  Mcclinnik  einführt  nnd  ihr  einen  besonderen  Namen  bei- 
legt. Er  nennt  sie  das  imaginäre  Bild  des  Körpers.  Um  den 
hier  g(dTingenen  Fortschritt  zu  würdigen,  reicht  es  ans,  einen  Blick  auf 
die  Beluuulhing  desselben  Gegenstandes  bei  Poissou  (Traite  de  Mcc. 
Livre  IV,  Cliap.  II)  zu  werfen. 

Die  Planet  en  b  ewej^ung  (Anhang)  steht  insofern  mit  dem  Werke 
im  Zusammenhange,  als  die  Methoden  des  Verfassers  auch  hier  gute 
Dienste  leisten.  Das  wichtigste  darin  ist  ein,  wie  wir  glauben,  voll- 
ständig neues  Verfahren,  daa  letzte  Iut(^j;ral  der  Bewcp^ungsgleichungen 
des  Planeten  zu  finden.  Kurs  gcfasst  ist  der  Inhalt  der  Vorlesung 
etwa  folgender:  Die  Bewegungsgleichungcn  dos  Planeten  sind  für  eine 
räumliche  Bewegung  aufgestellt,  also  drei  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  a?"=  ^  u.  s.  w.,  r  —  yx*  -\-  y-  -f-  Zuerst  wird  nach- 
gewiesen, dass  die  Bahn  des  Planeten  eben  ist,  indem  gezeigt  wird, 
dass  das  Volum  des  Tetraeders,  dessen  vier  Ecken  die  Sonne  und  drd 
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raee«wiTe  hugen  des  PUmeten  bildeot  venebwindet.  Es  werden  abdann 
die  FMeheiuikM  abgeleitet,  die  wat  Grand  Jener  Betracbtang  mit  dem 
Tetraeder  die  Ebene  der  Flanetenbabn  liefern.  Dann  folgt  die  Qleiebnng 
der  lebendigen  Kraft.  Dnreb  geeehielLte  Comblnalion  der  Gleiebnng  der 
lebendigen  Kraft,  der  FlSebenslttse  und  der  Gl^ehnng  rr.^xx-{-  yy'\-xx' 
erhJÜi  der  Verfasser  diM  Gleiebnng: 

'  r 

(A  und  r  CoiiHtAiitcn),  ans  der  sich  sofort  das  fünfte  Intogral  in  r  nnd  I 
ergiebt.   Ausserdem  folgt  durch  Differentiation: 

Diese  Gleiebnng  ist  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Planeten  auf  dem 
Badiusvector,  von  der  Bewegung  des  Badiusvectors  selbst  gUnsltch  ab> 
gesehen.  „Wenn  man  daher wie  sieh  Hr.  Hesse  ansdrttekt,  „auf 
dem  Badinsrector  eines  Planeten  lebte,  ohne  eine  Vorstellnng  von  der 
Bewegung  des  Badinsveetors  nm  die  Sonne  su  haben,  so  kSnnte  ma'n 
die  Bewegung  dos  Planeten  auf  dem  Radinsveotor  nicht  durch  das 
Newton*sche  Gesets,  dass  die  Ansiehnng  geschShe  umgekehrt  propor« 
tional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  er* 
klftren;  es  mttsste  noch  die  umgekehrte  dritte  Potena  der  Entfernung 
zu  Hülfe  genommen  werden/* 

Vorstellende  Gleichung  hat  aber  noch  den  oben  berührten  V<»rtheil, 
dass  sie  uns  das  sechste  Integral  und  zwar  in  dreifachor  Form  mit  <h'i- 
gröäüteu  Leichtigkeit  abwirft.    Combiniren  wir  sie  mit  einer  der  Giei 

ebnngen   ^  u.  s.  w.,  s.  B.  mit  der  ersten,  so  kann  man  an 

beiden  Gleichungen  das  Verfahren  der  Integration,  welches  zn  den 
Flächensätzen  führt,  anwenden.  Muhiplicirt  man  die  zweite  mit  r,  die 
erste  mit  x  und  zieht  sie  von  einander  ab,  so  erhalt  mau 


und  wegen  der  zweiten: 


rx  —  r  af  =      x  , 


also  durch  Integration: 

rx'—r'x  =«  ^  «'+  6o- 

Solcher  Gleichungen  gicht  es  noch  zwei.    Indessen  wenn  man  aucli  nui 
eine  braucht,  ho  zeigt  sich  dieser  IJeberflnss  in  den  Händen  des  Hrn. 
Hesse  doch  sein-  nützlich,   iudnm  er  mit  Hülfe  aller  vorhandenen  Olei 
chungen    durch    mannigfaltige    (^nnbinationen    die  Planctonbcwe.gnng 
schliesslich  ho  detiuirt,  dass  die  Sonne  im  Brennpunkte  einer  Rotations- 


Digitized  by  Google 


10 


Literaia»eiluug. 


oberflicbe  sweiten  Grades  liegt  und  daas  der  Plaael  rieh  in  der  Sdnütt* 
eiuve  einer  dvreh  die  Sonne  gelegten  Ebene  mit  der  Botationsoberfliehe 
bewegt.  Die  Eepp]er*8chen  GetetM  rind  aämmtlich  abgeleitet  nnd  nia 
Behlaas  findet  man  noeh  das  Wiehtigste  Uber  das  ZweikSiperproblem 
Angegeben,  worauf  das  Baeh  mit  einer  Frage  sehliesst;  wir  möchten 
diese  Besprechung  auch  mit  einer  Frage  sehliess^n:  Wie  sollen  wir  die 
eigenthfimliehe  Lehre  nennen,  die  uns  in  dem  Buche  Yorgetragen,  die 
augleieh  so  ▼ielseitig  nnd  doch  so  einheitlich,  die  so  fein  gegUedext  ist 
und  doch  ein  compactes  Ganse  bildet?  Man  hat  sie  algebraische  Geo- 
metrie genannt,  ebenso  gut  könnte  man  sie  geometrische  Algebra  nenneo. 
Ich  schlage  vor,  sie  nach  dem  Manne,  der  die  deutsche  mathematische 
Literatur  um  das  erste  klassische  Lehrbuch  bereicherte,  an  nenneo: 
Hesse*sche  Geometrie. 

Paul  du  BoiB'Bbtmoiid. 


Bie  Iandm*sdi0  Snbstitation  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Entwiekelimg 

der  elliptischen  Funotioneni  Von  F.  J.  Kicuelot.  Aus  cioer 
Correspondcnz  mit  Prof.  Schröter.  Königbberg,  Verlag  von 
Ilübucr  u.  Matz.  1868. 

Die  von  Landen  gegebene  Transformation  des  ülliptiHclieu  Inte- 
grales erster  Art  lätist  sich  bekanntlich  nach  Jacobi's  Schreib weive  fol- 
gcndermassen  darsiollcn: 

sin  um  (ttj,  »)  =»  ^  ,  Sin  am         "n  *  j       ö"*   r      *  ^  J* 

worin  ,  /-   

I   -|-  K  ■ 

ist.  AiiHlog  der  Formel  sin  2u  2  sin  u  •  sin  {u  -\-  n)  gestattft  ilio 
obige  Relation  eine  fortgesotste  Anwendung,  mittelst  deren  der  Anipli- 
tudensinus  sunächst  in  ein  Produkt  aus  2;t  Faetoren  und  schliesslich 
in  ein  unendliches  Produkt  yerwandelt  werden  kann,  aus  welchem  nachher 
durch  logarithmische  Differentiation  wieder  eine  Partialbmchentwickelong 
fUr  eine  andere  elliptische  Function  folgt.  Der  bertthmto  Verfasser,  deo 
man  als  den  Veteran  ans  der  Entstehungsseit  der  Theorie  elUpCiseher 
Functionen  beseichnen  könnte,  knüpft  nun  an  den  obigen,  schon  vor 
langer  Zeit  von  ihm  ausgesprochenen  Gedanken  wieder  an,  um  su  sei- 
gen,  dass  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  nicht  nur  einige,  sondero 
alle  elliptisch«  Fnnetionen  mit  Binschluss  Ton  Z  und  0  entwickeln  lot- 
sen, dass  also  jener  Gedanke  weit  mehr  als  ein  spcciell  auf  den  Am- 
plitudensinns anwendiwrer  Kunstgriff  ist.  Das  Einsige,  was  dss  sags- 
deutete,  seinem  Principe  nach  sehr  einfache  Verfahren  einigemeoMO 
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beeintriehtigt,  dfirlle  eine  gewisse  Weitläufigkeit  sein,  welche  die  gcnane 
Bechtfertiguug  des  Deberganges  vom  Endlichen  cum  Unendlichen  mit 
sieh  briugt;  der  Verfesser  hat  diesen  Punkt  absiehtfioh  anmier  Betrach- 
tung gelassen  und  es  IXsst  sich  daher  im  voraus  nicht  beortheilen,  ob 
man  Uber  denselben  kurz  hinwegkommen  kann. 

Ausser  mehreren  brieflich  ausf^esprochcncn  Bemerkungen  des  Ilm. 
Prof.  Schröter  ist  nocl»  der  von  demselben  hinzugefügte  Anhang  wcrth- 
voll;  derselbe  enthält  einige  elegante  geometrisclie  Untr  r.sucluinj^cii  über 
die  von  Landen  und  Gausu  horrüiireudcD  Trausfurmatiouuu  der  cllip- 
iibchcn  lulegrale.  ÖciiL. 
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Recensionen. 

jMob  BemmiUi,- TOS  Direetor  Oimbl.  Programm  der  Realschule  enter 
Ordnnng     Leer  1880. 

Der  Verfasser  des  uns  ▼orliegenden  Programmes  ist  gar  Tielfaeh  Tom 
Schicksale  hemmgeworfen  worden.  War  seine  Geschichte  der  Yariations- 
sechnuDg  in  Torgau  entstanden,  so  kam  seine  Entstehung  des  Newton- 
Xeibnitz'schen  Prioritätsstreites  in  Delitzsch  heraus,  nnd  den  neuesten  wis- 
senschaftlichsn  Freundesgruss  schickt  er  uns  in  Gestalt  dieser  Biof^^rapliio 
■weit  aus  dem  fernen  Ostfriesland  zu.  Docli  woher  auch  die  Sendung 
stammte,  immer  war  sie  uns  gleich  seliiitzhar ,  immer  eine  (^)uelle  neuer 
Freude  über  den  Ernst  der  Forschung,  über  die  Fülle  der  Vorkenntnisse, 
mit  welchen  (iiesel  seine  geschichtlichen  Untersuclningen  ins  Werk  setzt. 
So  können  wir  auch  heute  nur  unser  Loh  über  die  Darstellung  der  mathema- 
tischen Leistungen  Jacob  B  e  rn  o  u  1 1  i 's  anssprcchcn.  Die  Entdeckung  der 
Litegration  von  DilVcrentialgleicliungen  (wobei  leider  in  dem  Ke^nltate  der 
Rechnung  S.  8  ein  unangenehmer  Druckfehler  stehen  geblieben  ist),  die  An- 
finge der  Variationsrechnung,  die  erstmals  als  ein  wissenschaftliches  Qanse 
hehandelte  WahrschoiDlichkeitsrechnung  treten  dem  Leser  klar  vor  Augen 
und  regen  ihn  an,  selbst  jene  Abhandlungen  und  Schriften  einmal  zur  Hand 
an  nehmen,  welche  man  nnr  mit  Unrecht  als  überwundenen  Standpaukt  be- 
trachten würde,  so  weit  anch  die  Wissenschaft  inzwischen  fortgeschritten  ist. 
Auch  der  an  die  isoperimetrische  Aufgabe  nnd  an  die  Brachistochrone  sich 
knfipfende  Strmt  der  beiden  Brüder  B  e  r  n  o  n  1 1  i  ist  in  unserem  Programme  in 
seinem  Verlanfe  richtig  anfgefasst  nnd  behandelt.  Dagegen  mttssen  wir  Ein* 
spräche  einlegen  wider  die  Auffassung  des  Charakters  Jacob  Bernonlli's, 
welche  in  der  gansen Biographie  sichkundgiebt  und  zu  welcher  Giesel  sich 
durch  den  Brief  TonJoKBernoulli  an  Leibnits  vom  20.  Februar  1701  hat 
yerleiten  lassen.  In  diesem  Briefe  ist  nftmlich  folgende  Anklage  atisgespro- 
chen.  Jacob  Bernoulli  habe  in  Gemeinschaft  mit  Samuel  Battier  irgend 

fitanUrslf .  d.  ZdUehr.  U  ÜUlli.     Fby«.  XV,  3.  3 
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einen  Brief,  dessen  Inhalt  nicht  angegeben  ist,  als  ron  Johann  verfasst  an 
eine  gewisse  nicht  genannte  Person  nntergeschohen  nnd  die  darauf  geschrie» 
hene  Antwort  zu  unterschlagen  gewnsst.  Später  habe  Johannes  diese  That* 
Sachen  erfahren ,  nnd  beide  ThXter  hfttten  im  privaten  Kreise  ihre  Schnid 
eingestanden  nnd  abgebeten.  Johannes  will  aber  diese Erzfthlnng  nnr  L  e  i  b- 
nits  allein  anvertrauen  (^Haee  in  aures  dieUt  sunio)^  was  wohl  den  ersten 
Herausgeber  des  Briefes  veranlasste  jene  ganze  Stelle  zu  unterdrflcken.  Hat 
nun  Johannes  die  Wahrheit  gesagt,  so  ist,  wie  uns  seheint,  auch  nicht  von 
einem  Falsificate  und  einem  Betrüge,  wie  6  i  e  s  e  1 S.  7  Anmeihung  10  sich  aus» 
drUckt,  sondern  von  einer  unschuldigen  Mystification  die  Bede.  WAre  der 
Inhalt  des  Briefes  irgendwie  verOinglicber  Natur  gewesen  so  hXtte  Johannes 
gewiss.nicht  darflber  geschwiegen ;  so  discret  war  er  nie,  «wenn  er  selbst  der 
Verschwiegenheit  dessen,  an  den  er  schrieb,  sicher  zn  sein  glaubte,  and  bei 
Leibnitzen  vollends  that  er  sich  gar  iceinen  Zwang  an  Aber  wir  gehen 
weiter,  wir  glauben  dir  ganze  Erzälilung  nicht,  denn  aucli  einer  Mystification 
halten  wir  .lacob  für  unfähig.  Das  Datum  jcnos  Erfisinisaes  soll  unmittel- 
bar mit  dem  Umzu;;e  .lohann's  nach  Groningen  zus.iinuienfallen,  d.  h.  also 
in  das  Jahr  1005.  .Jjicob  war  damals  II  Jahre  alt,  also  ülior  das  Altci  liiimus 
in  welchem  ein  ernster,  sogar  griesf^rfimiger ,  seit  drei  Jahren  hiustk ranker 
Mann  schlechte  Witze  der  Art  ausführt.  Johann  andrerseits  dürfen  wir  zu- 
trauen, das«  er  auch  Unwahres  sagte,  wo  es  ihm  passte.  Sollen  wir  an  den 
Brief  erinnern,  welchen  er  am  ö,  ,Iuli  1710  an  Newton  richte^*  und  in  wel- 
chem er  mit  der  Formel  J>cr  omnin  hini.dnilittix  surra  olitr$li,r  beschwört,  er 
sei  nicht  Verfasser  jener  durch  lieihnitz  veröffentlichten  Zuschrift,  welclie 
doch  von  ihm  herrührte  V  Sollen  wir  an  den  Aufsatz  \m  Jinn mil  drs  Sivniis 
von  ItJUö  erinnern,  in  welchem  Johann  in  Abrede  stellt,  dass  Jacob  seine  Me- 
thode zur  Lösung  des  isoperimetrischen  Problems  richtig  crrathcn  habe, 
während  gef;enw;irti<r  an  dem  Scharfsinn,  welchen  daeol)  durch  diese  Hypo- 
these an  den  Tag  legte,  nicht  gezweifelt  werden  kann  V  Solleu  wir  den  Brief 
an  Leibnitz  vom  10.  September  ITOd  ins  (Jefecht  führen,  durch  welchen  .lo- 
bann  sich  die  durch  eigene  Kraft  gelungene  Ertindun;;  der  Integralrechnung 
zuschreibt,  er,  der  doch  der  Schüler,  wenn  auch  bald  selbststäudig  arbeitende 
Schüler  seines  Bruders  war?  Wir  bedürfen  dieser  Beweismittel  kaum.  Sagt 
doch  Giesel  aelbat  S.  lOAnmcrk.lO  mit  Bezng  auf  die  letzt  angefühlte  Stelle: 
„wie  so  manche  andere  Behauptung  Johannis  ist  auch  diese  nnrichtig." 
Und  unrichtig,  fügen  wir  hinzu,  wird  dann  wohl  auch  die  Anschuldigung 
vom  Februar  1701,  also  aus  einer  Zeit  sein,  wo  es  Johann  unbedingt  darauf 
ankam,  Jacob  in  den  Augen  der  gelehrten  Welt  herabzusetaen.  Einen  voll- 
giltigen  unmittelbaren  Beweis  freilich  haben  wir  nicht,  dass  gerade  hier  eine 
Unrichtigkeit,  sagen  wir  geradezu  eine  Lüge  vorhanden,  aber  wir  wissen, 
dass  Johannes  einer  solchen  fähig  war,  wir  wissen  von  Jacob's  Charakter  da* 
gegen  nichts  Ungünstiges.  Wenn  aber  nach  dieser  Auseinandersetzung  der 
Brief  von  1701  nicht  bestimmend  auf  uns  wirken  kann,  so  sind  wir  ausser 
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Stande  uns  dem  ansiiseblieeseii,  ww  Giesel  8. 11  bemerkt,  daee  dem  Jacob 
mebr  Sebald  als  dem  Jobaan  an  dem  nnliebsamen  6ffentlicben  Brnderswiste 
an  geben  sei.  Jaeob  war  nnn  einmal  der  Lebrer  seines  Bmders,  und  wenn 
dieser  sieb  flberbebend  Alles  ans  sich  selbst  geschöpft  haben  wollte,  so  war 
es  nnr  natfirlieb,  dass  Jacob  ihm  einmal  Öffentlich  anf  die  Finger  klopfte, 
nnd  es  war  aneb  gans  gesund  für  den  bochmatbigen  jnngen  Hann.  Darin 
freilich  venirtheilen  wir  Jscob,  dass  er  die  Abfertigung  eine  ra  derbe 
werden  liess,  nnd  wir  freuen  uns  hier  wieder  mit  Giesel  znsammensn- 
treffen,  der  uns  unsere  so  weit  abweichende  Meinung  nicht  verübeln  wird. 
Amiciis  Piato,  amicior  verilas.  Von  sonstigen  Bemerkungen  möchten  wit 
nur  noch  beifügen.  Hermann  iu  seinem  Nekrologe  ^ txcoh'' &  {AcUi  Enuiil. 
170ö)  hat  S.  42  von  einer  Berufung  desselben  nach  Heidelberg  im  Jahre 
10^54  gcsproclien.  Dieselbe  Angabe  findet  sich  bei  Battier  in  seiner  der 
Gesammtansgftbe  von  Jac.  Bernonlli's  Werken  vorgeschickten  Biographie 
S.  17,  und  Giesel  endlich  hat  sie  8.7  wiederholt.  Wir  müssen  bezweifeln, 
ob  wirklich  von  einer  solchen  Berufung  schon  in  bestimmter  Weise  die  Rede 
war.  Die  Scnatsacten  der  hiesigen  Universität  von  1684,  welche  wir  zu  die- 
sem Zwecke  verglichen  haben,  enthaiten  wenigstens  kein  Wort  in  dieser 
B^iebang.  Natürlich  ist  damit  nicht  ausgeschlossen,  dass  in  privater  Weise 
eine  Anfrage  an  Jacob  B  e  r  n  o  u  1 1  i  gestellt  worden  sein  kann«  Cuitob. 


Paseal,  sein  Leben  und  seine  Kämpfe,  von  Dr.  «Ioh.  Georg  DrfydoefFi 
Pastor  der  reformirten  Kirche  su  Leipaig.  Leipsig,  Verlag  von 
Dnncker  nnd  Hamblot.  1870. 

Es  giebt  Werke,  welche  gleich  bei  ihrem  Erscheinen  die  allgemeine 
Anerkennung  sich  erwerben  durch  ihren  gediegenen  Inhalt,  durch  die 
TJebersichtlicbkeit  der  den  Stoff  beherrschenden  und  fttr  den  Leser  snrecht- 
legenden  Anordnung,  durch  den  Bwa  der  geistvollen  Sprache.  Wieder  an- 
dere Schriften  erwerben  sich  wenigstens  allgemeine  Aufmerksamkeit  durch 
die  Tendenz,  welche  ihnen  zu  Grunde  liegt,  wegen  des  absichtlichen  oder 
zufHlligen  Zusammentreffens  eben  dieser  Tendenz  mit  den  grossen  die  Zeit 
erfüllenden  Fragen.  Um  wie  viel  freudiger  müssen  wir  nun  gar  ein  Buch 
begrüssen,  welches  die  Verdienste  der  erstgenannten  Gattung  besitzt,  wHh- 
rend  ihm  nicht  minder  jene  in  zweiter  Reilie  genannten  Vorzüge  zukommen. 
Beides  dürfen  wir  in  dem  uns  zur  Besprechung  vorliegenden  Bande  erken- 
nen und  rühmend  hervorheben.  Herr  D r ey  d o  r f f  hat  seineu  Pascal  eben- 
so wie  die  ganze  einschlagende  Literatur,  soweit  sie  dem  Theologen  ver- 
ständlich sein  konnte,  aufs  Gründlichste  studirt,  er  hat  aus  diesem  Materiale 
ein  Lebensbild  zu  schaiftn  gewusst,  welches  darin  von  fast  allen  früheren 
Schilderungen  Pascal's  vortheilhaft  ab  weicht,  dass,  wo  Sprünge  vorkommen, 
klaffende  BUse,  Uber  welche  man  sonst  mit  einem  Salto  mortale  hinüberzu- 
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Betzen  liebte ,  muer  Verfanier  sieh  wenigsteoa  um  den  ürapning  dieeer  Spal- 
ten kümmert,  nachforscht,  wie  sie  entstanden  sind  nnd  wie  tief  sie  Andrin- 
gen. „Plötzlich  entsteht  nnd  vergeht  flbeifaanpt  Nichts.   Alles,  was  wir 
nicht  als  positiv  widerlegt  betrachten  können ,  pflegen  wir  ans  einer  Periode 
des  Lebens  in  die  nKchstfblgende  mit  hinflberzunehmen ;  ja  wir  streben  recht 
absichtlich  darnach,  das  IVflher  Dagewesene  zn  bewahren  nnd,  sei  es  anch 
in  mcrkHch  verftnderter  Gestalt,  mit  den  YoranssetzQn^en  eines  neno^ewon- 
nction  Staiuljtiinktos  ausgU'icliend  zu  vermittplu'*  (S.  47).  Di<'se  S.'itxo  sind 
sichcilicli  "walir,  und  wie  vollständig:^  aucli  solche  SchrittstolltM-  davon  ühor- 
zeugt  waron,  wolrlio  in  PascaTs  Biographie  keinen  (iebraucli  ilavon  mricli- 
ten,  erweist  sieh  daraus,  dass  sie  ))lötzliclie  Krankheit ,  Visionen,  fast  Irr- 
sinn zu  Tlilfe  zo*;(Mi,  und  nu\  Aas  ciiu«  L nwalirscheinliche  zu  erklären,  dem 
Leserdas  weit  1 ' nwahrscheinlichere  aufzwangen,  an  einen  geistesgoschwMch- 
ten  Verfasser  der  /Vw\<r.v  und  der  //islnria  Ci/rloulis  zu  glauben.  Bei  Herrn 
Dreydorff  dagegen  sehen  wir  einen  einheitlichen  Pascal  vor  uns,  ganz 
ans  einem  Gusse  entstanden ,  zwar  keinen  fehlerfreien  Helden ,  kein  Ideal 
eines  tadellosen  Menschen,  aber  auch  keinen  dem  Irrenhause  Entgangenen. 
Die  Form  seines  Buches  ist  anziehend  mul  fesselnd,  und  wenn  der  Freisinn 
des  Verfassers  uns  nicht  mit  Nothwendigkeit  an  seine  Stellang  als  Theolog 
erinnert,  so  sind  wir  die  Letzten,  ihm  aus  dieser  freien  Anschannng  ehien 
Vorwurf  zu  machen.  Endlieh  ist  die  Zeit,  in  welcher  das  Werk  erscheint, 
die  günstigste,  die  sich  dazu  treffen  Hess.  Einestheils  ist  die  Frage  wegen 
der  gefälschten  Pascarschen  Briefe.gerade  jetzt  entschieden  worden,  so 
dass  seine  Stellung  in  der  Entwicklung  der  Naturwissenschaften  'keinen 
Streitpunkt  mehr  abgeben  kann,  und  andemtheils  kann  das  politiach-reli^ 
giöse  Interesse  an  Pascal  nie  grösser,  nie  gerechter  gewesen  sein  als  gegen- 
wärtig, wo  wieder  ein  ganz  ähnlicher  Kampf  ansgcf echten  wird,  wie  in  der 
Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts.  Die  Oondlsbriefe  finden  hente  kanm  wen  iger 
aufmerksame  Leser  als  damals  die  Provinzialbrlefe,  ihrem  Ursprung  wird 
kaum  weniger  eifrig  nachgespürt,  und  was  deren  Inhalt  betrifft ,  so  ist  d^r 
Streit  DöHingcr's  und  seiner  Anhänger  gegen  die  Infallibilisten  dem  der 
Jansenisteu  gegen  die  Jesuiteu  iu  mehr  als  einer  Beziehung  an  die  Seite  za 
stellen. 

Wenn  wir  dieser  allgemeinen  Anerkennung  des  I>  r  e  v  d  o  r  f  f 'sehen 
Buches  sogleich  auch  eine  Beui;ing»dung  auf  dem  Fuss  folgen  lassen,  so  wird 
der  geehrte  Verfasser  sich  vielleiclit  mit  seinen  eigenen,  auf  den  ersten  Pro- 
vinzialbriet  bezuglichen  Worten  trösten:  ,,dass  wohhiudnende  Kritiker  ein 
Buch  unter  die  l^oupc  nehmen  ,  um  sich  unter  den  zahllosen  BeifalUklat- 
schern  die  aristokratischen  Rechte  des  gebildeten  Beobachters  zu  wahren, 
als  welchen  man  sich  eben  dadurch  beweist,  dass  man  auch  dem  Treff- 
liebsten  seine  schwache  Seite  abmerkt  und  auch  im  günstigsten  Falle  nicht 
Alles  und  nicht  Alles  darnm  zn  loben  findet,  was  und  weil  es  von  der 
Menge  gelobt  wird"  (S.  134).  Aber  Scherz  bei  Seite,  wir  glauben  dem  Ge- 


Digitized  by  Google 


Literatarseitiing. 


21 


lehrten  and  seinem  Werke  nur  dann  volle  Gerechtigkeit  widerfahren  su  laa- 
aen,  wenn  wir  dem  Leser  ebenso  sagen  *  was  er  in  dem  Bnche  nicht  suchen 
darf|  als  was  er  anch  nngesncht  darin  finden  wird.  Nicht  suchen  darf  er 
Pascal  den  Mathematiker,  nicht  Sachen  Pascal  den  Physiker. 

Wir  verttbeln  es  dem  Verfasser  nicht,  wenn  er  8.  8  von  dem  trockenen 
Rechte  nnd  der  noch  viel  trockeneren  Mathematik  spricht;  wenn  er  S.  34  im 
fortlanfenden  Texte  dteganse  natarwissenschaftliche  Würdigung  Pascars 
in  die  Worte  kleidet:  „In  das  Jahr  14M6  and  in  die  nltchstfolgenden  (1647 
bb  1648)  fallen  seine  physikalischen  Entdeckungen  hinsichtlich  der  Be- 
deutung des  atmosph&rischen  Druckes,  Aber  das  Gewicht  der  Quecksilber- 
säule u.  a.,  die  wir  für  die  wichtigsten  halten  mttssen,  die  ihm  gelungen 
sind;*^  wenn  er  S.  483  die  Cycloidenuntersuchung  nur  in  einer  Anmerkung 
erwähnt;  wenn  er  S.  83  die  Schilderung  PascaPs  durch  Fontaine  [cel 
Jbomme  t^t  non  ievlemeni  tmtte  ia  France,  mais  iouie  TEurope  a  aämirä, 
'Son  esprU  loujoiirs  vif^  luujours  agiisant  Hait  d'me  itendue^  tCune  Sta- 
tion, dune  fermeUf  dune  pinitration  et  dune  netleli  au  delä  de  ce  qu*on- 
peut  croire]  so  wortreich  und  übertreibend  nennt ,  dass  es  einem  die  Ueber- 
setsnng  in  unsere  Sprache  verleidet.  Das  Alles,  sagen  wir,  verübeln  wir 
Herrn  Dreydorff  keineswegs,  aber  dafür  muss  er  es  auch  uns  zu  Gute 
halten,  wenn  wir  durch  Abdruck  dieser  Stellen  unsere  nächsten  Leser  über- 
zoujrc'ii ,  ilass  uuEero  P^inschrankung  gerechtfertigt  war,  er  habe  die  ein- 
schlagende Literatur  erschöpft,  .vn  weit  .sie  dem  Theologen  vorständlieh  sein 
konnte.  »Sein  Buch  ist  dadurch  noch  lange  kein  schlechtes  geworden!  de- 
denfalls  hätte  irgend  ein  anderer  Verfasser  es  nicht  hesser  gemacht,  wel- 
chem vor  allen  die  matheinatiscben  und  physikalischen  Schriften  PascaLs 
zugänglich  gewesen  wären. 

Die  grossen  Naturforscher  und  Mathematiker  des  XVII.  Jahrhunderts 
zeichneu  bich  iu.sgesannut  durch  eine  Mittelstellung  zwischen  de«  exacteu 
Wissenschaften  und  anderen  Wissenszweigen,  besonders  der  Theologie  aus : 
Galilei  und  Newton,  Le  i  b  u  i  t  z  und  P  as  ca  1  sind  zeugende  Beispiele. 
Die  beiden  Ersteren  Meten  freilich  durch  ihre  theole^'ische  Seite  nichts  so 
Glanzeudes,  dass  man  es  nicht  gern  im  Verborgenen  Hesse,  und  darum  w  er- 
den Schriften  über  (lalilci  und  Newton  genügen  können,  die  von  einem 
matbemutischen  oder  physikalischen  Verfasser  herrühren.  Leibnitz  stellt 
das  entgegengesetzte  Extrem  dar;  gross  in  allen  seinen  Geistesäussernn^rcn 
kann  er  gar  nicht  von  einem  Einzelnen  erschöpfend  gewürdigt  werden;  der 
Philosoph  und  der  Mathematiker,  der  Staatsmann  und  der  Historiker,  der 
Theolog  und  der  Sprachgelebrte  können  jeder  von  seinem  Standpunkte  ans 
ttberLeibnitz  schreiben,  sie  werden  sich,  nur  gegenseitig  ergSn;;en  nnd 
vervollständigen.  Von  Pascal  endlich  sind  wenigstens  swei  Behandlun- 
gen nothweudig,  will  man  ihn  ganz  kennen  lernen  und  in  seiner  kultur- 
historischen Bedeutung  richtig  schätzen.  Der  Theolog  und  der  Mann  der 
ezaeten  Wissensehaften  finden  in  seinem  Wirken  reichen  Stoff  aur  Bespre- 
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cbuDg,  und  was  der  Eine  Toq  ihnen  als  Ergebniss  seiner  Forsebung  mit- 
theilt,  kann  nnd  darf  man  nicbt  Ton  dem  Andern  fordern.  Nur  Eins  darf 
man  verlangen:  dass  der  Theolog  so  sehreibe,  dass  der  mathematische 
Leser  sich  bei  ihm  orientiren  könne,  dass  der  Mathematiker  sich  die  Mttlie 
nicht  verdriessen  lasse,  anch  dem  Theologen  verstilndlich  an  werden. 

Herr  Dreydorff  hat  Ton  seinem  Standpunkte  aus  diese  so  eingeengte 
Aufgabe  gelöst.  ESs  ist  ihm  gelungen,  die  fitr  uns  Laien  wenigstens  recht 
rerwickelten  Streitfragen,  wdche  nicht  Mos  awisehen  Jesuiten  und  Janae- 
nisten ,  sondern  später  swisehen  den  Jansenisten  unter  einander  yerhandelt 
wurden,  so  su  beleuchten,  dass  wir  wenigstens  glauben  dürfen  einen  Ein- 
blick darein  gewonnen  zu  haben.  Aber  an  diesem  mflssen  wir  uns  freilich 
genügen  lassen  und  Terweisen  unsere  Faehgenossen,  welche  es  nach  gleicher 
Kenntniss  gelüstet,  ohne  welche  Pascal*s  Leben  und  Wirken  nie  gansbe» 
griffen  werden  kann ,  auf  das  uns  ▼orliegende  Buch  selbst.  Zu  referiren  da- 
gegt'u  gestatten  wir  uns  über  die  wesentlichen  Lebensmomente  Pascal*», 
über  dessen  Geistes-  und  Gemüthsentwicklung,  wie  sie  von  Herrn  Drey- 
dorff  ftufgefasst  wurden.  Wir  werden  also  keineswegs  die  ganse  Biographie 
in  gleichmässigpm  Auszuge  mittheilen,  sondern  nur  die  Theile  besonders  her- 
Vorlieben ,  welche  uns  durch  Anffassungsweise  oder  Darstellung  bemerkens- 
wertb  erscheinen,  oder  zu  welchen  wir  Ergänzungen  hinzuzufügen  haben. 

An  die  Spitze  stellen  wir  die  vortreftiiclie  Charaktersdiilderung  (S.  58)* 
„Das  eigenthiimlicli  Weibliche  in  Pascal  ts  KmpfliKlinigsv  (>ise  und  in  >eiuem 
tiefen  und  reichen  eniütlisU'bi'n  ist  nur  schwer  zu  vfikenncn.  Jedes  Ge- 
fühl, das  sich  seiner  beniächti^t,  nimmt  den  Charakter  der  Leidenschaft 
an,  und  wie  sclir  man  auch  die  Schürfe  und  Klarheit  seines  Verstandes 
bewundern  mag,  seine  eigentliche  Tirössc  und  der  Hauptnerv  seines  Le- 
bens ist  nicht  auf  diesem  Tiobiete  zu  suchen ;  nicht  die  unerbittliche  Con- 
gequeiiz  philosophischer  Priucijiirii ,  sondern  «lie  nnch  ^rrissere  Gewalt 
seines  patlmlogisihen  Fiihlens  und  Bei^ehroTis  ,  in  welchen  er  nur  entweder 
siegen  oder  unterliegen  kann  ,  ist  die  stärkste  Triehfedor  seiner  (iedanken, 
seiner  Entwürfe,  seiner  Handlungen.  Aus  dem  Uebergewicht  des  Gefühls 
Uber  die  Hechte  des  klaren  und  besonnenen  Verstandes  erklärt  sich  die 
Unruhe  und  Hast,  das  Ahruj)te  und  nicht  Vorauszuahnende  seiner  wech- 
selnden Lntschliessungen.*'  Wir  möchten  diesen  Sätzen,  welche  wir  gern 
mitunterschreiben,  einzelne  Beispiele  unvereinbarlicher  Handlungen  hinzu- 
fügen, welchen  der  Leser  in  PascaTM  Leben  begegnet.  Neben  höchster 
Opferfähigkeit,  neben  der  Liebe  zur  Armuth  (8.441)  findet  er  ein  klein- 
liches Markten  und  Feilschen  um  wenige  l^haler  in  dem  Erbschaftsbandel 
mit  Jaquelin  0  CS.  H).  Neben  eckelhaftor  Angeberei  Fortons,  er  glaube 
nicht  genügend  auf  Autorität  hin  (S-  36)  ein  mannhaftes  Aussprechen  des 
Satzes,  Päpste  und  Concilien  seien  nicht  frei  Ton  Irrtbum  (S.  ^oo)  qh^ 
neben  diesem  wieder  ein  unehrenhaftes  Verleugnen  seiner  Freunde  TOn 
Portroyal  in  dem  15.  Provinaialbriefe,  um  nicht  mit  diesen  als  Kotier  an 
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erscheinen  (S.  287).  Oder  am  Beispiele  «asuftthren,  welche  in  dem  uns  Tor- 
lie^nden  Bache  nicht  eiwähnt  sind,  man  Tergleicfae  doch  nar  die  Hoch- 
scb&tsung  Torricelli's,  welche  Pase»l  in  Minen  physikalischen  Werken 
an  den  Tag  legt  mit  der  wegwerfenden  Behaadlnng  desselben  Gelehrten  in 
einer  mathematischen  Schrift;  man  erinneie  sich  der  Yeraehtnng  aller  ez- 
acten  Forschung  in  den  leisten  Lebensjahren,  welche  geradesn  durch  die 
denkwürdige  Abhandlung  fiber  die  Cycloide  unterbrochen  wird.  Alle  diese 
Gegeusätze  sind  bei  Pascal  gans  dgentlich  charakteristisch,  sie  Stellen 
jene  klaffenden  Risse  dar,  von  denen  auf  der  ersten  Seite  dieser  Bespre- 
chung die  Bede  war.  Leugnen  lassen  sie  sich  nicht,  ebensowenig  voraus- 
sagen;  es  bleibt  nur  fibrig  was  Herr  Dreydorff  als  Aufgabe  bezeichnet 
(S.  50)  t  „Man  mnss  sich  begnügen  ihn  hinterher  sn  yersteben/^   Und  dazu 
hilft  uns  wieder  rfickwärts  die  Kenntniss  von  Pascal's  Charakter,  welche 
wir  aus  unsi  rcm  Buche  uns  verschafft  haben. 

Blaise  Tascal  wurde  den  lU.  .luni  1023  geboren.    Die  Mutter  starb 
schon  Ki'i'i  oder  1()2H.    Der  Vater  gewöhnte  ihn  von  frülier  .Jugend  an  zu 
solb.*^tstäiuligem  Denken  und  Arbeiten,  und  so  war  Blaise  Pascal  gar 
,  bald  ,  und  jcdonlalib  nachdem  der  Vater  1038  sich  aus  politischen  Gründen 
oin  .5 ahr  lang  als  Flüchtling  verborgen  halten  musste ,  schon  im  Alter  von  15 
.lahren  der  eigentlichen  Erziehung  entwachsen,  seine  weiche  biegsame  Ge- 
mUthsart  in  einer  Zeit  sich  selbst  überlassen,  in  welcher  sie  von  fester  Hand 
in  eine  bleibende  Form  hätte  gebracht  werden  müssen.  Der  Verstand  des 
Knaben  arbeitete  freilich  unbeirrt  und  in  der  begonnenen  Bahn  verharrend 
w^ter.   ),Wie  Denken-können  nur  allmülig  erlernt  wird,  so  kann  Deuken- 
müssen  nicht  an  einem  Tage  wieder  verlernt  werden ,  wenn  £iner  nun  ein- 
mal sieh  selbst  sum  Segen  oder  sum  Flache  vom  Baume  der  Erkenntniss 
gegessen  hat**  Diese  Wahrheit,  welche  Herr  Dreydorff  gelegentlich 
äussert  (8.  95)|  ist  fOr  Pascal  gana  besondeis  wahr  und  giebt  uos  a.  B. 
auch  den  Scblfissel  fttr  die  schon  mehrerwfthnten  Cjeloidenforschuogen, 
Aber  das  Leben  des  GemUths  gehorchte  nicht  dem  Verstände  als  Allein* 
herrscher;  wer  yielmebr  gerade  des  jungen  Pascal  Umgebung  bildete,  der 
übte  auf  ihn  einen  IlbermXchtigen  Einfluss  aus.  Den  Vater  traf  im  Januar  1046 
das  Unglück,  sich  am  Bein  su  Terletsen  (8.25).  Die  ihn  behandelnden  Aerste 
gehörten  su  den  Jansentsten ,  jener  eigenthfimlichen  8chule  innerhalb  des 
französischen  Katholicismus ,  welche,  abgesehen  von  dogmatischen  Fragen, 
deren  Erörterung  wir  geflissentlich  vermeiden ,  besonders  durch  thatkrftftige 
Frömmigkeit,  durch  ein  mildthati;^es .  den  Freuden  der  Welt  abgewaudtes 
Leben  sich  auszeichuet,  ähnlicii  etwa  den  Pietisten  unter  den  deutschen 
Protestanten  des  XVill.  Jahrhunderts.    Pascal  erfasste  die  gleiche  Rich- 
tung mit  einer  Leidenschaftlichkeit,  die  es  seiner  Uebcrzeugung  weit  zuvor- 
that.    Selbst  unbekehrt  versucht  er  sich  als  üekehrer,  als  rücksichtsloser 
Eiferer.    Der  Schwerter  Jaquoliue  fiösst  er  den  Hang  zum  Klosterleben 
ein,  den  Kapuziner  Forton  denuncirt  er  wegen  allzufreien  Denkens  be- 
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BÜglieh  des  Glanbens  auf  Antoritftt  hin,  nachdem  er  dessen  Hersentmeiovog 
in  irabrhaft  hinterlistiger  Weise  erforscht  hat  (8.  67),  nnd  an  diesen  Hand- 
lungen bestimmt  ihn  sein  wilderregtes  Gemttth  in  demselben  Jahre  1097 ,  in 
derselben  Stadt  Bönen ,  in  welcher  er  in  Gemeinschaft  mit  dem  Festong^» 
Intendanten  Petit  seine  Versuche  Über  den. leeren  Raum  anstellte  und  Ter« 
öffentlichte!  Bald  sollten  ans  dieser  wissenschaftlichen  Thitigk^t  sieh 
Folgerungen  eigeben,  welche  rflckwirkten  auf  seine  Qemftthsentwieklnng, 
auf  sein  ganzes  Leben. 

Wir  bedauern  es,  dass  Herr  Dreydorff  nicht  jene  physikalische  Ab- 
Imndhiug  und  die  an  dieselbe  sich  anknüpfende  Polemik  in  ausgie- 
biffcrem  Maassc  benutzt  hat.  Der  köstliclie  Briof.  welchen  PascaTs  Vator 
damals  an  Pater  Noel  richtete,  ist  ihm  zwar  nicht  entgangen,  und  ci  tiudet 
in  demsolhen  mit  Fug  und  Recht  das  Ndrhild  iür  die  uuUhertretniche  Fcinn 
der  Pruviuzialbriefe  (S.  iö).  aber  auch  PascaTs  eigenen  Schrit'tstiicke  ver- 
dienen BerücksiL hliguii-  ebenso  wie  die  unglückliciieu  Stylübungeu  seiner 
Gegner.  Diese  Gegner  .sind  nämlicli  Jesuiten.  Bei  dem  gerechten  Auf- 
sehen, welches  Pascal  s  Kntdeckungen  zwischen  den  Jahren  lt)47  nnd  1(551 
in  und  ausserhalb  Frankreichs  aller  Orten  erregten,  ist  es  leicht  begreiflich, 
dass  auch  die  Anfeindungen  und  die  Vertheidigungen  des  genialen  jungen 
GelehrteUi  die  geradezu  niederträchtige  Kampfweise  seiner  Gegner  und  seine 
an  muthigen  Ausfällen  reiche  Defensive  ebenso  allgemein  bekanntworden« 
Elingt  nun  auch  in  Pascal 's  Streitschriften  noch  kein  Hass  gegen  die  Je- 
suiten im  Allgemeinen  durch,  sind  sogar  freundliche  Ausdrücke  über  diesen 
Orden  nachanweisen,  wer  mag  dafür  einstehen,  wie  viel  oder  wie  wenig  da- 
von ernst  gemeint  ist,  wie  wenig  oder  wie  viel  dagegen  der  Ironie  angehört, 
welche  Pascal  schon  in  diesen  Briefen  meisterlich  au  handhaben  weiss? 
Ist  doch  derselbe  Zweifel,  „ob  Pascal  die  Verderber  der  christlichen  Moral 
gleich  SU  Anfang  seiner  ersten  Bekanntschaft  mit  ihnen  (worunter  Herr 
Dreydorff  erst  das  Jahr  165tt  versteht)  recht  gründlieh,  recht  gewissen- 
haft gehasst  hat*'  (8.  217),  anch  in  jener  Periode  noch  gerechtfertigt,  wo 
Pascal  seine  Pfeile  nicht  gegen  den  Einzelnen,  sondern  gegen  die  Ge- 
sammtheit  richtet.  Ja  dieses  stjlistische  Zusammentreffen  bestXrkt  uns 
nur  in  unserer  Ansicht,  dass  die  Briefe  gegen  Pater  Noel  und  gegen  den 
Bector  von  Monlferrand  für  Arnault  nnd  seine  Freunde  die  Veran- 
lassung boten  keinen  Anderen  als  Pascal  mit  der  Abfassung  der  Proviu- 
■ialbriefe  zu  betrauen^  für  Pascal  sicli  dieser  Aufgabe  zu  unterziehen. 

Vielleicht  hätte  eine  genauere  Berücksichtigung  dieser  wissenschaftlich- 
polemischen  Thätigkfit  Herrn  Dreydorff  auch  noch  besser  über  die 
Schwierigkeit  von  Pascal  s  Kückfalle  in  die  Weltlichkeit  hinweggeholfen, 
als  ihm  schon  jetzt  die  Erklärung  dieser  Periode  gelungen  ist.  Pascal 
kommt,  ein  schon  bekannter  (ielehrter,  nach  Paris.  Seine  Berühmtheit  bei 
solcher  Jugend  nöthigt  ihn  gewissermassen  iu  mannicbfache  Gesellschaft. 
Hatte  seine  Beise  nach  Paris  gleich  theüweise  den  Zweck,  sich  in  gute  änt- 
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Hehe  Behandlang  m  geben,  da  er  tob  Kind  auf  lobiHleliliob  und  leidend 
war,  so  verkehrt  er  doch  mit  der  Welt.  MMnner  der  exacten  Winemehaften, 
aber  aneh  des  öffenUidien  Lebens  bilden  seinen  tIgUchen  Umgang.  Ihr  Kin- 
flttss  muM  obsiegen,  mnse  die  noch  nicht  in  Saft  nnd  Blnt  Terwandelte 
religiöse  Neigung  verdrängen  nnd  weltlichere  Gelliste  an  ihre  Stelle  setaen. 
Inswischen  starh  der  Vater  am  24.  September  IWl.  Ein  Erbschaftshandel  mit 
Jaqueline,  bei  welchem  Pascal  —  jetat  an  ein  wenn  nicht  ansschwei- 
fendes  doch  kostspieliges  Leben  gewdhnt  —  nnr  die  Möglichkeit  udiese 
Lehensweise  noch  für  lauge  re  Zeit  behaupten  su  können"  (S.  48),  vor  Angen 
sieht,  entfremdet  ihn  der  Schwester,  welche  dnrch  ihn,  aber  in  weit  nach- 
haltigerer Weise,  snr  Frömmigkeit  gelangt  war,  welche  jetst  im  Kloster  sn 
Portroyal  ihren  Beruf  zu  vollenden  Gelegenheit  hat.  Es  bedurfte  eines  wirk- 
liehen  Ereignissos,  um  den  so  veränderten  Pascal  den  Jansenisten  wieder 
in  die  Arme  zu  treiben.  Herr  Dreydorff  findet  dasselbe  gewiss  mit  Recht 
nicht  in  der  sogenannten  Brückengescliichte  (S.  61),  von  welcher  man  viel 
zu  viel  Aufsehen  gemacht  hat,  sondern  in  einer  unglücklichen  Liebe  (S*  Ö6), 
welche  bchou  Fange  re  mehr  als  nur  wahrscheinlich  zu  machen  wusste-. 

Liessen  sich  nicht  sichere  Sjturon  dieser  Liebe  in  den  von  Faug^. re 
beigezogeneu  Stellen  der  Gedanken  (/V//,svV.v)  verfolgen,  ein  Nachweis 
etwa  aus  iSt()iung;en  der  gewohnten  Thätii^kcit  wäre  geradezu  unmöglich. 
So  wie  aber  die  Sache  liegt,  setzt  uns  uni;;ekeiirt  jene  Thätigkeit  in  den 
Stand,  das  Datum  der  Katastrophe  genauer  zu  bestimmen  Bereits  1647  hatte 
Pascal  ein  grosses  Werk  über  den  Luftdruck  und  verwandte  Dinge  ver- 
sprochen. In  seinem  Nachlasse  fanden  sich  zwei  vollendete  kleine  Abhand- 
lungen:  Trttilc  (ir  t\''/uilili/f  «{t\s  li'/iit'urs  und  Trailt'  de  la  lu'santcur  de  In 
masse  de  /'<///•,  entweder  \%)rarbeiten  zu.  jenem  Werke,  oder  nach  anderer 
Annahme  als  Ersatz  desselben  in  Folge  der  Unlust  Pasc  als  au  breitspuri- 
gen Schriften.  Die  Abfassung  dieser  Abhandlungen  wird  in  das  Jahr  1653 
gesetzt.  Ferner  fanden  sich  noch  kurze  Bruchstücke  eines  in  Thcile,  Bü- 
cher, Kapitel  und  Abschnitte  einzutheilenden  LehrgebSudes  dieser  Gegen- 
stände. Wann  wollte  Pascal  ein  solches  verfassen?  Wann  hat  er  die  Ab» 
sieht  aufgegeben?  Die  Antwort  auf  diese  Fragen  wird  eine  verschiedene 
sein,  je  nach  der  Bedentnng,  welche  man  den  erwähnten  Abhandlnngen 
beilegt ;  auf  das  Datum  dieses  Fragmentes  ist  also  kein  Qewioht  an  legen. 
Wir  bedürfen  dessen  aber  anch  nicht,  nm  dem  Sommer  1064  einen  wissen- 
aehaftlichen  Inhalt  an  geben,  welcher  einen  gleich  erfüllten  vorhergehenden 
Winter  voranssetst.  Der  20.  Jolif  der  24.  Augnst,  der  27.  Ootober  lOM 
sind  nlmUch  die  Daten  jener  drei  Briefe  Pascara  an  Format,  in  welchen 
die  Grundlage  aur  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gelegt  ist  nnd  welche 
seihst  das  arithmetische  Dreieck  nicht  nur  ab  schon  erfunden,  sondern  sIs 
berdts  au  mannichfachem  Gebrauche  ausgebildet  voraussetaen.  Und  ebenso 
gesichert  ist  das  Datum  von  PascaPs  Sichaurttekaiehen  an  den  TrOstungen 
strenger  Frömmigkeit,   ^u  Ende  des  Monats  September  1664  erseheint 
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Pascal  gpbrochonon  Gcitites  und  aucli  küipeilich  leidender  als  je  zuvor 
bei  seiner  Sfh\ve>tei  J  H  (j  u  c  1  i  n  e  ,  um  ilir  zu  beichteu"  (S.  (jS;,  und  als 
Ta;^  der  vollständigen  Bekehrunj^  giebt  Pascal  selbst  auf  jenem  merk- 
wiirdi;:en  l^•lpie^^t^eifen ,  den  er  bis  an  sein  Lclx'nsende  in  sein  Oberkleid 
eingenäht  mit  sich  herumtrug,  den  23.  November  demselben  .Jahre»  an 
(S.  65).  Diese  beiden  Daten  und  die  des  zweiten  und  dritten  Briefes  an 
Fermat  lösen  vereinigt  die  gestellte  Aufgabe.  Der  Brief  vom  21.  August 
gehört  zu  dem  Klarsten  und  Ele^'antesten  ,  was  die  niathemati«che  Literatur 
besitzt.  Damals  künnen  Pascal's  Gedanken  von  keinem  zerstreuenden 
Kammer  beeinträchtigt  gewesen  sein.  In  dem  Beichtstuhl  zeigt  er  sich 
schon  zerrissen  und  su  Boden  geworfen.  Folglich  trat  die  Katastrophe  je* 
nes  Romans,  so  dem  ons  freilich  sogar  der  Name  der  Heldin  fehlt,  swisehen 
Ende  Angnst  ond  Ende  September  1654  ein.  Der  nachher  noch  gesehrie- 
bene  Brief  Vom  27.  October  beeinträchtigt  diese  Vermathnng  keineswegs, 
begründet  dagegen  die  Annahme,  dass  erst  am  23.  November  die  Bekehrno^ 
Pascal's  vollendet  war.  Jener  Brief  ist  nfimlich  eine  einfache  Empfange 
anzeige  nnd  höfliche  Ablehnong  weiteren  Verkehrs,  wie  wir  beide  von  einem 
Manne  erwarten  dflrfen ,  dessen  Kopf  eingenommen  ist  von  nnwissenschafl- 
licben 8orgeu.  Ans  demselben  Briefe  ersehen  wir  aber  auch,  dass  Paseel 
den  letatverflossenen  Samstag,  also  leichtnaehweislich  den  24.  October  (wir 
wissen  nSmlieh  dass  der  23.  November  ein  Montag  war),  in  gelehrter  Gesell» 
Schaft  zubrachte.  Damals,  »chon  vier  Wochen  nach  dem  Beichtgange  za 
Jaqueline,  war  P  a  s  c  a  1  folglich  noch  nicht  im  Ixeinen  mit  sich,  aus  den 
gewohnten  Kreisen  endgiltig  au.szuscheiden ,  wenn  er  auch  schon  die  Tliür- 
klinke  in  der  Hand  hielt,  und  erst  an  detn  wiederholt  genannten  Montage 
vfdlzog  sich  nnch  langem  Geisteskampfe,  dessen  Beweis  wir  mit  Herrn 
Dreydor  ff  in  jenem  amnlettartigeo  Fapierstreifen  tinden,  die  völlige  Los* 
s^gung  von  der  Wclllichkoit. 

Pascal  begicbt  sich  am  7.  Janaar  1G55  auf  das  Land,  wo  er  bald  mit 
den  frommen  jansenistischen  Einsiedlern  um  die  Wette  ascetischen  Uebim- 
gen  and  dem  Lesen  der  heiligen  Schrift  sich  widmet.  Das  Jahr  16M  ist  ea 
aber  auch,  in  welchem  der  Streit  zwischen  Jansenisten  und  .Jesuiten  an*- 
bricht,  ein  Kampf,  der  bei  der  praktisch  entgegengesetaten  Kichtung  bei- 
der über  knrz  oder  lang  einmal  entbrennen  mnsste,  sei  es  nnn  Aber  diesen 
oder  Jenen  dogmalischen  Punkt.  Um  so  leichter  fHUt  es  uns»  noserem  ans* 
gesprochenen  Vorhaben  gemäss  das  Dogmatische  selbst  nnherflcksiehtigt  ao 
lassen  nnd  nur  su  wiederholen,  was  wir  schon  behaoptet  haben.  Nicht  sa> 
fillligerweise  wnrde  Pascal  snm  Kftmpen  in  diesem  Streite  anserseheD, 
nicht  ans  blosem  Gehorsam  erfüllte  er  das  von  ihm  Verlangte.  Er  wer 
dnreh  seine  Vergangenheit  dasn  bestimmt  Nicht  als  oh  er  mit  besserem 
Rttstseuge  gewappnet  gewesen  wäre  als  die  anderen  Frennde,  nieht  als  oh 
er  die  Waffen  der  Theologie  besonders  leicht  oder  gern  gebandhabt  hätte, 
aber  wenn  die  Theologie  ihm  fremd  war,  so  kannte  er  doch  die. Theologen, 
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die  ihm  gegenüberstandeu ,  es  waren  ihm  aUbekaimto  Gegner,  et  waren 

Jebuiten ! 

Haben  wir  hislier  uur  Dinjro  besprochen,  welclie  hauptsächlich  in  dem 
„Pascal's  Leben*'  überschriebenen  ersten  Buche  dos  uns  vorliegenden 
Werkes  (S.  3— K"'"  fufbaltcii  waren,  so  kann  und  rnuss  von  diesem  l'iinkte 
an  unser  Referat  sich  kurz  fassen.  Ein  Auszug  aus  dem  zweiten  Buclie 
„Pascal's  Polemik"  (8.  113 — 314)  würd."  ontwodor  zu  einem  grossen  Auf- 
sätze anschwellen  oder  gar  zu  dürftig  und  farblos  erseheinen.  Wir  ver- 
weisen weit  lieber  aD«ere  Leser  auf  den  hier  genannten  Abschnitt  selbst. 
Mit  gleicher  Kürze  gehen  wir  über  das  dritte  und  letzte  Buch  ,,Pascar8 
Niederlage''  (S.  347 — 462)  hinweg.  Nicht  als  ob  dasselbe  einen  Auszug 
nicht  znliesse  oder  nicht  verdiene,  aber  hier  schwimmen  Biographie  und 
dogmatische  Kritik  so  sehr  in  einander  ttber,  das  wir  darauf  Tersichten, 
nna  den  Vorwarf  des  Urtheils  ttber  Dinge ,  die  wir  selbst  eben  erst  kennen 
gelernt  haben,  sosnsiehen.  Wir  wollen  nnr,  nm  unserer  knrsen  Biographie 
Pascal*s  eine  Art  von  Abschluss  so  geben,  die  Daten  einiger  Begeben- 
heiten faststellen.  • 

Die  Proyinsialbriefe  erseheinen  vom  28.  Janaar  1050  an  bis  som  24.  Fe- 
braar  1057.  Zwischen  den  5.  ond  0.  Brief  fftllt  aal  den  24.  Februar  1050  das 
Wander  vom  heiligen  Dorn,  welches  Herrn  Dreydorff  den  Anlass  sa 
einer  Tortreffliehen  Abschweifung  über  Wunderglanbe  und  Hytbenbildang 
(8.  857 — 384,  besonders  8.  801)  gegeben  hat.  Entgegnungen  der  Jesoiten, 
besonders  die  gelungene  Flngscbrift  Rabat-Joye  des  Janteniites  Öffnet 
Pascal  die  Augen  über  die  thatsächliche  Sitnation  (S.  385).  Er  sieht  sieb 
im  Eifer  des  Gefechtes  weiter  geführt,  als  es  ihm  lieb  ist,  er  raus«  sich 
selbst  jregcn  den  Vorwurf  der  Ketzerei  vertlioidigen  oder  in  otfenen  Brach 
zur  katholischen  Kirche  treten.  Letzteros  kann  Pat>cal  nicht  mit  seinem 
Gewissen  vereinigen,  denn  für  ihn  gilt  genau  tia.ssclbo,  was  wir  b«'i  anderer 
Gelegenheit  von  (i  a  1  i  1  e  i  zu  behaupten  Anlass  nalnnen.  Er  kann  unter  Um- 
standen dem  Papste,  gegeniibertreten ,  aber  ,,er  beklagt,  dass  er  sich  zwi- 
schen Gott  und  dem  Papst  sehe*'  (S.  403),  er  bleibt  dabei  guter  Katholik, 
er  will  es  wenigstens  bleiben.  Dieser  innere  Kampf  reibt  den  durch  lange. 
Kränklichkeit,  durch  abschwächende  Bussübungen,  darch  angestrengte 
Geistesarbeit  geschwächten  Körper  vollends  auf.  Die  ,, Gedanken",  welche 
in  dem  Jahre  1658  entstanden  sind,  seigen  in  ihrer  aphoristischen  Gestalt 
die  Unmöglichkeit  einer  ananterbrochenen  regelmässigen  Thätigkeit.  Viel 
leicht  dttrfen  wir  auch  annehmen,  dass  sich  FaseaTs  ein  wenn  auch  un« 
bewnsster  Widerwille  gegen  Theologie  nnd  damit  snsammenhingender 
schriftstellerischer  ThHtigkeit  bemftchtigt  hatte,  denn  aas  der  Oyeloiden* 
Untersuchung,  deren  Datum  durch  das  Preisausschreiben  vom  Joni  1856 
festgestellt  ist,  wie  ans  den  daran  anknüpfenden  Veröffentlichungen  vom 
Janaar  1050  strahlt  das  geistige  Bild  des  Verfassers  in  alter  Helle  hervor. 
£s  ist  derselbe  klare  Gedankengang^  derselbe  Retchtbum  der  Ideen,  wie 


Digitized  by  Google 


38 


io  den  Arbeiten  der  früheren  Jahre;  nnr  der  Charakter  ist  verbittert,  die 
Polemik,  welche  gegen  Torricelli  nnd  gegen  den  Pater  LaUon^re  ge- 
führt wird,  Ist  persönlicher,  als  wir  es  von  Pascal  gewöhnt  sind.  Diese 
Veröffentlichnng  ist  die  letste,  sn  welcher  Pascal  sich  bekannte,  das  vor- 
letste  Schrifkstfick,  welches  wir  überhaupt  von  ihm  besitsen. 

Einen  Brief  nämlich  hat  er  sicherlich  noch  geschrieben,  an  Styl  nnd 
Inhalt,  an  Ernst  nnd  Begeisterung  des  Verfassers  der  ProTinaialbriefe  nnd 
der  Gedanken  gleich  würdig;  aber  er  hat  ihn  nicht  unterschrieben.  Er 
begnügte  hicIi  ,  der  ungenannte  Secretär  zu  bleiben  und  Ehre  wie  Verant- 
wortlichkeit seiner  Schwester  Jaqueline  zu  überlassen.  Jaquelino,  das 
ungeniesbbnre  (Jcseliopl,  wie  wir  sie  mit  Ilt-rrn  Dreydorff  (S.  25)  in  ihrer 
Jugend  nennt'U  niiisscn  ,  hatte  sich  im  Laufe  der  Jahre  zur  Glaubrusheldia 
entwickelt.  Am  8.  Juni  KWU  ei schien  ein  Formular,  durch  dessen  Unter- 
schrift von  Seilen  aller  Diener  nnd  Dienerinnen  der  Kirche  der  doj^ma- 
tische  Streit  endgillig  geschlichtet  werden  sollte.  CJe.schlichtet  I  Das  heisht, 
der  janseniHtischen  Partei  war  geradezu  befohlen,  ihre  Meinung  aufzngeben, 
ihre  Führer  zu  verleugnen  ,  oder  aber  bei  der  Unterschrift  des  llilfsaiittels 
jesuitischer  Moralisten  des  heimlichen  Rückhaltes  sieb  zn  bedienen.  Gegen 
Beides  empörte  sich  PascaUs  Stolz  und  Gewissen.  Ihm  selbst  wurde 
freilich  die  Unterschrift  nicht  abverlangt,  wohl  aber  seiner  Schwester  alt 
Nonne,  und  ihr  tbeilte  er  seine  Ansichten,  seine  Entrüstung  mit.  Jaque* 
Hne,  in  dem  freudigen  Voigefflhle  eines  erwünschten  Märtjrrthums,  rich- 
tet den  ?on  ihrem  Bruder  ▼orgesehriebenen  Protest  an  eine  der  Nonnen 
▼on  Portroyal.  Die  Bemühung  war  Tergeblich.  Am  22.  Juni  unterzeich- 
neten die  Nonnen  das  Formular  und  auch  Jaqueline  musste  diesen  Act 
der  Untreue  an  sich  selbst  vollziehen.  Ihr  Hers  brach.  Sie  starb  den 
4.  Oetober  desselben  Jahres.  Zehn  Ifonate  spftter  folgte  ihr  der  Bruder 
in  das  Grab.   Blaise  Pascal  starb  den  19.  August  1602. 

Unter  vielen  Fragen,  welche  an  die  Ereignisse  von  IMl  sich  an- 
knüpfen, ragt  diejenige  hervor,  welche  Herr  Drejdorff  schon  8.321  auf- 
wirft, wer  der  consequentere  Vertreter  seiner  Richtung  genannt  zu  werden 
verdient,  der  Verweigerer  der  Unterschrift  oder  der  sie  leistete?  Er  sieht 
sich  veranlasst,  den  Letzteieu  als  den  Folgerichtigeren»  anzuerkennen :  so 
lange  die  Jansenisten  innerhalb  des  Katholicismus  bleiben  wollten,  niui>b- 
ten  sie  sich  schliesslich  unterwerfen.  Doch  fast  Hessen  wir  uns  verleiten, 
hier  den  theologischen  Kern  näher  zu  bcrühreu,  nnd  das  wollen  wir  ja 
nichtl  Wir  verweisen  also  wiederholt  auf  das  hiermit  bej«procliene  Buch, 
ans  welchem  wir  selbst  so  Vieles  gelernt  haben ,  zur  Erläuterung  aller  die- 
ser Schwierigkeiten.  Wir  dürfen  vielleicht  andererseits  hoffen,  dass  unser 
Referat  einiges  Material  sur  Lösung  anderer  Schwierigkeiten  enthalte, 
welche  nach  unserer  Meinung  wenigstens  bisher-  nicht  genügend  überwan- 
den worden  sind.  Camtob. 
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Stadien  ftbmr  höhere  Oeediiie  von  Dr.  C.  Brbmiker.  Berlin  1809.  Weid. 
mann*8cbe  Bnebbandlung.  gr.  8. 

Schon  im  Jahre  1850  hat  sich  Her  Herr  VcrfassPr  in  einer  in  ilen  Astro- 
nomischen Nachrichten  8.  1022  ahgodruckten  Abhandlung  damit  bpschSf- 
tigt,  diejenij;en  Aufgaben  der  Geodäsie,  welche  man  nach  dem  Vorgange 
von  Legend re  und  Anderen  mittelst  spliäroidischer  Trigonometrie  zu 
lösen  gewöhnt  ist,  in  möglichst  olemontarer  Weise  mit  Umgehung  der  die- 
sen Problemen  von  Hans  ans  fremden  gcodiitischen  Linie  zu  lösen.  In- 
zwischen ist  es  ihm  gelungen,  den  Relationen  für  den  Uebergang  von  einer 
astronomisch  bestimmten  Station  eines  geodätischen  Dreiecksnetzes  zu. 
einer  nnderen  beliebig  weit  entfernten  eine  grössere  Durchbildung  zu  ge- 
ben» nnd  wir  finden  Sie  in  ▼orliegender  Schrift  völlig  streng  in  geschlosse- 
ner nnd  zur  Kechnnng  geeigneter  Form  aufgestellt  nnd  durch  Beispiele  er- 
liniert  Wir  können  uns  der  Ansieht  des  Herrn  Verfassers,  dem  oft  be- 
bandelten Problem  eine  für  die  Praxis  erwünschte  darcbsiebtige  nnd  be- 
queme Lösung  gegeben  sn  haben,  VollstAndig  und  um  so  mehr  ansebUessen, 
als  derselbe-  seine  grosse  Einsiebt  in  die.  Anforderungen  der  reebnenden 
jLstronomie  nnd  Oeodftsie  anderweit  genugsam  betbltigt  bat  Konnten  wir 
juns  auch  nicht  allenthalben  mit  den  gegebenen  Auseinandenetsnngen  ein- 
verstanden erklären,  so  betraf  dies  doch  immer  nur  mehr  die  Hanptanfgabe 
der  Studien  des  Herrn  Verfassers  nicht  wesentlich  angebende  Punkte. 

In  der  Einleitung  wird  insbesondere  nacbsuweisen  Tersncbt,  dass  die 
geodätische  Linie  nicht  nothwendig  in  die 'Geodäsie  gehöre  und  ihr  Name 
auch  viel  richtiger  der  als  Feldlinie  benannten  nnd  den  geodätischen  Mes- 
sungen mehr  entsprechenden  Curve  gebühre.  Diese  letztere,  auf  welche 
(ohne  jedoch  einen  Namen  einzuführen)  bereits  18Ü7  Herr  von  Andrae 
im  ersten  Bande  der  dänischen  Gradmessnng  aufmerksam  g<'macht  hat,  ist 
cliaraktci  isirt  durch  die  Eigenschaft ,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  die  die 
Curve  tangirendc  Normalebone  der  krummen  Fläche  auch  die  beiden  End  ^ 
punkte  der  Curve  enthalt.  Der  Herr  Verfasser  weist  auch  noch  auf  andere 
als  Jlilfslinien  auf  dem  Spharoid  verwendbare  Curven  hin,  untersucht  in- 
dessen nur  die  Feldlinie  und  die  beiden  sie  einhüllenden  Verticalschnitte 
in  einem  letzten  Abschnitte  des  Werkchens  etwas  eingehender.  Diese  drei 
Cnrven  sollen  vor  allen  anderen  den  geodätischen  Messungen  entsprechen 
nnd  hinsichtlich  der  Winkelmessungen  müssen  wir  dem  beistimmen.  Dass 
das  Abstecken  einer  sogenannten  Geraden  anfeiner  krnmmen  Fläche  aber 
auch  in  einer -geodätischen  Linie  erfolgen  kann,  gebt  aus  deren  Eigen- 
tbQmliebkeit  hervor,  wonach  jedes  Linienelement  als  die  Projeetton  der 
Verlängerung  eines  der  beiden  benachbarten  auf  die  krumme  Fläche  auf- 
gefasst  werden  kann.  Bedenken  wir  femer,  dass  die  geodätische  Linie 
swischen  swei  Punkten  auch  ftlr  irgend  swei  andere  Ihrer  Punkte  geodä- 
tische Linie  ist,  die  Feldlinie  eine  entsprechende  elegante  Eigensebaft 
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niclit  hat,  und  erwäc^on  wir  nooli ,  dass  znr  Theorie  der  geodätischen  Linie 
nur  die  Kenntnis»  der  T'oof fiiir  nton  des  Linienelementes  erforderlich  ist 
(was  von  Herrn  Wein  garton  in  den  Astronomischen  Nachrichten  17.13  nnd 
1782  auf»  Nene  in  Erinnerung  gebracht,  aher  zuerst  von  Ganss  hervor- 
gehoben wnrde),  ao  möchten  wir  der  geodätischen  Linie  nnd  nicht  der 
Feldlinie  den  Vorrang  einräumen. 

Die  sQccessive  Berechnung  der  Längen  und  Breiten,  wie  der  Azimute 

der  Stationen  eines  beobachteten  trigonometrischen  Netzes  bedarf  indessen 
der  Uinznnahme  einer  Hilfslinie  anf  der  krummen  Fläclie  j;ar  nicht;  die 
gogebonen  Formeln  beweisen,  dnss  die  KcdiKtion  auf  das  Sehnendreieck 
und  die  weitere  li(!clinung  mit  den  Selinon  ganz  vortheilhnft  ist;  doch  wird 
vorgeschlagen,  erstere  im  Falle  beoliacliteter  Dreiecke  durch  die  Keduc- 
tion  der  die  Punkte  verbindenden  Curven  auf  die  zugehörende  Sehne  zu 
ersofzon,  welcher  nun  freilich  wieder  zur  ^Ermittelung  der  Curvenlangen 
eine  Kecliniin^  anf  dem  Sj)h;iroidp  vorausgehen  rnuss  ,  <lie  sich  jedoch  für 
so  kleine  Dreiecke  bekanntliob  ^anz  bequem  an.stelien  läs.st  und  wobei  die 
Frage,  ob  als  Curve  geodiitisclie  Linie,  Feldliuie  oder  Verticalsclinitt  zu 
wählen  sei,  wt';_M  n  (]or  liier  nur  unmerklichen  Langenverbcliiedenheit  der 
genannten  bedeutungslos  wird.  Die  Genauigkeit  der  Formeln  ist  schon  für 
siebenstellige  Logarithmen  so  gross,  dass  die  berechneten  Unterschiede 
der  astronomischen  Coordinaten  von  der  Scharfe  der  geodätischen  Messung 
nichts  verloren  gehen  lassen.  Die  von  I'unkt  zu  Funkt  fortschreitende 
Rechnung  führt  auch  zu  den  entfernten  Punkten  des  Netzes,  ohne  dast 
man  nöthig  hätte,  diene  mit  dem  Anfangspunkte  direct  an  verbinden.  Diet 
würde  nur  Sinn  haben,  wenn  von  zablreicben  Uebergangspunkten  keiner 
aatronomisch  bestimmt  worden  wäre.  Die  Angabe  der  auf  dem  Sphäroid 
gemessenen  und  bekanntlich  von  dessen  Dimensionen  ziemlich  unabhängi* 
gen  kfiraesten  Eutfeiuung  der  beiden  astronomisch  bestimmten  Stationen 
böte  dann  allerdings  den  Vortheil,  in  gedrängter  Weise  die  Messungsresul- 
tate sQsammen  zu  fassen.  Nehmen  wir  nun  mit  dem  Verfasser  aber  zahl- 
reiche  astronomische  Stationen  an ,  ao  erhalten  wir  durch  Vergleichong  der 
Messungen  und  Rechnungen  Qleiehutigen  anr  Ermittelung  einer  milgUebst 
anschliessenden  mittleren  Erdoberfläche,  etwa  eines  oscillirenden  Sphl- 
roides.  Das  hierbei  einzuschlagende  Ausgleichnngsrerfabren  wird  dnreb 
allgemeine  Gleichungen  erläutert. 

Hierbei  kommt  der  Herr  N'erfasser  auch  auf  die  Definition  einer  Me- 
ridianebenc  und  auf  die  Lothstörungen  zu  ^precllen.  Diese  sind  die  Ab- 
weichungen der  wahren  Lotluichtung  von  der  Loihriclitung  der  mittleren 
angeschmiegten  Oberfläche.  Sie  äussern  sitli  als  St«»rung  in  Breite  und 
Länge,  und  wie  uns  eine  leichte  Rechnung  zeigte,  auch  Astronomische 
Nacbricliten  1245  von  General  T.  F.  Schubert  angegeben  worden  ist, 
nicht  minder  in  Asimnt,  wofür  sie  dem  Product  aus  Längenstörung  und 
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SinoB  der  geographischen  Breite  gleich  wird*.  Nach  Herrn  Dr.  Bremi« 
ker*a  nicht  weiter  dorch  Kechnung  hegrttndeter  Heiniing  ist  der  Einflnss 
der  LothstSniog  anf  Asimat  aber  genau  so  an  TernachlMSsigen ,  wie  der- 
jenige anf  die  Horisontalwinliel ,  nnd  er  notirirt  dies  durch  den  Sats,  dass 
IpestOrte  nnd  ungestörte  Heridianehene  sieh  im  Pole  schneiden  (8. 8) ,  an 
welchem  auch  wir  nichts  aussusetsen  haben,  dem  der  Herr  Verfasser  indess 
S.  23  selbst  nicht  treu  bleibt,  ind^m  er  dort  die  ungestörte  Meridianebene 
allgemein  durch  Normale  nnd  einen  nicht  nlther  fixirten  Coordinätenanfang 
legt ,  welches  letitere  Verfahren  durchaus  nicht  gebilligt  werden  kann. 

Ungestört  bleiben  ausser  den  Horisontalwinkeln  nur  alle  Winkel  swi^  • 
sehen  der  Polrichtung  und  beliebigen  Objecten,  woraus  freilich  die  6eo- 
dftsie  keinen  Nutsen  an  sieben  ▼ermag,  da  hier  die  Normale  eben  gsns 
ausser  Betracht  bleibt.  Geometrische  Nivellements  ferner  geben  immer 
den  wahren  Höbenontersehied  (enthalten  also  die  ganze  Störung) ,  wenn 
nur  die  Distanzen  angc  inessen  klein  genommen  werden.  Nimmt  man  sie 
aber  grösser  als  einige  Hundert  Meter,  so  Wörde  man  schon  einen  kleinen 
Eintiuss  einer  rein  ellipsoidiscbon  Gestalt  der  Erde  verspüren  können.  Die 
über  grössere  Entfernungen  bewirkten  trigonometriscben  Nivellements  ent- 
halten die  Lothstörnngon  in  andorer  Form  als  die  gcomotrischen ,  und  bei 
genauerer  K«'iii.tiiiss  der  Strnlib  nbrochung  wiirdon  au.s  der  V'ori)indiing 
geomef rificlier  und  gegenseitiger  trigonometrisclier  Nivellements  eben- 
fallfi  GIficliungen  für  die  Lotlistörung  re.snltiren,  die  jedoch  ausser  der 
KnftVrnung  der  Statinnen  auch  noch  die  Erhebung  der  wahren  (gestorten) 
Oberil.u'lie  iiber  die  mittlere  enthalten  werden  und  zur  Berechnung  der- 
selben liei  Itekannten  Lothstiirnngen  dienen  könnten.  Wenn  also  S.  7  ge- 
sagt wird,  dass  ein  auf  vei  scliiedeneii  \\'e;^^en  in  sich  zurückkehrendes  tri- 
gonometrisches Nivellement  tiicht  iiothwendig  Null  als  Höhenunterschied 
ergeben  müsse,  so  unterliegt  dies  keinem  Zweifel,  ohne  flass  man  deshalb 
Discontiniiitiiten  ,  wie  di'r  Herr  Verfasser,  vorauszusetzen  braucht. 

Die  Formeln  für  Breiten  ,  L;ingen  -  und  A/imutalunterschiede,  zuerst 
allgemein  aufgestellt,  werden  mit  Rücksicht  auf  Bessel's  ErdsphSroid  spe- 
cialisirt  und  dazu  drei  Hilfstateln  beigegeben,  die  jedem  Kechoer  will- 
kommen sein  werden.  Die  erste  Tafel  gewährt  in  einfacher  Weise  die 
scIuHrfste  Berechnung  des  Unterschieds  TOn  geographischer  und  reducirter 
Breite;  die  zweite  giebt  die  Krümmungsradien  in  verschiedenen  Azimuten 
unter  verschiedenen  Breiten  und  erleicl^tert  die  Berechnung  der  zur  He^no- 
tion  auf  das  Sebnendreiec  k  nothwendiri;en  Depressionen  der  Sehnen  unter 
den  Ortshoriaont  Die  dritte  Tafel  endlich  dient  sur  Reduction  von  Bogen 
auf  Sehne. 

Für  kUrsere  Entfernungen  scheint  es  uns  etwas  genauer  au  sein ,  als 


*  In  rächt  klarer  Weis«  bebandelt  dieeeo  Gegenstand  das  1858  ersoh* 
Weiht  „OriMttiie*  Svne^*  von  Oberstlicntenaat  H.  James,  pag.  ÖOOseo 
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wie  es  6.40  entwickelt  ist,  besser  beide  Depressionswinkel  einer  Selioe 
gleich  gross  anzonehmeii,  indem  man  sie  mit  dem  aritbmetiseben  Mittel  der 
inssersten  Krümmungen  berechnet  nnd  nicht  diese  etnseln  tnr  Bestimmnng 
der  respectitren  Depressionen  in  benntsen.  Dafür  sprechen  anch  schon  die 
Beispiele  S.  50— S8. 

Koch  kSnnte  man  erinnern,  dass  in  dem  grosseren  Beispiele  immer 
Ton  einem  Dreiecke  nnd  8. 48  seq.  anch  vom  sphXrischen  Excess  eines  sol- 
chen die  Bede  ist,  ohne  dans  man  recht  weiss,  wo  ein  solches  so  snchen  ist 
Die  ans  den  sechs  Verticalscbnitlen  gebildete  dreieckige  Figur  ist  kein 
Dreieck  im  gewöhnlichen  Sinne  nnd  hat  noch  viel  weniger  einen  apliiri- 
sehen  Excess. 

Am  Ende  der  Abhandlung  stellt  der  Herr  Verfasser  in  Aussieht,  die 
sum  Abschlösse  des  Oansen  fehlenden  Differentialformeln  rielleicht,  wenn 
es  seine  Berufsgeschäfle  gestatten  wflrden,  nachsuliefem  und  wir  wflnschen 
im  Interesse  der  Sache,  dass  dieser  Zeitpunkt  recht  bald  eintreten  möge, 
um  damit  den  Schritt  au  einer  wesentlichen  Bereicherung  der  praktiseben 
Geodäsie  vollendet  au  sehen. 

Sternwarte  Hamburg,  im  Januar  1810. 

F.  B.  Helmert. 
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Erste  Httlfte:  1.  Januar  bis  30.  Juni. 

A. 

1.  De  In  trmMfarmatum  kogonti«  tt  dt  la  iranafinvuaUm  isoiogique  des  figures  pimit» 
4 bei  Truneon.    N.  mm  »tath.  XX^IÜ,  222. 

9.  DUcHMsUm  de  fafi^on  ßmrbomx,  19.  am».  iMrfA.  XXf^iii,  81. 

H  x'+  b  x  +  c 

8.  Sur  am  fioht  remur^uoMe  dM»  le  pkm  d'tm  pol^gome.  Krneekwiit»   N,  amt.  matk, 

XXr/II,  53!). 

4.  Courbea  engewlr^es  par  roulement.    0  eoffroy.    N.  ann.  math.  XXVlll,  548. 

5.  Tmjectorie  des  Mittel(itinkte.t  der  Kogel  eines  Centriftigalapparates.  Am  Ende« 

Gruti.  Archiv  XLIX,  1 10. 
Yeiirl.  KlhpMe.    Eiiicycluide.  i lomographi«.  iijp«rb«L  K<f  lichnitt.  KreiS. 
Krümmung  117,  litt,  12Ü.  äpirale. 

AadytlMk«  OmiuM«  dM  TUcti— ■ 

6.  Die  Constanten  Relation«n  bei  den  Dreleeken  and  tetraedriaehen  Coordlnatmi. 

Toeplilz.    Zcitschr.  Math.  Phva.  XIV,  253. 

7.  Sur  le  nombre  des  droite»  gut  eatiifont  ä  qmtre  eondUiofU  donnie*.  üalphen, 

Compt.  read.  hXt^m,  142. 

8.  Des  cyctiques  ei  des  cyclides.    Darboux.    Compt.  rend»  LXVHt»  131  !• 

0.  Si  par  le  mUieu  de  cfuique  (trete  dun  titraedre  on  fiiU  passer  im  plan  perpendicidaire  ä 
l'arete  oppusie ,  les  six  plaus  ainsi  obteiius  pussenl  pur  un  mime  point.    Lei  et 
DugrMia.   N.  ann.  math.  XXFUly  173. 
Verffl.  Astronomie   13.    Cirtn^^rnphie.    Uomopraphle.    Kriinimnng  109,  120, 
121,  122,  123,  124.    Obcrüuchen.    Oberflächen  zweiter  ürdnong. 

AfpniftMitte. 

10.  Ein  Näherungswerth  ffirK^^vH^^  HorYAtli.  Zttitoohr.  Math.  Pl^«*  XIV, 80. 
Vergl.  Gleiobmigen  81. 

AccUtMlar. 

11*  Untersuchung'  cioiger  Gewölbfonntn,  dnreh  welche  ein  Raum  mit  trapezoid» 
förmigem  (inindrissc  ttberwdlbt  wwdeu  k«iui«    8tft«digl.  Zoitschr. 

Math.  Phys.  XIV,  »7. 

Astroaoadt^ 

12.  Uober  die  Unsicherheit  eintT  Hnhnberitimmnnfr  auf:  drei  Beobach*nng«n ,  wenn 
dieselben  geocentrisch  nahe  in  einem  grösstuu  Kreise  liegen.  Tietjen. 
Aftr.  Naohr.  LXZni,  353. 
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18.  AppScatiou  de  In  g^otnitrie  analytique  ä  la  diUrmbtütiom  dm  OrbÜe*  dt»  plmm^te». 

MichaL    Compi.  rend.  LXVIII,  176. 
14.  Bemerkuugeü  über  daa  Problem  der  drei  Körper.   K^dau.  Astr.  Nachr.  LXXII, 
101. 


Bestimmtes  Integnl« 

15.  Sur  IM  Probleme  di-  niicui  iutigral»  J,  A,  Serret.   CoK^.renä»  LXyJil,  1132.  — 

Crufton  ibid.  HüÖ. 

16.  lieber  die  Integrale  von  smx^.dx^  cosx^.dx  uad  sin  x*" .  com  x*  ,dx  innerhalb 

bestimmter  Grensen.   O  e  t  ti  o ge  r.   Gran.  Archiv  XLJX ,  51 . 

17.  Ueber  einige  Integrale,  welche  die  Beesel'schen  Functionen         ent halten. 

H.  We  b  e  r.    Grelle  LXIX ,  222. 

18.  Die  Fonrier-Besaerache  Function.    Heine,    rrclle  LXIX,  128. 

19.  Beitrag  wm  Theorie  der  Function  «)•  Thomae,  Zeitechr.  Math. 

Phys.  XIV,  48.  •    •  ♦ 

20.  Ueber  die  aligemeinen  Eigenschaften  der  Klasse  von  Dofipeliutegraieu,  zu  wel- 

cher das  Feniier*aehe  Doppeltntegral  gehört.  Da  Bois  Bejmond. 
CreUe  LXIX,  65. 


21.  DUtrmmaium  des  foyer»  de»»  le»  eenipie».  De  Saint-0  ermaim,  N,  mm»wt^ 
XXyiJi,  230. 

22«  LoraqtCMM  stifte  tu  rmdami  »mr  twt  drtUe  a  At'l  'om*  Tare  dierü  pmr  te  fiiger 
»et  egal  ä  la  circonf erenee  aymU  pow  ditmetre  te  grmd  tme.  ätor  eL  H,  ees* 
siotA.  XXyiJl,  314.  »  J0»»eron  Und,  420. 

C. 

Oertographit. 

23.  Sur  le»  fitnmde»  et  Ist  e«deid»  ftd  emt  »end  ä  eometndre  la  grmd»  eerte  gnomoniftt»  de 

l'Europe  et  des  rmlrfes  adjacentes.    Thoulet.    Compt.  rend.  LXVIll,  380. 

24.  Ueber  die  Abbildung  von  Ebenen  auf  Ebenen.  Von  der  Mühll.    Crelle  LXiX, 

261. 

Oombisatorlk. 

25.  Sw  U»  combiMbniM  eompHie»,    Meton,   N.  onir.  mafA.  XXVlil,  168. 

Cubikwnnel. 

2Ö.  Vereinfachtes  Verfahren   tür   die  Ausziehung  der  Cubikwursel  aus  Zahlen. 
Goasjr.   Gran.  Arehir  XLIX,  101. 
VergL  Kettenbrttche. 


Vergl.  Bestimmte  Integrale  17,  18. 

D. 

Detenmnanten. 

27.  Expose  des  principe»  ilimenlaires  de  la  Ütiorie  des  ditermnunls.    N,  »am,  matk. 

XXV fu,  V7.   fVergl.  Bd.  XIV,  Nr.  161.] 

28.  Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  Determinanten  mit  Brachfanctionen.  Diet> 

rieh.    Crelle  I.XIX,  190. 
20.  Ein  Determinanteosatz.    Hesse.  Crelle  LXIX,  319. 
Yergl.  Qleichnngen  83. 

Beterminanten  in  geome^scher  Anwendung. 
80.  DUcMtion  de  Pinterseetion  de  deux  surfaces  du  second  ordre.    Painvin.  V.eM» 

matk.  XXyni,  4W.  I4.S  103.   (Vergl.  Bd.  XIV,  Nr.  165.] 
3U  Not»  »w  l»»  »wrfac»s  du  troUHme  ordre*  Sartiou*.  N,  am.  meM.  XXFIiI,  27. 
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S9.  TMorie  du  facteur  pow  VinUfjrathm  des  expreuhM  dtlfirefMeßn  du  prmi0t  crdrt. 

Collet     Compt.  rend.  LX^III,  "iWO. 
33»  Sur  l'inUgratinn  de  quelques  equalions  diffirenliellet  du  terond  ordre  par  la  mithode 

du  furteur,   Andriiewsky.    CompUrtnd.  LXyiU^lit. 

diffireneet  panieHe$  dm  premter  vrdn.  Korkint, 

Compt.  rmd.  LXyill,  14ÖÜ. 
M*  Zar  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleicbungen.  Lipschits.  Grelle 

LXiX,  109. 

SiffBrentialredimmg. 

M.  Svt  te  pauage  de»  diff'ireitee»  aux  dlffttrentiette»,  ßenocekf,  N.  em.  nurM.  XXFIIi, 

345. 

37.  Sur  un  passage  du  Traiti  du  eatctU  differenti^  de  Af.  Serrel,    Lemoine.  onn. 

math,  XKVIII,  520. 

Bifferensenreclintuig. 

88.  RelaÜons  entre  In  diff&i'rnre  et  hi  d^ria^e  d'un  mime  ordre  quelconque,    G  eno  echi, 
Grun.  Archiv  XLiX,  342. 


Bastioität. 

30.  Sur  tes  valeurs  que  prenneni  U*  presMions  dan»  un  solide  Haetifue  iaotrop».  Dt 
Saint'  yenant.    Compt»  rend.  LXVltl,  MO. 

Eleotrodyn&mik. 

40.  510*  la  diatribution  unique  de  filecirieiti  ä  la  eurfuce  des  eondueieure»  Folpicelli, 

Compt.  rend.  LXVIU,  976. 
Yergl.  Potential  IM. 

SUipee. 

41.  FrofvUtie  noueeUe»  de»  dümkre»  conjttgui»  de  F^Hp»»  et  de  TkgperM».  Do»tor, 

y.  mm.  ma!h.  XXriII,  481. 

42.  Ferpendirutaire  elevee  *ur  te  milieu  de  la  ewde  d'une  etlipse.    Cohen.    A.  tum.  wath. 

xxyni,  528. 

48.  Lieu  dfun  poimt  itl  fue  les  deux  tangente»  menia  de  ce  point  d  une  ellipse  doumfe  UUet' 
repient  tur  yne  droite  fixe  une  longueur  enutante,   Hilaire,    H,  «mm*  matk. 

xxyui. 

44.  TlOorime  aur  deux  droite»  temgente»  ^wte  eOlpee.    Valabregu».   N.  tum.  matk, 

VXF///,  V37. 

46.  Mouen  simple  de  mener  la  normale  d  Cellipse,   Puil  lotte.    X.  ann,  math»  XX^UJ, 

m. 

AQ.  Theoreme  de  Joaehimsthal.    Girono.    N.  ann.  math.  XXFIU^  ATI. 

47.  Contlruction  de  la  polaire  d'wt  pobu  reUUivement  ä  une  dttpte,    IVilliäre.    S.  am. 

math.  XXyill,  535. 

48.  Veber  den  Flftcheninbalt  einen  einer  Ellipse  omseliriebenen  Parallelogrammi 

Grunert.    Grun.  Archiv  XLIX,  45. 
40.  Theoreme  *ur  une  ellipse  et  une /qfperbole  Aomofocales.    Millasseau.    N.  ann.  math, 
XXFIII,  421. 

50.  TMorimes  aur  deux  ellipses  feiles  qu»  le»  demioxe»  de  la  premiire  eoincident  en  diree- 

tion  avec  ceux  de  la  seconde,  mais  soient  rexpeetioement  propttrtionnels  d  lewr» 
earri».    Pellet.    N.  ann.  math.  XXyUI,  H7. 

51.  Bm^oppe  de»  ellipses  eoneenirtqui»  d  aSre  eonstunte  dont  les  axes  ont  la  meme  direc 

tiOH.   Olga  ßrmantktt.   N.  ann,  maih,  XX^IU,  321.  —  Kru»eh»it- 
542. 

52.  iAeu  du  eenire  d^une  elHpse  du  grandeur  eomtante.   Breuer  tu   N,  au»,  math. 

xxrrn,  ai:. 

58.  Trouver  le  Heu  du  centre  d'une  ellipse  d'aire  eoHStante  circonscrite  d  un  triangle.  Fat 
rineau.    N.  ann.  math.  XXFill,  540,  ^f'  "~ 

Vergl.  Brennpunkt  22.  Hjperbel  04.  Sy^rato  ^^^«       'w-  '^,'. 
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ElUpiold. 

öl.  Ueu  de*  pdles  d'im  plan  fix«  donni  pur  roppori  d  tm  eUip$oide  touritant.  Sekteget. 
N.  wm.  mM.  XXFill,  542. 
V«rgl.  EUips«  42.  Potontid  102. 

Epieyeloidffi. 

55.  Sur  te  double  giniratioH  de  t^picycloidfs  planet,   Fouret.    M,  am.  matk.  XXFIll, 

162. 

t>6.  Epicycluide  a  troi»  rebroussemenU,    Millaeteau,    H.  «im.  math,  XXyJiJ,  418.  — 
iFUliere  ibid.  470. 


F. 

Faetoranfolge. 

57.  Sur  la  thiorie  ilimenlaire  de*  produit»  iaflnis,    Genoeehi.    lt.  mm,  awlA.  XXFiiJ, 

121. 

58.  Zwei  Sätze  über  eine  gewisse  Zerlegung  der  Zahlen  ib  nnendlicbe  Prodoet«.  O. 

C  «  n  I  o  r.   Zeitochr.  Math.  Phja.  XIV,  152. 

50.  Zur  Tbaorle  der  •ymmetrischen  FunationeB.   Marteas.   Oralla  LXIX,  280. 
60.  Badnation  von  arctg  {^+ir]\  auf  dia  Noraialform  UBferdioger.  Gran. 

Archiv  XLIX,  478. 

•I.  Uaber  dan  Warth  Ton  aretg{^  +  trj  .    Schlömileh.    Zaitsehr.  Math.  Phyi. 

XIV,  77. 

Vergl.  Betitimmte  Integrale.  CvlinderfunetioneD  DeteniiitiAiiten.  HomogeDe 
Fanctionen.  Invariniiteo.  Kettenbrüche.  Pa>  tialbiücbe.  Quadrati^tche 
Formao.  6tiirfli*a  Fanctiaaan.  fiabatttotioBaB.  Ultraalliptiadia  Fnaa. 
UonaB. 


eaadlda. 

02.  Uabar  daa  Znsammeuhang  von  aus  kürzesten  Liniaa  gabildeteu  Dreiecken  mit 
abanen  Dreiecken  von  gleichen  Saiten.  Waingarten.  Aatr.  ^lachr. 
LXXIII,  05. 

08*  Dia  BerechnnBg  der  Veränderungen  in  linem  verlbidarlicban  Draiaakaaatsa. 

Wiener.    Zeitschr.  Math.  Ph ys.  XIV,  Ö2. 
Ö4.  Beiträge  zur  Theorie  der  Ausgleichung  trigonometrischer  ^ielxe.  Helmert. 
Zeitachr.  Math.  Ph/a.  XIV,  174. 
Targl.  Paadal. 

OaaBüria  (httim)« 

05.  Uabar  die  Erzeugung  solcher  geometrischer  CurTen ,  welche  durch  nnbekannta 
Durchschnittspunkte  gegebener Corvaa  baatiBUBlaiad.  Oliriar.  Zeitaahr. 
Math.  Phy».  XiV,  200. 

00.  Uabar  daa  Struilaaajritafli  aratar  Ordnnag  aad  arttar  Ctaaaa  «ad  daa  liBaaraa 
Sirablaaaoaiplas.  Ra/a.  CreUa  LXIX,  305. 

Oeschichte  der  Mathematik. 

07«  Sur  Vitymologie  du  mot  Algorithme.    N.  ann.  malh.  XXI^JJIt  188, 
00.  Zwai  Beltrige  aar  Biographie  Keppler*a.   PaiBlieb.   Ornn.  Archiv  XLIX,  400. 
00.  Dibats  entrc  Mr.  Chasle$  et  divers  aulret  eavants  stir  la  science  flu  XVll  siid0» 
Campt,  rend.  LXVlll,  17  -  L-iSS.    [Vergl.  Bd.  XIV,  Nr.  205. 

70.  fiapport  fait  i  Facad^nie  royale  dee  »rienee»  det  Pey»-  BßM  r^aÜpameiU  mum  kttrea 

eoamumiquees  par  M,  Ckattee  ä  Vacad^wie  ,lts  scieneei  de  PeHa  a«  lawl  fu*«tt«» 
se  rapportent  ä  fluygenn.    t.'rnn.  Archiv  XLIX,  Hl. 

71.  Die  Entdeckung  der  Gravitation  und  Pascal.  II.  llankel.  Zeitachr.  Math.Pbja. 

XIV,  105. 
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72.  5{/r  queffue»  Üenmeries  de  Blatn  Pa»cal.    Delegue    N,  mmu  math.  XXFUI,  287. 

73.  Die  Ruinen  von  TVnnienborfr  nnd  Stjerneborg  im  Sonmtr  1808.    D' Arrest. 

Astr.  Niichr.  LXXII,  20'^. 
14,  Sur  la  Megn^e  de  Sadi  Camot.    Chatle»,   Compt*rend.  LXf^Ifi,  IIb. 

75.  ITekrolo?  von  Antust  Ferdinand  MÖUiis  (f  2«.  Bepl.  1868).   Brnhni.  Aitr. 

iiachr.  LXXII,  267. 

76.  LebenMkisae  von  Rehnel  Lotmtto.  M  attli  •■.   Gran.  Arebiv  XLIZ,  83t. 

Vnrgl.  OpnrnHonsciftlenL 

Olaioliangen. 

77.  TMorime  aur  la  fqufiHons  alg^brique».    C  Jordan.    Compt.  rend.  LXFIII^  257. 

78.  Sur  lea  fonctions  de  Siurm.    Hrioncki.   Compt.  remd.  LXyill.  I  318. 
70.  Star  U  thforeme  de  Sturm     Kronecker.    Compt.  rend.  LXn II,  lOTH. 

80.  Sur  la  regle  des  signe»  de  Descarte*.    Parpait  e.    N.  ann.  math.  XX^III^  2ft9, 

81.  Sur  /«  mUkode  d'i^proximtithtt  de  Nemtwu  Darbouae.    S.  mm,  wudk.  XXFIii,  17. 

82.  Utb«r  einen  casns  irredueitiUe  in  nelÜM  Qr99»tn,   Unferdinger.    Qrun.  Ar- 

chiv XLiX,  484. 

88.  Anflötnng  eines  Systems  Ton  Oleichnngen,  worunter  eine  qnadnitiseh,  die  anderen 

linear.    Baur.    Zeitschr.  Math.  Phyü.  XiV,  129. 
84.  Zwei  quadratische  Gleichungen  mit  Bwei  UobclMDnten    Unferdinger.  Ornn. 
Archiv  XLIX,  474. 


85.  Ueber  eineEigensehnft  TonFnnctionaldetenninnnten.  Clobseh.  CreUoLXIX, 

355. 

Vergl.  Determinanten.    Invarianten.    Quadratische  Formen. 

BoBognifUt. 

9a.  ttmograpkie  et  perepeetlee.  Home  eh   N.  wm.  amik  XlFill,  419». 

Hydrodynamik. 

87.  Probleme  de»  moitvementM  que  pcuvent  prendre  les  divers  point*  d'une  masse  liquide, 

om  KoHde  duetüe,  eontenue  dem*  vn  9a»e  d  paroie  »«rl/edct  pemimU  eem  ietndi§' 

tnent  pnr  ttn  orifice  horizontaf  inferieur.  De  S uint- Veuani.  C9mpi.rei»d. 
LXVni,  221,  2Ü0.    [Vergl.  B«!.  XIV,  Xr.  ><)3.] 

88.  Rapport  sur  m  memoire  de  M.  Maurice  Lery  rrUtt'f  a  l'hyilroilynumique  de»  liqtddee 

homogines  perticulth-ement  d  lem-  cn.uicnieut  redüigße  et  permemaU.  De 

Saint  -  Vennnt.    Compt.  rend.  LXyill.  :)S*i 

89.  Sur  les  principes  fondamentuux  de  l'hgdtostalique.      Montier.     A'.  ana.  math, 

XXV iit,  241. 

HO.  Eeeei  »ur  la  tfieorir  dee  ondex  liquides  prriofliqu^-*.    flouftinesq.  Cempt.remi. 
LXFiU,  Ö05.  -  tte  Caligny  ihid.  ÖöO.  -  Heech  ibid.  10Ö9. 

01.  Sur  le  maueemenl  dee  liqtddee,  D'ßetoequoie.  C^sqU.  remd.  LXVUi,  1207. 

Hyperbel. 

02.  Construire  une  hyperhole  connatssant  wie  atymptoie  deux  tangentes  ei  un  pomi,  Wil- 

liire.   N.  ann.  math.  XX^U.  548. 

03.  TVower  la  eourbe  teUe  que  *i  ton  mene  ms  langente  quelconque  terminie  mtx  uxee, 

cftte  taftgente  itoii  pmtag^e  en  deux  pgrtiee  igale*  par  le  point  de  eoutaet.  Mo- 
rel.   ^.  ann.  math  XXl^'IJJ,  272. 

04.  Idem  dee  pobitf  de  remromtre  <les  temgenlee  wwsiiuiei  d  tote  st/^tf  et  d  touUe  les  hypet' 

bnles  fquilntrrex  qui  ont  meme  centre  que  tdttpee  et  qid  ptueeiU  per  eee  fixere. 
Pellet.    N.  ann.  math.  XXyill,  466. 
08.  tÄ»u  im  emmet  dee  kpperMee  ifulUairee  quimtle  miaie  eemüre  et  em$  tmugemtee  d 
tousleepakeU^uiteeeeKhepImedmmte.  SekiegeL  N.  mm,wmlk.  XXFW, 
467. 

Vergl.  Ellipse  41,  49. 
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Recensionen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  nnd  deren  Anwendung  auf  physika- 
lische Fragen.  Vorlesiin«;en  von  B,  IIiemann.  Für  den  Drnck 
bcArboitct  und  lierausgegobcn  von  K,  Uattekdorff.  BrauD" 
schweig,  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 

Rieinann  hat  als  Lehrer  der  Göttioger  Hocbscbole  vorsflglich  ttber 
folgende  Gegenstände  gelesen:  ^ 

1.  ttber  Abel'  sehe  Fanctionen ; 

2.  über  partielle  Differentialgleicbnngen  nnd  deren  Anwendung 
auf  Physik, 

nnd 

3.  Ober  die  matbematiscbe  Theorie  der  Schwere,  des  Magnetiamne 
^       nnd  derElektrieitit.« 

Da  Riemann  selbst  nur  Wenige«  von  seinen  mathematischen  tJnter- 
'anchnngen  ▼eröffentlicbte,  so  traten  bei  dessen  Lebseiteo  schon  ein  Paar 
▼on  seinen  Schttlem,  Prym  nnd  Roch,  nachdem  ihnen  die  Erlanbnits  dea 
Meiaters  bereitwilligst  ertheilt,  mit  Ar1)eiten  des  Lehrera  ttber  den  ersten 
Gegenstand  hervor.  —  Auel»  schon  awei  Jahre  vor  Riemann*s  an  frtthem 
Tode  veröffentlichte  Dnr^ge,  gesttttst  anf  Riemann*B  Arbeiten,  „die 
Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  verSoderliohen 
GrSsse*'.  Die  beiden  folgenden  Jahre  1805  und  1800  haben  nna  noch  Arbei. 
ten  ttber  Abel* sehe  Functionen  gebracht.  leb  erinnere  auNeumann's  Ar- 
beiten nnd  an  die  von  Clebseh  nnd  Gordan.  Auch  diese  Arbeiten  ver- 
danken cum  Theil  fa.Ht  ganz,  znoi  Theil  weniger  den  Untersuchungen  Rie- 
mann's  ihre  Entstehung. 

Da  Rioiuann's  Arbeiten  auf  don)  ersten  Gebiete  geradezu  epoche- 
nmeliend  gewesen  sind,  so  lasst  «ich  wohl  niü  Keclit  erwarten,  da.ss  das  ina- 
the'iiiatiscbe  Pnldikuin  begierig  sein  wird,  Riemann's  Vorlesungen  über 
den  zweiten  und  dritten  (Jegenstand  kennen  zu  lernen.  Herr  Hatten- 
dorff,  ein  Schüler  Kiemann's,  hat  neuerdings,  mit  Erlaubniss  der  Frau 
Professor  Rieinann,  die  nachjjelassenen  Papiore  dos  j;r<)sson  Mathoma- 
tikcrä  benutzend,  die  Vurlesungon  über  partielle  DiäerentialgleichuDgen 

•  Wie  ich  höre,  werden  niiclififens  nucli  R  i  g  ^  an n*8  Vorlesungen  über  diesen 
dritten  GepenstHnd  von  einem  si  iiicr  Si-hiiler  Ve^ffe*^^^^^  werden. 
Uttnuaralf.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phyi».  XV,  3.  '  ^ 
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herausgegeben.  Ich  habe  mir  nur  sor  Aofgube  gesetit,  dem  gf^^hrten  Leeer 
dieser  Zeitschrift  kars  ▼oreofohren,  WM  Herr  Hettendorff  in  seinen 
Buche  bietet,  und  ausserdem  habe  ich  einerseits  su  seigen  nnternommeo, 
ob  derselbe  wiedergiebt,  was  Riem  an n  in  den  letsten  Jahren  seinen  Zu- 
hSrem  Torgeftthrt  hat,  und  andererseits,  wia  det  Herr  Herausgeber  sich 
dieser  Aufgabe  entledigt 

Zur  Oriontirung  des  goehrtnn  Lesers  linlto  ich  e«  für  nothwendig,  den 
grössten  Tbeil  der  Vorrede  dos  üerrn  üerausgebers  wörtlich  wiedersn- 
geben.  Die  Vorrede  Uütet: 

,J)ie  Vorlesungen  fiber  partielle  Differentialgleicbungeu,  welche  ich 
hiermit  der  Oeffentlichkeit  flbergebe,  sind  tou  B4emann  wfthrend  sei> 
ner  akademischen  Thfttigkeit  in  Qöttingen  gehalten ,  und  swar  im  Winter 
185^,  im  Winter  IW^l  und  im  Sommer  1802.  Ueber  den  grSssteo 
Theil  derselben  findet  sieh  neben  einer  Reihe  kttrserer  Notisen  eine  n- 
sammenhftngende  Ausarbeitung  von  Riemann^s  eigener  Hand  vor. 
Dieselbe  ist  allerdings  in  der  Form,  in  welcher  sie  vorliegt,  nicht  sor 
VerdffentUchung  bestimmt  gewesen.  Man  hat  sie  vielmehr  als  norgfältige 
Vorbereitung  fQr  den  mUndlichen  Vortrag  anznseben«  Damach  würde 
man  durchAus  gegen  Riemen n'a  Absicht  gehandelt  hRben,  wenn  man 
seine  Ansnrboitnng  wörtlich  hätte  zum  Abdruck  bringen  wollen.  Doch 
ist  dieselbe  für  die  Herausgabe  von  grosser  Wichtigkeit,  insofern  der  Ge- 
dankengang und  die  Entwickelung  der  Formeln  fast  durchw-eg  beibehal- 
ten werden  konnte  und  musste.  Dass  icli  bei  der  Rodaction  mir  freie 
Uand  gehalten  habe,  rechne  ich  mir  niclit  als  besonderen  Verdienst  an, 
aber  ich  muss  es  erwähnen,  weil  in  dieser  Beziehung  ich  allein  die  Ver- 
antwortung '/AI  tragen  habe.  Die  Einleitung  ist  wortlich  abgedruckt.  Sie 
trägt  im  Mannscripte  die  Bezeiclnning :  Micliaelis  1854.  Die  zusammen- 
hängende Benrheitung  enthalt  von  dieser  Einleitung  nur  den  ersten  Sst« 
and  fängt  dann  sofort  mit  den  bestimmten  Integralen  (§  2)  an. 

„Ausser  Ricmann*s  eigenem  Manuscripte  habe  ich  die  in  der  Wio' 
iervorlesung  1800/61  von  mir  gemachten  Aufzeichnungen  und  das  darnacb 
ausgearbeitete  Heft  zu  Grunde  gelegt.  Diese  enthalten,  was  Gedankeo* 
gang  und  Formeln  betrifft,  daaaelbe,  wie  das  Mannsoript;  sie  geben  aber 
an  verschiedenen  Stellen  aber  den  Inhalt  des  letsteren  hinaus.  So  «iod 
die  §§  30  bis  40  etwas  ausfabrlicher  behandelt,  als  in  Riem  an  n*s  Hasd* 
Schrift  Die  §§  71  bis  78  ,  70  bis  07,  101 ,  107  bis  113  sind  in  der  Winter- 
Vorlesung  180Q/1B1  neu  hiniugekommeu.  Am  Schlüsse  des  Semesters  list 
Riemann  auch  noch  die  Bewegung  eines  Ringes  in  einer  unendliches 
Flttssigkeit,  analog  der  Dirichl et* sehen  Aufgabe  von  der  Kugel,  be- 
handelt. Er  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in  die  partielle  Diffi»- 
rentialgleiehung  Ringcoordinaten  einsuftlhren  und  dkr  die  LSsnng  den 
Weg  im  Grossen  vorauschreiben.  Bei  der  DurehfBhrung  der  Reehnam 
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bleibt  mir  noeh  ein  Punkt  enfsnklttren,  und  ich  möchte  deshalb  das  Pro> 
blem  tut  eine  besondere  Bearbeitung  vetbehalten/* 

In  der  Einleitung  sind  einige  geschichtliche  Data  über  mathoinatlschn 
Physik  gegeben  und  darauf  wird  auf  den  grossen  Werth  hiiif^ewiesen,  den 
dio  partiellen  l)iffer(M)tialgleichungen  für  die.se  Wissenscliaft  haben. 

Es  folgt  alsdann  der  erste  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift :  Bestimmte 
Integrale**.  Nachdem  der  Begriff  der  Stetigkeit  einer  Function  festgestellt, 
wird  erlHutcrt,  was  ein  einfaches,  bestimmtes  Integral  ist.  Dann  werden  dio 
Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals  besprochen  und  es  wird  festgesetzt, 
was  man  unter  einem  bestimmten  Integrale  zu  verstehen  hat,  wenn  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  fiir  einen  Werth  der  Variabelij ,  der 
zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  liegt,  unendlich  wird.  Und  nun  wird 
snietKt  noch  der  Fall  erledigt,  wenn  die  Grenzen  unendlich  werden. 

Dann  folgt  das  bestimmte  Doppelintegrnl,  die  IlerleiiaDg  des  Werthes 
des  bestimmten  Integrals  ans  dem  des  unbestimmten ,  und  femer  die  Be- 
nutzung des  Doppelintegrals,  nm  den  Werth  eines  bestimmten,  einfachen 
Integrals  an  ermitteln,  wenn  man  den  des  anbestimmten  nicht  finden  kann. 
|)eispiel: 


1^ 

—  dx. 


J 

0 


Dann  werden  noch  einige  andere  bestimmte  Inte<jralo  behandelt,  die  für 
die  sp&teren  Untersuchongec  von  Wichtigkeit  sind.  Dahin  gehören: 

cosbxdx    und   J  e^'*  sinbx  dx. 


0 

CO  ae 


1 

/ 

/'sinßy  r  $iny  , 

o  u 

/X  sin  b  X k  cos  bx  ^  ^  C 


0  u 


und 


OD 

e-«*'  CO*  /3a:  dx. 


Naehdem  der  Werth  des  letaten  Integrals 


abgeleitet,  sagt  der  Heransgeber;  „Der  Werth  f  nnterliegt  keiner  Be- 
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scbränkuDgi  aber  l/ ÜL  ist  positiv  zu  nehmen.'*  Ebenao  schreibt  der  Be- 
arbeiter  frfiber,  Daebdem  derselbe  die  Gleiebung  gefundeo 

X 

0 

,,Hier  ist  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  oehmen.'*  Der  Leb- 
rer  dagf'i:;en  liat  die  Rpmorkung  j^einaclit : 

„Die  Gloicbnngen  sind  our  so  lange  giltig,  als  a  eine 
reelle,  positive  Grösse  ist." 

Da68  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen,  ist  schon 
früher,  bei  der  Gieicbang 

0 

ans  welcher  die  vorige  abgeleitet,  aosdrOcklich  bemerkt  worden. 

Der  sweite  Abftchnitt  bandelt  von  den  onendlieben  Beiben.  Zuerst 
wird  definirt,  wann  eine  nnendliehe  Reihe  convergent  genannt  wird.  Dann 
werden  die  eonvergenten  Reihen  in  awei  Classen  getbeilt,  in  Reihen,  die 
nnr  positive  Glieder  enthalten,  nnd  in  solche,  die  ans  positiven  nnd  nega« 
tiven  besteben. 

Darauf  folgt  die  Untersnehnng  der  Reihe 

a,  <*h«  +  at  S^3«  +    ^  3^ +>••  =  /'(«) » 
nachdem  anf  die  Oesehtebte  dieser  Reihe  anAnerksam  gemacht  ist.  Zn- 

nächst  wird  die  Summe  der  »— l*"  Glieder  dieser  obigen  Reihe  her- 
geleitet und  darauf  der  Grenzwerth  dieser  Summe  bestimmt  für  den  Fall, 
dass  n  =  cx>  und  unter  der  Bedingung,  dass 

0  «<  a-  <1  T. 

Der  Herausgeber  leitet  hierauf  aus  der  Sinns-  die  Cosinnsreihe  ab, 
indem  derselbe  in  der  obigen  Gleichung  statt  f(x) 

'2f{x)sinx 

schreibt.  Dadurch  geht  der  Werth  von  0«,  Uber  in 

n 


2  r 

I— ~   /  2/*(a)  .  Wha.sihma.tfff. 


0 

Der  Bearbeiter  führt  nun  eine  Grösse  durch  die  Gleichuug  ein 

sc 

2  /* 

{u)ca9hu,dn 

Ö 

und  gewinnt  die  Besiehnng 


j 
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]VIit  Hille  ilit'ser  Beziehung  wird  aUdann  die  Gleickang  gewonnen 
(      =  4  60  +  6,  co#  jp  +  6,  C05  2  X  + . . .  +  6|»  CM  «  af  +. . . 
Die^e  Cosinnsreihe  wird  onn  auf  das  Beispiel 

f{x)  =  x 

angewandt  und  es  wird  dabei  erwähnt,  das«  dieae  Gleichung  auch  dann 
noch  giltig  ist,  wenn 

X  s  0  nnd  wenn  o;  =  ». 

Früher  i«t  von  dem  Herrn  Bearbeiter  bemerkt: 
„Vorlftiifig  notiren  wir  also  als  Oiltigkeitsintervall  der  (Gosinns-)  Reihe 

»>a;>0.** 

Hier  mnss  ich  bemerken,  dass  Biemann  den  vom  Herrn  Heransgeber  ver- 
folgten Weg  akht  eingeschlagen  hat.  Riomann  nahm  an,  dass  f{is)  eine 
periodische  Function  sei,  deren  WeHh  sich  nicht  ftndere,  wenn  x  sich  um 
ganae  Vielfache  von  %n  lindere.  Riemann  setate  alsdann  die  Form 

ar  +  ...  \ 
af  +  ...  J 

die  Geschichte  dieser  Reihe  erwähnend,  voraus.  Nachdem  die  Werthe  von 
,      und  c  bestimmt  waren,  wurde  darauf  hingewiesen,  dass  unter  gewis- 
sen Bedingungen  eine  Function  sich  allein  durch  eine  Sinus-  oder  auch 

durch  eine  Cosiuusreihe  darstellen  lasse. 

Ich  glaube,  es  wfire  wohl  am  Platz«  gewesen,  wenn  Herr  Hatten* 

dorff  in  der  Vorrede  auseinandergesetzt  hatte,  welcher  durchaus  triftige 
Grund  ihn  hewogon,  von  dem  Gange ,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  eiu- 
geHchlageii,  hier  abzuweichen. 

Bevor  die  Summation  der  Fourier* sehen  Reihe  vorgenommen,  wird 
nun  bewiesen,  data 

b 


«,  iinx  H-    n'n  2  X  -|- . . .  -|-     stA  m    ^ . . .  .  ^  . 

c  +     rojfx-f  6, cos  2a: +  ...-|-f/„C0fiii '  * 


0 

und 


Auf  oinen  Theil  des  Bowoisos,  den  Schliiss  desselben,  muss  ich  den 
geehrten  Loser  bcsondt^rs  anfiiioi ksain  mncheu.  Hieser  Fall  ist  »lor,  wenn 
/i^)  tinendlich  wird  Jiir  t'iin  n  Worth  von  ^,  der  zwischeu  c  und  it  liegt. 
Der  Herausgeber  sagt  auf  Seite  71  H;::g.  wörtlich: 

Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  für  einen 
Werth  r,  der  Variabein,  der  zwischen  r  und  h  liegt,  der  Functionswerth 
f[c^  —  (X>  wird,  während  er  für  beliebig  nahe  an  r,  gelegene  Werthe 
von  ^  endlich  bleibt.  Dann  hat  man  su  untersuchen ,  ob  das  Integral 
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and  das  Integral 

ß 

Jf{p)dß«^F,{/)  für  b>ß>,c, 

einen  bestimmteti  endlichen  Werth  besitst,  der  fttr  ^»Ci 
SU  Null  wird.  Ist  dies  der  Fall,  ao  bleibt  der  Sata  giltlg,  denn  ea  ist 

b  r,  —  d  e, 

e  c  e,  —  • 


Auf  das  erste  und  letzte  Jntogial  der  rechten  Seite  ist  der  Satz  [Gleichung 
47)  (l.  K.]  ohne  Weiteres  anwendbar,  selbstwenn  man  die  positiven  Grössen  i 
and  c  unendlich  nahe  au  0  bringt.  Waa  daa  aweite  Integral  auf  der  rechtea 

Seite  betrifft,  so  ist  aa  beachten,  daas  «i— jandci  beide  awlaehenO  ttnd-^ 

liegen.  FUr  Werths  von  ß^  die  awiachen  «|— d  nnd  C|  gewählt  werden, 
iat  alao  der 

sin  h  ß 
sin  ß 

durchana  endlich  und  btetig.  Sein  gröaster  Werth  aei  Af,  sein  kleinster  m. 
Wir  können  e,  —  6  und  c-,  so  nahe  an  einander  nehmen,  dass  swischeo 
ihnen  f  iß)  keine  Zeichenlndernng  erleidet.  Folglich  iat  nach  §Oder 
Werth  dea  Integrals 


f  riß)  "'''!<'ß 

J  sm  ß 

r  — d 


awiscUeu  den  Grcuzwerthen 


* y  m  äß  and  m     f{p)  dß 


C|  —  d  c,  —  o 

enthalten,  d.  b.  awiachen 

M,F{ei-~9)  nnd  m.F(ct  —  d). 

,,T>a8sen  wir  nun  d  uuendlich  abnehmen  und  beachten,  dass  nach 
der  Voraossetinng 
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Durch  ganz  diefiolbeu  Schlüsse  findet  sich  aber 

sin  ß 

nad  folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 

b 

sin  Ii  ß 

tinß 
c 

„Dieselbe  Betracbtuog  wiederholt  sich,  wenn  eine  Unstetigkeit  der 
eben  beschriebenen  Art  an  einer  endlichen  Ansahl  von  Stellen  ▼orhan- 
den  ist, 

„Der  Sati  47)  jetst  also  anter  folgenden  Bedingungon:  Es  ist 
0  ^  c  ^  6  ^        Zwischen  den  Grenaen  e  nnd  6  darf  die  Function  nur 

an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  Maxima  nnd  Minima  haben  oder 

endliche  Sprünge  erleiden.  Wird  sie  innerhalb  der  Grenzen  an  einzelnen 
Stellen  unendlich,  so  darf  dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  das 
Integral 

einen  bestimmten  endliohen  Werth  besitst,  wenn  es  von  der 
Unstetigiieitsstelle' ans  einerseits  bis  zu  roranfgehenden, 
andererseits  bis  an  nachfolgenden  Werthen  von /I  erstreekt 
wird. 

„Genügt  die  Fnnetion  f(ß)  denselben  Bedingungen  awischen  den 
Grenaen  0  nnd  b,  so  gilt  der  Sata  46).  Denn  wir  nehmen  dann  0  kleiner, 
als  die  Abscisse  der  snnSchst  beiO  gelegenen  Stelle,  in  welcher  ein 
Maximnm  oder  ein  Minimum  oder  eine  Unstetiglceit  stattfindet.  Zerlegen 
wir  nun  das  Integral ,  das  Ton  0  bis  b  erstreekt  werden  soll,  in  eins  tou  0 
bis  c  nnd  ein  aweites  von  e  bis  6 ,  so  gilt  von  dem  ersten  der  Sata  46)  nnd 
Ton  dem  sweiten  der  Sats  47).  Und  daher  ist  aoeh  in  diesem  Falle 

h 

0 

„Wenn  die  Fnnetion  anoh  auf  das  Gebiet  der  negativen  Abscissen 
ausgedehnt  ist,  so  kann  es  sein,  dasa  gerade  f&r  ß=0  ein  Sprung  statt- 
findet. Wir  haben  dann  an  untenMheiden  /(+0)  und  /*(— 0),  d.  h. 
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die  erste  Ordinate  auf  der  positiven  Seite  und  die  erste  Ordinate  auf  der 
negativen  Seite.  In  der  Gleichung  46)  ist  zu  nehmen  /*(+0)." 

Ich  glaabe,  an  dieser  Stelle  bedarf  es  keines  Wortes  von  meiner  Seite« 
Der  folgende I  TonBiemftnn  gegebene  Beweis  wird  dem  geehrten  Leser 
genügen,  um  zu  sehen,  in  welcher  aosgeseicbneten  Weise  der  Schüler  deo 
Meister  sn  übertreffen  weiss. 

B  i e m  ann  hat  hierüber  gesagt: 

Es  kann  aneh  der  Fall  eintreten,  dass  f{ß)  =  <»  wird  für  irgend 
einen  Werth  von  /},  der  swischen  den  Integrationsgrenien  liegt.  Es 
fragt  sich,  ob  auch  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  40)  und  47)  noeh 
Geltung  haben.  -Die  Antwort  lautet:  Ja,  wenn  innerhalb  der  Integra- 
tionsgrenien 

fr(ß)dß=F(ß) 

stets  endlich  und  stetig  bleibt.  Wird  f{ß)  für  /3=C|  unendlich,  so  ist  auch 
noch 

C|--f  «I— S  — • 

wenn  M  den  grdssten  ond  si  den  kleinsten  Werth  beseicbnet,  den    .  ^ 

während  des  kleinen  Intcrvalles  von  C|  —  c  bis  r, -f*>  annehmen  kann,  vor- 
ausgesetzt, dass/i^)  während  dieses  Intervalle«  sein  Zeichen  nicht  äudfrt. 
[Sollte  indessen  /  (''i  +  O)  ein  anderes  Zeichen  haben,  als  /"(c, — 0),  so  kann 
man  das  Integral  * 

J       serlegen  in  J  und  J 

und  auf  jedes  dieser  beiden  Integrale  das  obige  Verfahren  anwenden.] 
Ans  dem  Gesagten  folgt,  dass 


Mit  ahiioli inendem  e  nähern  sicli  die  beiden  Grenaen,  zwischen  welchen  der 
Werth  de»  Integrals  liegt,  dem  Werthe  Nnll,  mithin  ist  für  ein  unendlich 
kleines  $ 

sinhß 
sinß 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  40)  uud  47)  auch  dann  noch  giltig  blei« 
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ben,  wenn  f{^)  zwischen  den  Grenzen  des  Integraln  eine  endliche  Anzahl 
Male  unendlich  wird,  voranagesetst,  dass  oar 

an  dienen  Stellen  stets  endlich  bleibt  nnd  keine  Spränge  seifet. 

Es  r»il;^t  nun,  wie  schon  orwiüint,  die  .Summation  der  l' o  u  r  i  e  r  '  sclien 
Keilic  uiui  die  Erweiteruiiir  der  Grenzen,  iniMiliaU)  welcher  diese  Reihe 
noch  giltig  iät,  ferner  die  Au.sdehnnng  der  Reihe  und  des  Lehrsatzes  auf 
Fanctioneu  von  zwei  and  uiehreren  Yariabelu. 

Hieranf  folgt  nnn  der  dritte  Abschnitt  mit  der  Ueberaehrift:  „Differen* 
tialgleichnngen*'.  Nachdem  in  der  Einleitung  auf  den  Unterschied  swi- 
sehen  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  und  den  partiellen  hin- 
gewiesen,  wird  die  weitere  Bintheilnng  der  Differentialgleichungen  nach 
Graden  und  Ordnungen  gegeben,  und  alsdann  werden  ein  paar  Methoden 
der  Xitfsung  besprochen,  die  auch  bei  den  partiellen  Differentiulgleichuugen  > 
aur  Anwendung  kommen.  Dass  Riemann  an  dieser  Stelle  weder  eine  voll« 
ständige  Theorie  der  Differentialgleichung eu ,  noch  frtther  eine  TollstXodige 
Lehre  von  den  bcatimmten  Integralen  und  den  uuendlichonKeiheii  gegeben, 
wird  der  geehrte  Leser  in  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleich- 
ungen nicht  erwarten.  Der  biwher  besproclieucTheil  von  diesen  Vorlesungen 
ist  nur  als  Vorbereitung  für  das  Nachfolgende  anzusehen.  Rieuiann  sah 
sich  genöthigt,  solche  vorbereitende  Uebungcn  seiner  ,, Lehre  von  den  par- 
tiellen Differentialgleichungen  und  deren  Anwendung"  vorauszu.-cliitken, 
da  unter  .seinen  Zuhörern  imuier  mehrere  waren,  die  sich  erst  wenig  mit 
mathematischen  Stutiien  beschäftigt  hatten,  K-h  habe  es  für  nöthig  gehal- 
ten, hier  auf  die  Verhältnisse,  unter  denen  Riemann  seine  Vorlesungen 
hielt,  aufmerksam  zu  machen,  um  dadurch  den  von  Riemann  verfolgten 
Plan  zu  erklären.  iJer  Herr  Herausgeber  scheint  es  für  unnütz  gehalten  zu 
haben,  auf  diesen  l'unkt  einzugehen,  da  ein  hierauf  bezüglicher  Passus  in 
der  Vorrede  nicht  vorhanden  ist.  fein  paar  Worte  der  Vorrede,  die  den 
ersten  Theil  des  dritten  Abschnittes  betreffen,  bitte  ich  nicht  miassuver- 
stehen.  Diese  Worte  lauten: 

„Ausser  Ri  em*aD*s  eigenem  Manuscripte  habe  ich  die  in  der  Win- 
tervortesung  I8ÖO/OI  von  mir  gemachten  Aufzeichnungen  nnd  das  darnach 
ausgearbeitete  lieft  zu  Grunde  gelegt.  Diese  enthalten,  was  Gedanken- 
gang und  Formeln  betrifft,  dasselbe,  wie  das  Manoseript;  aie  gehen  aber 
an  verschiedenen  Stellen  Uber  den  Inhalt  des  letsteren  hinaus.  80  sind 
die  §§36  bis  40  etwas  ausführlicher  behandelt,  ala  in  Riem  an n*s  Hand- 
schrift" etc« 

Ich  will  hieran  mir  die  Bemerkung  erlauben,  dasa  Riemaan  1802  noch 
Ober  den  Inhalt  dieser  §§  36  bis  40  hinausgegangen  und  diesem  noch  die 
Methode  der  mechanischen  Quadratur  der  Differentialgleichungen  hinsu- 
geftigt  hat. 
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r  *•  ^  ^^^^  ^  ^ 


Dip  zweite  AbtluMlung  Jes  dritten  Abschnittes  bildet  die  Lebre  von 
den  partiellen  Difierentialgleicliungen.  Nachdem  darauf  anfmerksam  ge- 
macht, dass  die  linearen  partiellen  Ditl'erentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
von  ganz  besonderem  Interesse,  weil  viele  matliematiscli-jiliysikalischc  Un- 
tersuchungen auf  soldie  GleichuAgen  fübreu,  wird  an  der  fulgeudeu  voa  2 
anabhäogigen  Variabein 

'aT'+'"ax7a/  +  ''ä7+^ä^  +  ^ä7  +  ''"=* 

erlftutert,  dass  es  unendlich  viele  particuläre  Lösungen  dieser  Gleichungen 
giebt.  Es  folgt  nun  hieratts  ,  dass  eine  vollständige  Lösung  einer  partiellea 
Differentialgleichung  nicht,  wie  die  einer  gewöhnlichen,  ans  einer  Summe 
von  Producten  besteht,  deren  Ansabl  gleich  der  Zahl  ist,  welche  die  Ord- 
nung dt  r  Differentialgleichung  uigiebt,  sondern  dasa  bei  den  partiellen 
Differeutiaigleiehungen  die  allgemeine  Ixisnng  ans  einer  unendlich  grossen 
Ansabl  von  Producten  besteht ,  von  welchem  jedes  einselne  Prodoct  aus 
einer  particulären  Lösung  in  eine  willkflrliche  Function  hervorgegangen  ist. 
Zugleich  wird  daranf  hingewiesen,  dass  es  in  der  Regel  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten bat,  particuläre  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleiehnngen 
anfsnünden ,  dass  vielmehr,  %,  B.  bei  der  Untersnchung  physikalisdier  Pro- 
bleme, die  Schwierigkeit  darin  Hegt,  der  Lösung  eine  seleho  Form  au  geben, 
in  der  sie  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt.  Sehliesslieh  wird  das  eta- 
anschlagende  Verfkhren  an  den  Gleichungen 

•  a  «    ,  a'  M    .  a*  M    ,  a* » 

mit  gegebenen  Nebenbedingungen  erläutert 

Es  folgt  jetst  der  vierte  Abschnitt  mit  d«r  üeberscbrifl:  „Bewegung 
4er  Wärme  in  ftsten  KOrpem.**  Riemann,  Fonrier's  Untetnuehnngea 
folgend,  sieht  auch  die  Wärme  als  eine  FIttssigkeit  an,  die  den  Körper 
durchströmt.  —  Nach  eraigen  allgemefaien  Erörterungen  Aber  die  Tempera- 
tar  fMter  Körper  wird  sunächst  der  einfache  Fall  behandelt,  dass  ein  Kör* 
per  von  der  KZ- Ebene  aus  in  der  Riehtnng  der  positiven  X-  Aze  sieh  ins 
Unendliche  ausdehnt  und  den  halben  tinendliehen  Raum  erfUllt.  Es  wird 
ferner  voransgesetat,  dass  eine  Wärmestrümnng  nur  in  derBlehtnng  der 
^Y  -  Axe  vorhanden,  und  dass  in  einer  Ebene,  die  parallel  der  FZ-Ebenaist, 
die  'iVmperator  zn  gleicher  Zeit  in  allen  Punkten  dieselbe  ist.  Die  partielle 
Differentialgleichung,  welche  in  diesem  Falle  den  Teinperaturzostand  des 
Körpers  aasdrückt,  nimmt  die  einfache  Furm  an: 

du     j  a*  u 

äT  d7^' 

Die  NebenbediDgungeu ,  denen  in  diesem  Falle  die  Function  u  zu  genügen 

bat,  sind  ^  ,  . 

u=tf{x)y  wenn  1=0 

und 

H  =  ^((j,  wenn  «  =  0. 
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Die  Methode  der  LSiiing  besteht  dario,  dm  man  ichreibt 

Et  wird  niiD  tf|  so  bestimmt,  deis  dieser  Werth  der  Differeotialgleiehoiig 
genflgt  und  ensserdem  den  Bedingttngen 

«,  8s/'(4;)y  wenn  laO 

und  * 

M,  =  0  für  X  =  0. 

Ferner  muss  der  DiffeieutialgleichaDg  genügen  und  die  Bodiugungeo 
erfüllen: 

ii^saO,  wenn  IsaO, 

nnd 

»I,  =    (/) ,  w enn  x  =  K). 
Bevor  der  allgemeine  Werth  von  r/,  aufgosucht,  wird  erst  der  specielle  Fall 
beliAudelt,  dass  tij,  also  aucli  //,  in  der  i'Z  Ebene  constant  ist. 

Bei  der  üntersucbttng  dea  allgeuieinea  Falles  schreibt  der  Uerausgeber 
auf  Seite  181 : 

„Nun  Iftsst  sich  aber  durch  Beihenentwiokelang  zeigen,  dass 

-4 

e  /    '=0  für  1  =  0." 

Der  Herr  Bearbeiter  hätte  wohlgethan,  wenn  derselbe  den  Beweis  fttr  seine 

Behauptung  gegeben  hätte. 

Hie  manu  hat  gesagt:  Je  kleiner  l  wird,  desto  mehr  nähert  sich 

dem  Weithe  —  ao ;  folglich  ist 

_-fL  -I 
e   *^*.t     c=0  für  1=0. 

Am  Seblnsse  dieser  Untersnehnngen  wird  der  Fall  niher  ins  Ange  ge 
fasst,  wenn  g>{t)  eine  peiiodisebe  Fnnetlon  ist,  nnd  darauf  werden  die  ge- 
wonpenen  Resultate  auf  die  Temperatur  der  Erde  angewandt.  Midlich  Ist 
diese  Anwendung,  wenn  man  dieselbe  auf  einen  kleinen  Theil  der  Erdober- 
fliebe  beschrftnlit  und  nur  auf  geringe  Tiefen  unter  derselben  ausdehnt,  da 
man  einen  kleinen  Theil  der  Erdoberfläche  als  eben  ansehen  kann  nnd  da 
der  Durchmesser  der  Erde  im  Vergleich  mit  kleinen  Tiefen  als  unendlich 
angesehen  werden  darf. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  ein  Körper  von  zwei  parallelen  unend- 
lichen Ebenen  begrenzt  w  ird,  von  denen  die  eine,  wie  vorhin,  die  FZ-Kbene 
ist  und  die  andere  dieser  ersteren  parallel  liegt,  in  der  Entfernung  c.  Un- 
ter den  früher  erwähnten  Voraussetzuugeu  muss  u  folgende  Gleichungen 
erfüllen : 

u^f(x)t  wenn  laO, 
Ii  CS  9(1),  wenn  x=0, 
u=aip{fi^  wenn  xbc. 
In  analoger  Weise,  wie  Torhin,  wird  gesehrieben: 

ttBiii  +  a^-l-if,  ete.ete. 
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Darauf  wird  der  Wärmeziistand  einer  Kugel  ins  Auge  gefasst  und  zü- 
näcbbl  der  .specielle  Fall  untersucht,  das«  eine  Kugel  vom  Kadius  c  im  luft- 
leeren Kauoie  oder  iti  einem  Gase  erkalte,  und  dass  die  Temperatur  nur  voo 
dem  Radius  r,  der  EutfernuDg  doa  Theilchens  vom  Mittelpunkte  und  von  der 
Zeit  t  abk&ngig  sei.  ß«  ergiebt  sich  unter  diesen  Bediogongen  die  Differtn* 
tialgleiehung 


dt  a*» 

Die  NebeobedingiiDgen  ttkr  u  sind: 

u  =  F{x)f  wenn  IbbO 


nnd 


tfss^(l),  wenn  rsse. 

Diese  Aufgabe  stimmt  offenbar  im  Wesentliclien  mit  der  letsten  flber> 
ein,  da  ancli  fttr  den  Mittelpunkt  der  Kugel  noch  die  dritte  Bedingung 
binankommen  mnss.  Am  deutlichsten  tritt  aber  die  Verwandtschaft  der 
beiden  Fllle  hervor,  wenn  mau  statt  einer  Vollkugcl  eine  Uohlkugcl  in  Un- 
tersuchung zieht. 

Die  §§  71  bin  73,  die  der  Herr  Herausgeher  seinem  eigenen  Hefte 
entlehnt  hat,  wie  der  Herr  in  der  Vorrede  sagt,  enthalten  die  Untersucbung 
des  Wärmeznstandes  einer  Kugel  für  den  Fall,  dass  die  Temperatur  von 
allen  drei  Coordinaten  x,  y  und  :  oder  von  r,  6  und  q>  abhängig  ist,  d.  b. 
von  der  Entfernung  des  Theilchens  vom  Mittelpunkte,  von  dem  Compls- 
mente  der  Breite  und  von  der  Länge  des  Ortes.  In  diesem  Falle  mufs  « 
folgender  Differentialgleichung  genfigen : 


oder 


dt  )da?^d^^dz*\ 

du  a-i^i'^r)  j{'"'^r^  ^    1  a'u 


dt'^s»{  dr  ^  HaBdB  ^sm*ed^ 
Als  Nebenbediagm^en  sind  angenommen :  Die  Temperatur  in  der  Ober- 
6ftche  der  Kugel  soll  stets  gleich  Noll  sein  und  die  Anfangstemperatur  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  von  r,  B  nnd  9,  oder 

«»J'(r,  e,  (p)  für  1=30, 
«  =  0  fttr  rs=sc. 

Der  Herausgeber  schreibt  nun 

u=V,Ä 

und  setzt  voraus,  dass  V  nur  von  /  und  r  und  X  nur  von  0  und  <p  abhängig 
sei.  Statt  der  obigen  Differentialgleichung  erhält  derselbe  nun  die  beides 

I)  ^(""^U)^    1     3-X_  ^ 


sinBdB  ^tin^Bdv' 
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II)  aF_a«|^('^ar)  , 


Herr  Dr.  Hattendorff  sagt  nnn  wörtlieb  anf  Seite  175  Agg.: 

,,Um  zu  oinor  L<i.sung  der  partielloii  Diffcroutifilfilcichnng  I)  zu  ge- 
langen, machen  wir  die  Bemerkung,  dass  der  reciproke  Werth  der  Kot* 
fernung  zweier  Punkte  {Xy  y^t)  und  {x^^  z^) 
_  1 


y  (x  -  a:,)'+  (If  -  {t  - 

der  partiellen  Differentialgleicbnng  genügt 

Fahren  wir  atatt  der  recbtwinkHgen  Coordinaten  Polarcoordioaten  r,  B,  ^ 
und  resp.  r,,  9i,     ein,  so  erhalten  wir 

1 


wenn  zur  Abkürzung  geschrieben  wird 

ros  9  .  cos  0,      sin  0  .  si>j  0,  .  ms  (qp  —  cp^)  =  cos  y. 

Die  partielle  DiHcrentialgleicliung  geht  dann  über  in 

.  dr  &m0a0    '^sin'd  dtp'~  \ 

„Sotsen  wir  nnn  vorans ,  dass  r  >  r,  sei ,  so  Iftsst  sich  T  nach  nega- 
tiven Potenten  von  r  entwickeln 


^  P(n)  r,* 


In  dieser  unendlichen  Reihe  .sind  /',.../*„...  Functionen  von  cos  yi 
nad  es  ist  nicht  schwer,  einen  Ausdruck  für  F„  zu  finden.  Es  zeigt  sich, 
dass  Pn  eine  ganze  Function  Omde»  von  rns- f)  ^  sind,  cos  q>  «nd 
sin  B  ,8inip.  Führt  man  statt  der  Potenzeu  von  cos  d  und  sin  6  und  statt 
der  Potenzen  von  co$p  and  sin  q>  die  Cosinus  and  Sinns  der  Vielfachen 
von  B  nnd  resp.  tp  ein,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  sowohl  von  0  als  von^ 
höchstens  das  n  -  fache  vorkommt.  Die  Coefficienten  der  Entwickelung 
enthalten  B^  nnd  Die  Fnnction  P„  darf  man  hiernach  als  bekannt  an- 
sehen. Sie  genügt  einer  partiellen  Difl'erentialgleichnng,  die  sich  leicht 
herstellen  lässt.  Man  braucht  nar  in  die  Gleichnng  Iii)  fUr  T  die  unend- 
liche Keihe  einanftthren  und  für  sich  =3 0  zu  setzen,  was- mit  derselben 
Potens  Ton  r  mnitiplicirt  ist.  Dadurch  ergiebt  aich 
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,,Von  di(^8er  particllou  Differeutialgleicbung  ist  P„  eine  partiealXre 
Lösung.  Daraus  kann  man  die  allgemeine  Lötang  herleiten,  indem  man 
mit  einer  willkürlichen  Function  von  Bf  and  sowie  mit  d6|  nnd  «f  9>, 
nmltiplicirt  nnd  swiscben  den  Grenzen  0  und  2n  in  Beziehung  anf  91,  0 
und  %  in  Beaiehnng  anf  0,  integrirt.  Die  willkttrliclie  Fonetion  wollen 
wir  mit 

besaichneu.  Dann  ist  also 

«  0 
die  allgenieine  Llfsung  der  partiellen  Differentialgleieliang 

,,.Tpdo  Function,  wolcho  dioser  ])arttellen  DifTercntialgleichnng  Ge- 
nüge  leistet,  wird  eine  Kugelfunction  w'*""  Ranges  genannt." 

Nun  folg4»n  ein  paar  geschichtUclie  Bemerknngen  über  Kngelfanctionea 
etc.  Der  Herausgeber  sagt  dann  weiter: 

„Um  diese  Betrachtung  auf  die  partielle  Differentialgleichung  I) 
anwenden  zu  können ,  haben  wir  dort  nur      statt  X  an  schreiben  und 
die  vorläufig  anbestimmt  gelassene  ConatMte  «s»— n(ii^l)  stt  setaen.* 
M  ist  s  0  odBr  gleich  einer  beliebigen  positiven  ganae'n  Zahl. 
Die  partielle  Differentialgleiehnng  II)  geht  Jetst  fiber  in 

Wir  setzen  dann 

•        "  "n 

und  gelangen  zu  dem  Resultate,  dass  der  partiellen  Differentialgleiehnng 
1)  die  Function 


ii=sO 

Genflge  leistet**  ete.  etc. 

Das,  was  der  Herausgeber  auf  den  letzten  zwei  Seiten  gesagt  liat,  ist 
der  Hauptsache  nach  Jedem,  der  sich  die  neueren  Arbeiten  über  Knj^el- 
functionen  einmal  angesehen  hat,  bekannt.  Wer  sie  nicht  kennt,  wird  auch 
schwerlich  das  Obige  vollständig  verstehen.  —  Als  Kieniaun  am  Schlüsse 
des  Jahres  1860  diese  Vorlesungen  hielt,  denen  Herr  Hattendorff  «las 
Vorige  entlehnt  haben  will,  gab  es  nur  in  einzelnen  Schriften  zerstreute 
Aufsätze  Uber  KugelfuuctioneD ;  die  Arbeiten  von  Hein e  und  von  Sid- 
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1er  waren  damals  noch  nicht  erschienen.  Herr  Dr.  U  at  te  nd  orff,  der 
kttnftige  Professor  des  Aachener  Polytechnikums,  hat  deshalb  vielleicht  ge- 
glaubt, es  sei  nothwendig,  dass  er  hier  seinen  Lehrer  und  Meister  verbes- 
sere. Mit  Hilfo  dessen,  was  er  in  den  Büchern  von  Heine  oder  von  Sid- 
1er  gefonden,  sucht  derselbe  einen  Werth  za  bestimmen,  der  als  Function 
von  9  und  9  der  Differentialgleichnog  I)  genfigt.  Wie  ▼oQständig  dem 
Herrn  dieser  Yttrsneh  gelungen,  überlasse  ich  dem  Urtheile  des  geehrten 
Lesers.  Schliesslich,  als  es  nun  aber  darauf  ankommt,  eine  Function 

nach  Kugelfunctionen  au  entwickeln,  giebt  der  Herr  Professor  den  kfihnen 
Flug  wieder  auf,  folgt  seinem  Lehrer  und  verweist  auf  die  Arbeit  von  Di- 
richlet  in  Crelle*s  Journal  Bd.  17. 

Ich  kann  es  durchaus  nicht  billigen,  es  sengt  meiner  Ansicht  nach  von 
sehr  wenig  PietSt,  dass  der  Herausgeber  bedeutende  Aenderungen  vor* 
genommen,  ohne  mit  einem  Worte  sein  Verfahren  ansudeuten,  geschweige 
denn  sn  rechtfertigen. 

Ich  lasse  nun  nachfolgen,  wasRieniann  ira  Winter  1860/01  über  die- 
sen Gegenstanfl  vorgetragen  hat.  (Im  Sommer  1862  iaL  vou  iiim  dieser  Fall 
nicht  hohandelt.) 

Rio  mann  zerlegte  die  ursprüngliche  Differentialgloichung  nicht,  wie 
der  Herausgeber,  in  zwei,  sondern  in  folgende  drei  Oleicbnngen: 

« 

1) 


9  (sin  0  ^\ 


3)  ^ 

d 


Bezeicliuct  man  ein  particuläres  Integral  der  ersten  Gleichung  mit  <P, 
so  kann  man  schreiben : 

0sBAm  COS  m  fp sin  m  q>. 
Da  O  sich  nicht  ändern  darf,  wenn  ip  sich  um  ganse  Vielfache  von  9  it 
Itndert,  so  muss  m  eine  ganze  Zahl  sein,  ja  man  darf  hinzusetzen:  eine  po* 
sitive,  da  man  die  Werthe  von  0,  welche  einem  positiven  und  einem 
gleich  grossen  negativen  m  angehören,  sich  vereinigt  denken  kann  in  obiger 
Form  oder  in  der  Gleichung 

*P{m)  =  fm       m  fp-\-b^  sin  m  <p. 

Setzt  man  diesen  Werth  für  u  ein ,  so  gewinnt  man  die  Beziehong 

a  =  m*. 

Die  Gleichung  2)  geht  nun  Aber  in 
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2a)  aö/  m«u 

Da  das  erste  Olied  dieser  Gleichung  sowohl  positiv,  als  aach  negativ  sein 
kann,  ohne  dass  ii  negativ  an  sein  brancbt,  so  folgt,  dass  ß  negativ  sein 
mnss.  Da  femer  m  alle  Zahlenirerthe  von  0  bis  ao  annehmen  kann,  so 
wird  f  die  Form 

-»(«  +  0 

annehmen  müssen,  und  aneh  n  wird  alle  Werthe  von  Null  bis  nnendlieh 
dnrchlanfen  müssen,  da  sonst  fOr  ein  nnendlieh  grosses  m  das  erste  Glied 
nnendlieh  werden  mflsste  fBr  einen  beliebigen  Werth  von  B, 

Die  Gleichung  2a)  erhält  dud  die  l'orm  ' 


sind  dB  «n«e 
nnd  die  Gleiehnng  8)  gebt  ttber  in 


Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  2  b)  sei 
dann  wird 

M  =^  2  ^  (fl«,«  CO*  m    +  b^^„  sin  m  <p)  .  P^„^^^ 
den  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  geDügen.  —  Ist  die  obige  Doppelsnmme 

»f  =  00 

oder  ist 

+  


+  P{n,n)  {«(«.II) .  CO«  n  g)  +        .  m  n  g>  I , 
80  nennt  man  X(„)  eine  Kngelfunction  n'""  Ranges  von  0  und  (p.  Der  Werth 
von  X(„)  hat  offenbar  2  «  -f-  1  willkürliche  Constante.   Diese  w illkürlicben 
Constanten  müssen  nun  so  bestimmt  werden,  dass  sie  nicht  allein  der 
Gleiehnng 


uiyiii<-uü  Ly  Google 
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4)  dx,„A^\\'f)  „,„,,>„ 

-8r=?/  är  »(»+0i(., 


gttüflgen,  toodern  lUuw  Meh  die  gegebeoen  GreDibediogangeii  mrftdU  wer- 
den. Gehen  die  Werthe  ron 

für  /==0  Über  io 

g{n,m)  nnd 

so  gewinnt  man  als  Nebenbedingnng  die  Gleichang 


M=0     n  =  ü 


Da  nun  Dirichlet  in  der  frUher  genannten  Abhnndlnng  nacligewie- 
sen,  dass  eine  Function  sich  nur  auf  eine  Weise  naeii  Kngelfonetionen 
entwickeln  läett,  so  ist  also,  wenn 

m  —  n 

5a)  Fj«)  =      I  9k»M         9  +  V,«)         9 1. 

■i=:0 

£s  bat  mitbin  A(ii)  nicht  allein  der  Differentialgleichung  4)  zn  genügen,  son- 
dern dieser  Werth  muss  für  <=0  übergeben  in  den  Werth  Y^%)  der  Qleieh- 
nng  6a).  Da  femer  die  zweite  Bedingung  ist,  dass  »ssO,  wenn  res«,  so 
mnss  anch  X^„^  yersebwiaden,  wenn  rsc  wird. 

üm  Jr(H)  eine  Form  in  geben,  die  der  DilFerentialgleichung  4)  genügt, 
sehrieb  Biemann: 

nnd  sftztc  voraus,  dass  Z  ein«  von  l  unabhJingige  Function  sei.  Diosor 
Werth  wurde  nun  für  A'(„;  sn])stituirt  und  dadnrcli  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung für  Z  gewonnen.  Diese  Gleichung  für  Z  wird  erfüllt  durch 
e)  Z=jf^.r''  +  f|i^.i.r/*+>+  .... 

Mit  Hilfe  der  Orensbedtnguig  Jr|«)tsBO,  oder  auch  ZaO,  wenn  rase,  erhilt 
der  Herr  Heransgeber  für  die  Coef&cienten  der  Gleiehnng  9)  den  Werth 

7(«»*)=^^  » 

wlhrend  der  Lehrer  noch  ans  diesem  den  einfacheren  hergeleitet : 

*  0 

JiUntaritgr.  d.  Mtmhr.  f.  lUth.  a.  Pby».  XV,  t.  6  ^  , 
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Der  H«rr  Heraosgeber  sehliesst  hiermit  das  Capitel  „B<^v<*gnng  der 
Wftrme  in  festen  Körpern"  ab,  wShrend  Riemann  im  Winter  189<ydl  noch 
die  Fälle  behandelt  hat,  wenn  die  Temperatur  in  der  Oberfliche  nicht 
gleich  Nnll,  sondern  einmal  eine  Function  der  LSnge  nnd  Breite  oder 
ss^(8,  <p)  nnd  Bweitens  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist.  Der  Herr 
Professor  Hattendorff  hält  es  natürlich  anch  nicht  der  llfihe 
Werth,  sieh  wegen  dieses  Verfahrens  an  rechtfertigen. 

Biemann  wandte  anm  Schinase  dieser  Untersnchnngen  die  gefnnde* 
nen  Resultate  auf  den  WXrmesnstand  der  Erde  an,  während  der  Herr 
Heransgeber  in  §  70  ein  ähnliches  Raisonnement  der  Untersuchung  des 
Wärmezastandes  einer  Kugel  vorangehen  läset.  —  Zunächst  will  ich  dem 
geehrten  Leser  den  §70  des  Herrn  Professors  Hattendorff  Torftihren  nnd 
dann  nachfolgeo  lasnen ,  was  ich  im  Winter  1860/Sl  während  der  Vorlesung 
nottrt  habe,  damit  der  Leaer  ein  klares  Bild  daron  erbält|  in  welcher 
eigentbümltchen  Weise  der  Herr  Herausgeber  wiedergiebt,  was  sein  Lehrer 
gelehrt  bat.  Der  §  70  laniet: 

„Wir  wollen  nun  allgemein  die  Temperatur  der  Erde  betrachten. 
Dto.  Krde  bat  zwei  Wärmequellen,  nämlich  die  Wärme  der  Sonne  und  die 
Wärme  des  Weltalls,  welche  ja  auch  ohne  die  Sonne  dnrch  dieFixnterne 
bedingt  ist.  Ilicriiacli  köuncu  wir  die  Erniitteluno:  der  Temperatur  der 
Erde  gleich  in  zwei  Aufgaben  zertbcilen,  indem  wir  ihre  anfängliche 
Temperatur  als  Suninio  von  zwei  Zustatuli  n  denken  und  darauf  einmal 
die  Soune  wirken  lassen  nnd  das  andere  Mal  das  Weltall.  Dies  Priucip 
ist  von  uns  oft  angnwandt;  es  ist  eine  blosse  Folge  davon,  das.s  der 
ganze  Wärmeaubtausch  nur  von  den  Difl'erenzen  der  Temperatur  abhängt. 
Nehmen  wir  die  Temperatur  dos  W»  Italls  zum  Nullpunkt,  so  kommen 
wir  für  den  zweiteil  Theil  unserer  Aufgabe  auf  die  Untersuchung  der 
§§  64  bis  09. 

„Um  die  Einwirkung  der.Sonno  für  die  gesanunte  Erdkugel  in  einen» 
Problem  zu  behandeln,  winden  wir  in  den  vorhergehenden  Entwicke- 
lungen  noch  nicht  atisreiclK'nde  Hilfsmittel  besitzen.  Es  niii>ste  nämlich 
die  Temperattir  der  C)beriläche  hIs  Function  nicht  nur  der  Zeit,  sontlern 
auch  von  Lange  nnd  Mreite  angesehen  werden.  Ziehen  wir  aber  ein  nicht 
zu  ausgedehntes  Gebiet  der  Oberfläche  allein  in  Betracht,  so  können  wir 
dafür  die  Temperatur  vom  Orte  unabhängig  nehmen  und  nur  als  perio- 
dische  Function  der  Zeit  ansehen.  Dieser  Fall  ist  dann  nach  Anleitung 
der  §§  53  und  54  zu  behnndeln,  da  der  Kadius  der  Erde  in  Vergleich  an 
den  uns  zugänglichen  Tiefen  sehr  gross  ist  nnd  das  betreffende  Ober- 
fläcbenstück  als  eben  angesehen  worden  darf. 

„Wenn  wir  also  für  alle  einaelnen  Punkte  der  Oberfläche  eine  perio- 
dische Aendemng  der  Temperatur  annehmen,  aber  mit  derselben  Zeit- 
periode, wie  es  ja  &uth  das  Jahr  ist,  so  wird  sich  auch  hier  eine  perio- 
dische Aendemng  im  Innern  nur  auf  eine  dttnne  Schicht  erttraeken. 
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Gehen  wir  von  der  OberflXehe  ab  anf  Jeder  Nomialea  in'«  lauere,  «o 
wird  die  pt riodiielie  Aendenmg  bald  ▼ersehwinden  und  die  Wirme  aieh 
nnr  mit  der  Tiefe  langf am  ftndem.  Abgeaeben  Ton  der  Oberfliehen« 
aehiobt  iat  daher  der  Thefl  der  Wirme  im  Innern,  welcher  Ton  der  Sonne 
herrflhrt,  conatant  Zn  dieser  Wirkung  der  Sonne  mflisen  wir 
dann  noeh  die  Temperatur  hinsnfttgen,  welche  sich  am 
der  Temperatur  0  des  Weltalls  ergiebt,  indem  die  Erde 
allmfti  ig  erkaltet.  Wir  beobachten  nnr  die  Summe  von  beiden  Wir- 
kungen. Dabei  seigt  sich,  dass  in  den  uns  aagänglicben  Tiefen  die 
Temperstar  bei  gleichen  Tiefen  fast  constant  ist  Es  Ilsst  sieh  also  die 
▼on  der  verinderten  Tiefe  herrtthrende  Aenderung  der  GesammtwKrine 
in  ihrer  Abhftngigkeit  von  der  Tiefe  durch  Beobachtung  bestimmen.  In 
den  tieferen  Schichten  rührt  aber  von  der  Sonne  eine  Wärme  her,  die 
mit  der  Tiefe  sich  so  gut  vrie  gar  nicht  ändert.  Diese  fällt  also  bei  der 
Herstellung  der  Ternperaturdifl'erenz  für  zwei  verschiedene  Tiefen  heraus. 
Wir  können  demnach  freilich  nicht  die  Temperatur  u  selbst  finden ,  die 

Tom  Welträume  herrflhrt,  wohl  aber  — ,  weil  in  diesem  Differentialqno- 

tienten  das  constante  Glied  der  Sonne  sich  aufhebt.  Haben  wir  auf  diese 

8  tt 

Weise  — ,  zunichst  nur  fir  die  tieferen  Schiebten,  als  Function  von  te 

d  X 

bestimmt,  so  nehmen  wir  das  darin  ausgesprochene  Gesetz  auch  für  die 
Oberflächenschicht  als  giltig  an  und  wtirden  durch  Integration  nach  x 
die  Function  u  selbst  erlangen,  Arenn  wir  ihren  Werth  für  irgend  ein  x 
kennen.  Es  ist  aber  [nach  §  69 1)  oder  aaeh  §  M  8)]  für 

—  =sÄll. 

dx 

„Es  kommt  also  nur  noch  auf  den  Coefficienten  h  an ,  der  sich  aus  sei* 
nen  Bestandtbeilen  bestimmen  lässt.  Damit  haben  wir  dann  u  selbst,  d.  h. 
die  Temperatur,  welche  stattfinden  würde  bei  einer  nur  im  Welträume  er- 
kaltenden Erde ,  welche  dem  Einflüsse  der  Sonne  nicht  ausgesetst  ist 
Dann  lisst  sich  auch  der  Werth  von«  nach  Verlauf  einer 
unendlich  langen  Zeit  finden  und  es  ergi^btsichhierausdas 
interessanteste  Resultat  von  Fourier's  Theorie.  Aus  der 
Temperatu  -sunahme,  welche  in  der  Tiefe  constant  (etwa  1* 
auf  lOO')  ist,  hat  Fourier  berechnet,  dass  die  Temperatur, 
welche  ans  dem  Weltall  folgt,  auf  der  Oberfliche  der  Erde 
jet'st  höchstens  ^*mehr  betrage  als  kfinftig,  wenn  in  grösse- 
ren Tiefen  die  Temperatursunahme  mit  der  Tiefe  gana  ver- 
schwunden sein  wird.  Die  Temperatur  der  grösseren  Tiefe 
selbst  können  wir  nicht  finden,  weil  wir  nicht  wissen,  in  wel- 
cbemGradederErkaltungsiehdie  Erde  befindet.  Poisson  be- 
rechnete die  innerste  Temperatur  einmal  bei  dar  Annahme, 
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dass  die  Erde  schon  im  änssersten  Stadinm  des  Ei  kaltnngt- 
proeetses  sieh  befinde.  Er  fan^  eine  ungeheure  Temperatur 
fflr  deuMittelpunkt  der  Erde.  Doch  berechtigt  an«  Niebtesv 
dieser  Annahme,  nnd  sur  Bereebnnng  de«  BrkaUnngtgra- 
des  wären  dureb  sehr  lange  ZeitrÜnme  getrennte  Beobaeb- 
tnngen  nöthig.  Für  die  Erdoberfllebe  ist  aber  der  Proeaas 
der  Erkaltung  so  gut  wie  ▼ollendet  üebrigens  bat  die 
Wftrmetbeorie  weniger  physikalische  Aufseblfisse  über  die 
Verbreitung  der  Wirme  gegeben,  als  dass  sie  fttr  die  Beek- 
nung  wichtige  Resultate  geliefert." 

Ich  kann  nicht  umhin,  hier  dem  geehrten  Leser  su  gestehen,  dasa  ick 
nie  grösseren  Nonsens  und  grössere  Widersprflehe  im  schönsten  Deutsch 
▼ereint  gefhndea  habe  in  einem  wisstaschafUichen  Werke.  Der  gaase  §  70 
eignet  sich  meiner  Ansieht  nach  ausgeseiehnet  fHr  eine  mathematieeke 
Bierieitnng.  Wie  werden  die  Herren  Zuhörer  des  Herrn  Herausgebers 
entsQckt  gpwesen  sehi  ob  der  hohen  Weisheit  ihres  Herrn  Docentenl* 

liiciiüinij  liat  iiltor  diesen  GPf^enstaiul  gesagt: 

,,Mnn  knnn  drei  Ursachen  unterscheiden,  von  denen  die  Temperstar 
der  Erde  herrührt  : 

1.  die  innere  Erdw?irme  (ursprüngliche  Wärme  der  Erde); 

2.  die  Wärmeeinwirkung  der  Sonne  « 

und 

3.  die  Einwirkung  des  übrigen  Weltalls. 

Man  kann  daher  u,  die  Temperatur  der  Erde  betrachten  als  eine 
Summe  von  drei  Functionen 

M  =  Ml  +  M,  +  M,, 

wenn  t/,  die  Temperatur  bezeichnet,  die  durch  die  Einwirkung  des  Welt- 
all» allein  in  der  Erde  entstehen  würde;  ferner  wenn  u%  die  Temperatur  be- 
aeichnet,  die  die  Erde  allein  durch  die  Sonnenwflrme  annehmen  würde, 
und  wenn  die  Temperatur  bezeichnet,  die  die  Erde  haben  würde,  wenn 
weder  die  Sonne,  noch  das  flbrige  Weltall  vorhanden  wären.  —  Nehmen  wir 
die  Temperatur  des  Weltalls  aum  Nullpunkt  unserer  Scala  an,  so  ist 

•«t  +  «t. 

Die  Temperatur  tf,  ist  periodisch  nach  der  Zeit,  und  awar  giebt  es  hier 
eine  jährliche  und  eine  tägliche  Periode  (In  der  Nähe  dr  i  Aequators  eine 
tägliche  und  eine  halbjährliche).  Da  durch  Versuche  festgestellt  ist,  dasa 
die  periodischen  Temperaturschwankungen  in  der  Erde  nur  bis  au  einer 
Tiefe  von  ungefähr  60'  dringen,  so  muss  i%  in  grösserer  Tiefe  constant  sein. 
Die  Erfahrung  zeigt  femer,  dass  ungefähr  mit  116'  Tiefe  die  Temperatur 


*  Der  Herr  Professor  Hattendorff  hat  fräher  als  Privatdoccnt  hl  OSttingea 
ttber  diasan  GagenataBd  gelasaa. 
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der  Erde  tim  1*  (X  tmummt  £a  Iftsst  sieh  daher  der  Werth  ann&hemd 

dr 

bestiiomen.  £&  ist 

du    d  d 
dr      d  r      d  r' 

Da  aber  Uu  wie  vorhin  gesagt,  io  Tiefen  über  öO'  constaut,  «o  ist  dort 

dr^dr^  116* 
Aonttbemd  ist  mithin  aneh  noch  in  der  N&he  der  Erdoberfläche 

dr'^  11600' 

Nach  froheren  Untemchnngen  ((  6t  des  HeraoBgebers)  ist 

BUm 

wenn  k  den  inneren  Leitungscoefficienten  nnd  B  den  Süsseren  Leitnngs- 
coefficienten  einer  Kugel  beseiehnet,  die  Wirme  ansstiömt.  Hieraus  folgt, 
dass 

k_  1 
"•'^Ä' 11600' 

Seist  man  für  k  den  grSssten  Werth  nnd  fSr  M  den  kleinsten,  den  die 
Versnehe  Aber  die  WXrmeleitungsfähigkeit  der  Erde  ergeben  haben,  so  fin- 
det man  mit  Fourier,  da  k  ungefähr  £=4i7, 

•  30 

Es  ist  also  heute  an  der  Erdoberfläche  die  Temperatur,  welche  von  der 
eigenen  W firme  der  Erde  herrührt,  höchstens  C.  Zu  einer  Zeit,  wo 
diese  Temperatur  z.B.  4"  betrug,  musste  die  Temperatur  mit  der  Tiefe  min- 
destens 120  Mal  schneller  wachsen  als  jetzt;  mithin  musste  die  Temperatur 
mit  je  einem  Fuss  Tiefe  um  je  einen  Grad  zunehmen. ,  Diese  Thatsache 
scheint  von  Geologen  nicht  genug  beachtet  au  werden. 

Die  experimentellen  Untersuchungen  von  Bischoff  in  Bonn  stimmen 
in  iluren  Resultaten  sehr  gut  mit  den  mathematischen  ttberein.'* 

Ich  bin  fest  ttberzeugt  nnd  mit  mir  gewiss  der  geehrte  Leser,  beson- 
ders  aber  Biemann*8  Schüler,  dass,  wenn  Riemann  die  von  Herrn  Dr. 
Hattendorff  besorgte  Ausgabe  seiner  Vorlesungen  über  partielle  Differen- 
tialgleichungen sähe,  er  wenigstens  den  §70  dieser  Ausgabe  nicht  als  sein 
geistiges  Eigenthum  wieder  erkennen  würde.  Was  der  Herausgeber  aus- 
spricht, ist  zum  Theil  gerade  das  Gegentheil  von  Dem,  was  Rieinann  in 
der  Vorlesung  gesagt  hat.  Ich  will  nur  noch  einmal  an  die  letzten  paar 
Reihen  erinnern.  Die  geologischen  Studien  des  Herrn  Professors  scheinen 
ihn  zu  Ansichten  geführt  zu  haben,  die  gewiss  verdienten,  allgemein  be- 
kannt zu  werden. 
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Der  fünfte  Abschnitt  enthält  die  Schwingungen  elastischer  Körper. 
Die  erste  Abtheilung:  „Schwingungen  einer  gcupannten  Saite",  umfasst  die 
Untersuchungen  von  d 'Ale  in  bort  und  von  Dan.  B  ern  o  uUi.  Zwei  Punkte 
will  ich  nur  berühren.  Auf  Seite  18Ö  Bchrcibt  der  Herausgeber: 

,,Es  wird  also  bei  einer  Verlängerung  um  t — /  die  Spannungsza- 
nähme 

sein,  worin  q  einen  durch  Versuche  noch  näher  sa  bestim- 
menden Factor  bezeichnet." 

Würde  es  nicht  einfacher  und  verständlicher  gewesen  sein,  su  sagen: 
q  ist  der  Elnsticitätsmodul  der  Saite? 

Auf  der  folgenden  Seite  sind  die  Differentialgleichungen  für  die  Trans* 
▼ersal-  ond  Longitudinalschwingungen  einer  Saite  aufgestellt;  aber  weder 
hier,  noch  später  hält  es  der  Herr  Bearbeiter  der  Mühe  worth,  zu  sagen: 
die  Loogitadinalscbwingungen  hängen  Ton  dem  Elasticitätsmodul  der  Saite, 
die  TraosTenalsebwingnngen  dagegen  von  der  Spannmig  derselben  ab 
etc.  ete.  Wosn  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  aar  Untersnehimg  ' 
phjaikaliseher  Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  sn  physikalischen  Resul- 
taten gelangt?  —  Ich  brauche  wohl  nicht  sn  bemerken,  dass  Biemann  aaf 
jede  physikalische  Wahrheit,  worauf  die  mathematischen  Formeln  denteten, 
sorgfkltig  anfmerksam  machte. 

Die  iweite  Abtheilang  des  fünften  Abschnittes  trägt  die  Ueberschrift: 
„Schwingungen  elastischer  fester  Körper.**  Der  ganae  fSnfte 
Abschnitt  hat  die  Ueberschrift: 

„Schwingungen  elastischer  Körper'*. 

Ob  die  Saiten,  die  ron  dem  Herrn  Heransgeber  in  eine  besondere  Ab- 
theiinng  neben  den  elastischen  Ibiteii  Körpern  gebracht  werden,  Ton  diesem 
Herrn  sn  den  Inftförmigen  oder  den  tropfbarflttssigcn ,  elastischen  Körpern 
gezählt  werden,  darfiber  lässt  nns  der  Ilerr  Profesor  leider  in  Zweifel. 

Zunächst  wird  auf  die  Arbeiten  von  Sophie  Germaiu  liingcwiesen 
und  darauf  wird  K i r c h h o f f 's  Aufsatz  im  40.  Bande  von  Crelle's  Journal 
erwähnt.  Dann  werden  die  Gleichgewicht^bedingungen  aufgestellt  für  das 
Innere  und  für  die  Oberfläche  eines  Körper«,  ferner  niitHilfe  des  d'Alem- 
b  er  tischen  Princips  die  Gleichungen  für  die  Bewegung.  Darauf  werden 
die  elastischen  Kräfte  selbst  einer  Untersuchung  unterzogen.  Der  Begriff 
des  Potentials  wird  eingelührt  und  die  mechanische  Arbeit  der  elastischen 
Kräfte  bei  einer  unendlich  kleinen  Vorschiebung  bestimmt.  Für  die  elcmeo« 
tare  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte  wird  folgende  Beaeichnung 
gewählt: 

Alsdann  wird  gezeigt,  dass  die  Function  (p  die  Grössen  u,  v,  w,  welche  die 
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Versebiebiing  einet  Panktes  (x^y^z)  anedrSc^en,  niebt  entbalten  kenn, 
sondern  eine  Fanetipn  itt  ron  folgenden  Grössen: 

du     _        dp  Bw 

dv     -         9w  du 

dm     _  d  u     dv  „ 

Endlich  wird  noch  nacbgcwieson ,  dass  die  Function  sich  durch  eine 
Samme  von  Quadraten,  die  die  obigon  Grössen  enthalten,  ausdrücken  lasse. 
Der  Herr  Professor  sagt  nun  auf  Seite  218  über  die  Function  cT»  wörtlicli: 

„Die  Er&hniDg  hat  gezeigt,  dass  die  Constanten  in  der 
Function  0  stets  solche  Werthe  haben,  dass  die  Function 
wesentlich  positiv  ist." 

Anf  welchem  Wege  der  Herr  Bearbeiter  zu  dieser  wSdahnuig**  Uber 
die  Function  0  gelangt  ist,  darüber  schweigt  er  leider. 

Hit  Hilfe  des  Princips  der  virlnellen  Geschwindigkeiten  oder  nach  dem 
Principe  des  Lagrange  ist 

r  r  r 

das  Potential  der  inneren  elastiechon  Kräfte  beseichnet  und  wenn  B  das 
Potential  der  äusseren  Kräfte  ausdrückt. 

Ans  der  obigen  Gleichung  folgt,  da  die  Variationen  von  y  und  z 
unabhängig  von  emander  sind,  dass  für  das  Gleicbgewicht 

H+  «  r,,,  +  /J  7,,,  +  y  Ft.) = 0 , 

Der  Herausgeber  führt  hier  sowohl,  wie  auch  an  einer  andern  Stelle 

nur  diese  sechsGleichungcn  als  Bedingungen  des  Gleichgewichts  auf, 
ohne  die  folgenden  drei  zu  erwähnen: 

Da  die  elastischen  Kräfte  nicht  die  Grössen  m,  r,  w  cuthalten,  sondern, 
wie  schon  erwähnt.  Functionen  sind  von  .^^T^^Tü.'^^ 
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80  kann  man  den  Wertlieu  von  «,  f  und  fr,  welche  den  obigen  neun  Gleich- 
nngeii  genügen,  noch  Wertho  hinzufügen,  welche  folgende  Form  haben: 

l)  a  =  ao  +  cy-~bz, 

*)  v  =  ff^'{-  az  —  cx, 

8)  w  —  Co-{-bx  —  ay, 

Darauf  werden  die  speciellen  Fälle  besprochen ,  wenn  6=0  and  wenn 
0=>O.  Der  dritte  Fall  ist,  wenn  ^ssA  u,U  —  Da  nach  einem  Satse  der 
Variationsrechnong 

mit  der  Bedingung  0ssA  erfüllt  wird,  wenn 

so  müflten  für  diesen  Fall  die  ersten  seebs  Gleichungen  folgende  Form  an. 
nehmen: 

«      +  ß  F,,,  +  y  Fi.)  +  ^ir=o. 

Die  fibrigen  drei  Oleiebnngen  (die  der  Heransgeber  wieder  niebt  be- 
rührt) bleiben  dieselben,  fi  beseicbnet  eine  Grdsse,  die  von  A  abbingig  ist. 
Genttgen  die  Werthe  m,,  den  frflberen  Gleichungen,  so  werden  die 

Wertbe 

Iii     »I  », 

dieie  befriedigen.  —  Schliesslich  wird  dann  noch  gezeigt,  dass^  wenn  die 
Wertbe 

den  Gleichungen  ftlr  das  Gleichgewicht  eines  Körpers  genügen,  daa.s  en 
dann  nicht  auch  noch  eine  andere  Reihe  von  WertUeu 

geben  kann ,  wenn  nicht 

«|  — "i^^  +  cy  — **f    1^  — s,ss6,  +  iis  — Ca:,       —     =    +  *x  — ay. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  wird  nan  der  Fall  untersucht, 
dasf  ein  Körper  Überall  gleiche  Constitution  besitzt,  oder  wie  der  Herr 
Heransgeber  yerbessert  bat,  „dass  ein  Körper  in  B  etreff  der 
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Elasticität  eiue  nach  allen  BichtUDgen  •ymmetriiche  Co Dstitation 
besi  tzt." 

Mit  Ililfe  der  Lame 'sehen  TrauäibrmationeD  nimmt  nun  (P  folgende 
Form  an: 

Die  Gomponenteii  der  elaatischeD  Krftfte  werden  jetit 


Die  drei  frflher  rerlorenen  Gleicbnngen  zeigen  sich  bei  dem  Herens- 
geber  nvn  wieder  in  folgender  Form : 


2W— »'w  =  c(f-*  +  Q. 


d  bezeichnet  in  diesen  Gleichungen  die  Aeuderuug  der  Volumeneiuhoit. 

Mit  Hilfe  dieser  Werthe  vereinfachen  ticb  nun  die  Gleichungen, 
welche  den  Gleichgewichtszustand  «nsdrücken,  nnd  die,  welche  die  Be- 
wegnng  eines  Körpers  in  seinen  einseinen  Theilen  bestimmen,  bedentend. 

Das  erste  Beispiel,  woranf  nun  diese Besnltate  angewandt  werden,  ist: 
„Anf  die  Oberfltche  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  der  von 
keinen  beschlennigenden  KrXften  getrieben  wird,  soll  eine  allenthalben 
gleiche,  gegen  die  OberflXche  gerichtete  Druckkraft  einwirken." 

Das  sweite  Bcii>|)iel  bildet  die  Untersnchnng  eines  Cylinders,  dessen 
Basis  von  Zugkräften  angegriffen  wird. 

Das  dritte  Beispiel  flir  die  Untersnchnng  bildet  anch  ein  Cjrlinder, 
dessen  Hantel  aber  von  ZugkrSften  ergriifen  wird. 

Ein  viertes  Beispiel  bildet  die  Untersnehung  eines  Cylinders ,  der  anf 
Torsion  in  Ansprach  genommen  wird. 

Dann  folgt  die  Untersuchung  derSchwingungeu  einer  gespannten  Mem- 
bran von  coDstanter  Dicke,  und  zwar  werden  die  beiden  Fälle  untersucht, 
wenn  die  Membran  ein  Rechteck  ist  uml  wenn  bio  einen  Kreis  bildet. 

Es  folgt  nun  der  letzte,  der  sechste  Abschnitt:  ,,BewegJiu{;  der  Flüs- 
sigkeiten". Es  werden  zunächst  die  aligenieinon  Bewegungsgleichuugeu 
für  compressible  Flüssigkeiten  aufgestellt.  Diese  sind  : 

\  d  p   du       du       du  du 
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%\  ldp_       d»      dm      d»  dm 

oJ  —  r —  =  Z  ——II- —  —  V -r—  —  W  - — . 

. '  aa?  a;2r 

Zu  diesen  kommt  daun  noch  hinzu: 

und 

6)  P==0(q), 
Ist  die  Flüssigkeit  aber  incompressibel,  so  ist 
öa)  Q^eonst, 

Der  Herr  Bearbeiter  sagt  aan  wörtlich  auf  Seite  368: 

„Man  kann  aber  fär  incompressible  Flfissigkeiten  die  Gleiehmig  5  a) 
mit  4)  verbinden.  Es  folgt  nXmIieh  ans  der  Gleichnng  5a)  so- 
fort, dass  das  totale  DüTerentiftl  ron  ^  gleick  Null  sein  muas, 
d.h.: 

Ftthrt  man  in  4)  die  Differentiationen  ans,  so  erhilt  man 

87 + "  ä5 + •  5^ + "  äi + Kä^ + FP + ä7 j = " 

und  dies  mit  der  vorigen  DiftVreutialgleicliuag  verbunden,  giebt 
^  dy  dz 

Hier  beweist  der  Herr  Professor  wenigstens   das  Eine 

sehr  deutlich,  da.ss  derselbe  nicht  einmal  die  ersten  Elemente 
der  Differentialreohnnng  auzu wenden  versteht.  Mehr  hinzuzufügen 
halte  ich  für  überflüssig. 

Es  schreibt  der  Herr  Bearbeiter  dann  weiter: 

,,Die  partiellen  Differentialgleichnngen  1),  2),  3)  des  vorigen  Para- 
graphen lassen  sieh  an  einer  einsigen  Gleichnng  snsammenaiehen,  wenn 
die  Componenten  der  tosseren  Kräfte  2Ct  7t  Z  die  nach  den  Coordinaten 
genommenen  Derivirten  einer  Function  V  des  Ortes  sind,  d.  h.  weim 

die  GleichuugoLi  ^^clten: 

•)  -^--^7'  ^"ä?- 

,,Üies  trifft  bei  den  in  der  Natur  vorkommenden  Kräften  immer  (?) 
Stt  und  daher  ist  es  wichtig,  gerade  diesen  Fall  besonders  zu  behandeln 

„Wir  setaen  snr  Abkfiranng: 
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du  ,    du  ,    du  ,    du  _ 
9i       vx       oy  oz 
w  dv        dv       dv  dv 

dw  ,     dw  ,     drv  ,     dte  _ 
dt      oJc      oy  oz 

„Maltipliciren  wir  die  Gieichangeii  1) ,  2) ,  3)  des  yorigen  Paragra- 
phen derBeihe  nach  mit  tfy,  dt  und  addiren,  so  ergiebt  aioh  fiBr 
compreaaible  Flttaaigkeiten: 

dagegen  für  incuiupressiblc  Flüüäigkeiten: 

„In  beiden  Fallen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  7001  Gleich' 
heitsieichen  ein  ▼ollstäodiges  Differential ,  folglich  moss  aneh 

PdX'\-Qdy  -{-Rdz 
ein  solches  sein,  d.  h.  es  mn'ss 

A\  dP    dQ  dQ    dR  dB  a/>__ 

sein.  —  Führt  man  au  Q  nnd  R  Differentiationen  wirk- 
lich aus,  so  sieht  man,  daös  zu  dem  Bestehen  der  letzten  drei  Gleich- 
ungen die  uotlnveudige  und  hinreichende  Bedingung  ist: 

^  du    dv   dv    dw   dw  du  

^'  dy~däs      '    dz^Fy^^*    da:~  dz  ' 

d.  h.  es  moss 

udX'\'Vdy-\'Wdz=d^ 
ein  ToUstAndiges  Differential  sein.  Damach  ist 

dip  dtp  dqf 

""a^'  "'~äi' 

„Die  Gleichongen-c)  und  c*)  lassen  sieh  dann  integriren  und  man 
•rhält  für  eompressible  Flüssigkeiten: 

dagegen  für  incompressible  Flttssigkeiten: 
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„Diu  luto^rationscoiiätauto  /  ist  voo  a:,y,  z  aoabiiäogig,  kann  aber 
Docit  eine  Futictiou  TOn  /  sein. 

„Die  Gleichungen  e),  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  eben 
ausgeführte  Integration  snlässig  ist,  lassen  sich  noch  weiter  verein* 
fachen.  Wir  wollen  Toraussetzen ,  die  Gleiehnngen  e),  oder  was  das- 
selbe ist,  die  Gleichungen  d)  seien  sn  einer  gewissen  Zeit  t  erfttUt  Dif- 
ferentüren  wir  die  erste  der  Gleichungen  f)  naeh  y  nnd  die  sweite  nach 
«,  so  findet  sich  dnreh  Snbtraetion: 

dt      ^  dy  dx  • 

d.  h.: 


d 


\dy  da) 


0. 


dt 

„Durch  entsprechende  Behandlung  'der  zweiten  und  dritten  und 
reäp.  der  dritten  und  ersten  der  Gleichungen  f)  ergiebt  sich 


(dv     dw\              ot  {^  "^     ^  "\ 
Vz^di)                \d7r~dl)  ^ 
 ^7  -0.  ^  = 


dt  '  dt 

„In  diesen  drei  Gleiehnngen  spricht  sieh  ans,  dass 
die  Differensen  auf  der  linken  Seite  der  Gleiehnngen  •) 
▼on  der  Zeit  nnabhXngige,  eoutaiito  Warthe  haben.  Sie  snid 
also  immer  »0,  wenn  sie  in  irgend  einem  Momente  den  Werth  0  haben, 
B.  B.  aor  Zeit  |sO.  Demnach  finden  die  Gleiehnngen  I)  nnd  resp.  I*) 
statt,,  wenn  die  Anfangswerthe  der  Gesehwindigkeit  ti,  •  v«,  partielle 
Derivirte  derselben  Function  sind,  d.  h.  wenn 

?i^_l&„A     ?i?-?iL»-.o  £^-£i5»~0" 
dy    dx      •    dz     dy'~  '    dx  dt 

Die  Gleichungen  g)  bilden  also  die  Tereinfitohte  Bedingung ,  unter  der 

die  Gleichungen  I  und  I*)  giltig  sind?  — Wodurch  die  Gleichungen  g)  ein- 
facher sind  als  die  allgemeinen  e),  scheint  Gehoiinulijs  des  Herrn  Professors 
zu  sein,  wenn  derselbe  nicht  etwa  glaubt,  dass  ein  mathematischer  Aus- 
druck einfacher  wird,  wenn  mau  s.'imnitlicbcn  Grössen  Iniliceü  giebt.  — 
Ich  muss  aber  auch  nocii  den  ausgczriohm  teu  Beweis  mit  ein  paar  Worten 
berühren,  durch  den  der  Herr  Professor  zu  der  j»erühmton  Vereinfachung 
gelangt.  Der  Herr  setzt  voraus,  dass  zu  einer  bestimmten  Zeit,  z.  B. 
die  Gleichungen  e)  giltig  sind,  dass. also 

=0, 
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und  beweist  cImid  eof  einem  weiten  Umwege,  dese  nnn  euch 

jf=0 


=  0. 


dt 

Eines  solchen  Beweises  bedarf  es  «ber  dnrehens  nicht, 
wenn  derselbe  nicht  etwa  dasn  dienen  soll,  dem  mathemati- 
schen Publikum  su  seigen,  wie  gross  die  FXhigkeiten  des 
Herrn  Heransgebers  sind. 

Biemann  hat  an  dieser  Stelle  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass, 
wenn  nur  an  irgend  einer  bestimmten  Zeit,  s.  B.  sur  Zeit  |s=0,  die  Gleich- 
ungen e)  Geltung  haben,  dass  dann  auch  stets  für  diesen  Moment  die  Gleieh- 
nngen  1}  und  I*)  giltig  sind,  selbst  wenn  nicht  allgemein  die  An- 
nahme gemacht  wird,  dass  JT,  JT  und  Z  die  Derivirten  einer  Function 
nach  X,  y  und  t  sind.  Die  Bichtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sieh, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  Gleich ungen  I)  und  I*)  durch  Integrationen 
entstehen,  die  unabhftngig  von  /  sind. 

Es  folgen  nun  die  Untersuchungen  Uber  dieFortpiianeung  der  Schwing- 
ungen in  einem  compressibeln  Medium.  Es  wird  liier  von  vornherein  die 
beschriinkcnde  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Dichte  sich  so  wenig  än- 
dert, dass  die  Dichte  q  wahrend  der  Bewegung,  dividirt  durch  die  Dichte  J 
während  der  Hube,  abo 

und  dass  s  ein  sehr  kleiner  Brnch  sei. 

Zuerst  wird  der  Fall  untersucht,  wenn  nur  Bewegung  parallel  der  A- 
Axe  vorhanden  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit.  Darauf  wird  der  Fall 
bebandelt,  dass  sich  im  Punkte  x—o  eine  feste  Wand  befindet.  Drittens 
wird  der  Fall  besprochen,  wenn  die  Bewegung  von  allen  drei  Coordinaten 
abhängig  ist.  Besonders  von  Interesse  ist  bei  diesem  Falle  noch,  dass  die 
sechsfachen  Integrale,  zu  denen  die  Anwendung  des  Fo urier 'sehen Lehr- 
sataes  führt,  sich  auf  Doppelintegrale  zurUckftihren  lassen. 

Den  Scblass  des  Buches  bildet  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  in  einer  unbegrensten ,  incompressibeln  Flüssigkeit,  und 
awar  das  DirichletUche  Bebpiel:  „Die  Bewegung  einer  Kugel". 

Der  Herr  Heransgeber  hat  am  Schiasse  jedes  der  letzten  drei  Ab« 
schnitte  einige  Literatur  angeführt;  wie  unvollständig  indessen  diese  Lite- 
ratur ist,  kann  der  geehrte  Leser  daraus  ersehen,  dass  nicht  einmal  die  Ar- 
beit von  de  Saint- V^n an t:  „Die  Biegung  prismatischer  Körper**  er- 
wähnt ist.  Ja  noch  mehr.  Nicht  einmal  Biemann*s  eigene  Arlieit* 
„Ueber  die  Fortpflansnng  ebener  Lnftwellen  YOn  endlicher  Sehwingnngs- 


*  Band  Till  der  Abhsadlungtn  der  könlgl.  Gccalkchafl  der  Wisseuschalton  su 
GSttiagen» 
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weite*'  findet  Plate,  obgleich  dieselbe  die  Toriun  erwilmte  ünleniiehiiiig 
flber  die  Fortpflaasiiiig  der  Bewegung  in  einem  compreMibeln  Uediam  alt 
einen  speciellen  Fall  in  sieh  sehliesst.  Es  hXtte  sich  lin  so  mehr  wohl  erw 
warten  lassen,  dass  der  Herr  Professor  diese  Arbeit  citirt  hlite,  da  der- 
selbe dann  wenigstens  noch  einen  Gmnd  mehr  gehabt,  weshalb  derselbe  anf 
Riemann*s  jflngste  Vorlesungen  im  Sommer  1802  gar  keine  Bfiekaicht 
genommen.  Bio  mann  bat  im  Sommer  188S  nngefthr  dasselbe  flber 
Schwingungen  von  endlicher  Welte  in  seinen  Yorlesongen  tiber  partieHe 
Differentialgleichungen  Torgotrngon,  was  sich  in  der  gemannten  Arbeit 
findet.  Der  Hauptgrund,  der  den  Herrn  Professor  bewogen  bat,  sieh  um 
Kiemann *s  jüngste  Vorlesungen  ttber  diesen  Gegenstand  nicht  an  ktta- 
mern ,  wird  wahrscheinlich  der  gewesen  sein ,  den  derselbe  in  seiner  Bro- 
Rchfire*  ausspricht:  „Es  hat  viel  für  sieb,  ganz  nach  eigenem 
Sinne  nnd  ganz  ans  einem  Guäs  zu  arbeiten.  Und  es  ist  iO 
SÜBS ,  auf  die  foriigo  Arbeit  blicken  zu  können  mit  dem  Ge- 
danken:  Icli  babe  Alles  selbst  gemacbt." 

Sehliesälicli  mns.s  leb  aber  nocb  oiiinial  auf  den  letzten  Theil  der  citir- 
ten  Vorrede  zurückkommen.  Dieser  Tlicil  lautet: 

,.Am  iSchlusso  des  Semef^tcrs  bat  Riemann  ancli  nocb  die  Be- 
wegung eines  Riii^''s  in  einer  unendlicbon  Flüssigkeit,  analog  derDi- 
ricbl  et'scben  Aul'galio  von  dor  Ku^jel  behandelt.  Er  bat  sieb  jodoch 
darauf  bescbränkt,  in  die  partielle  Difi'erentialgleicbuug  Ringcoordinaten 
einzufübren  und  für  die  Lösung  den  Weg  im  Grossen  vorzuscbreiben. 
.  Bei  der  Dnrcbfübrung  der  Kcebnung  bleibt  mir  noch  ein  Punkt  aufzukli- 
ten  nnd  ieb  möchte  deshalb  das  Problem  für  eine  besondere  Bearbeitung 
Torbehalten." 

Zunächst  will  ich  bemerken,  dasa,  soviel  mir  bekannt,  Riemann  nie 
den  Ausdruck  „Bingcoordioaten"  gebraucht  hat,  sondern  wahrscheinlich  ist 
der  von  Biemann  benuiste  Aasdruck  ,,Semipolarcoordinaten"  identisch 
mit  den  Bingeoordinaten  des  Herrn  Professors«  Biemann  hat  anch  nicht 
den  Ton  dem  Herrn  Bearbeiter  an  mehreren  anderen  Stellen  beliebten  Ans- 
draak  „Ungleichung**  statt  „Ungleichheit**  angewandt  Auch  diese  Verbes- 
Mf ung  scheint  der  Herr  Professor  für  nothwendig  gehalten  au  haben. 

Was  nun  aber  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Binges  in  einer  Flfls- 
sigkeit  betrifft,  so  muss  ich  das  in  der  Vorrede  Gesagte  mliidmtMii  tli  un- 
genau beseichnen.  Meine  Aufseichnungen,  die  ich  im  Mira  1861  wihr«nd 
der  Vorlesung  gemacht  habe,  enthalten  vier  particulttre  Losungen  der  Dif- 
fsrentialgleichung  in  folgender  Form ; 

^  VI  j    afi,v '  f{f)  •  f'"^?* .  eosvtp-^-bfi^y .  f{t)  .  cosfüif .  sipiv^i 


*  ElHptische  Functionen  ans  dorn  Xaclilasso  von  G«n»».     Ein  Beitrag  la 
einem  Schreib  -  und  Druckfehlerveizeicbniss  vou  Dr,  Uuttcndorfi'. 
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f{()  beseieliB^t  vier  versebiedene  h3rpergeometriseb6  Beiben.  Nor  eine 
dieser  rler  Reiben  bat  die  Eigeoscbaft,  dam  rie  aiiMerbalb  des  Ringes 
stetig  bleibt  nnd  in  der  Oberflftcbe  desselben  einen  bestimmten  Werth  an* 
nimmt.  Der  Werth  dieser  Reibe  ist  folgender: 


Unvollendet  liat  Riem  an n  die  Lö-^nnp^  der  Aufgabe  nur  insofern  ge- 
lassen,'als  e(  den  Werth  der  M-illkürlicben  Constanten  nicht  so  bestimmt 
hat,  dass  sie  den  anf^^pstoUton  Bodiagnngsgleichungen  genügen;  indessen 
ist  von  Iliemann  der  Weg  hierhin  an  gelangen  anm  'V\\fn\  noi  h  «geebnet, 
anm  Theil  vorgeaeichnet.  Ans  diesem  Grande  möchte  ich  'Ulier  den  Herrn 
Professor  Hattendorff  bitten,  den  folgenden  Sata  der  Vorrede  als  nn* 
wahr  zn  streichen: 

„Er  (Riemann)  hat  sieb  jedoch  daranf  bescbrXnkt,  in  die  par> 

tielle  Differentialgleicbnng  Ringeoordinaten  einsnfttbren  nnd  fttr  die  L9- 

snng  den  Weg  im  Grossen  voranschreiben.*' 

Femer  mSchte  ich  den  Herrn  Heransgeber  noch  ersuchen,  statt: 
„Bei  der  DnrcbfUbrnng  der  Rechnung  bleibt  mir  noch  ein  Punkt 
aufsnklKren*' 
■n  schreiben : 

„Bei  der  DnrcbfUbrung  der  Rechnung  ist  mir  Einiges  (oder  anoh 
vielleicht  —  Manches)  unklar  geblieben ;  ich  werde  daher'*  etc. 
leb  halte  diese  Verbesserang  deshalb  fttr  notbwendig,  damit  der  Leser 
nicht  etwa  anf  den  Gedanken  komme,  Riemann  habe  seinen  Schülern  Un- 
fertiges vorgeführt.  Der  Herr  Professor  Hattendorff  findet  dann  auch 
vielleicht  noch  Platz,  um  zu  erklHren,  ob  in  Riemann's  handschrifiHchem 
Nachlasse  auf  dioson  Gegenstand  )3e%UgIiches  sich  vorfindet  oder  nicht. 

Lüneburg,  im  Fobruar  1870. 

Dr.  F.  GdoiOKSE. 


TTabMr  das  Zurückbleiben  der  Alten  in  den  Hatorwissensohaftea,  Eecto- 
ratsrede  von  C.  v.  Littrow.  Wien,  Gerold. 

Durch  eine  Reibe  von  astronomischen  Tbatsacben  sucht  der  Terfasser 
Hl  beweisen,  „dass  es  den  Sinnen  der  Griechen  an  der  Sebnle  ftlr  genaue 
Beobachtung  gebrach,  dass  sie  als  Natnrforseber  au  sehen  noeb  nieht  ge- 
lernt hatten**,  oder,  wie  er  sieb  8. 15  ansdrttckt,  „dass  es  den  Alten  selbst 
an  der  primitivsten  Beobachtungsgabe  gefehlt  habe*'.  Diese  Ansicht  er- 
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Bckeint  dem  Referenten  ziemlich  oberflächlich;  sie  steht  ohnehin  im  Wider- 
Spruche  mit  der  eigenen  Angftbe  des  Verfkaeers  (8. 5),  wonach  die  Grieehea 
eich  Ton  der  Bewegung  des  in  unseren  Breiten  so  schwer  sicbtharen  PUne* 
ten  Merenr  eine  verhiltoissmttssig  genaue  Knude  Terscbaflft  haben ,  die  uns 
erst  durch  das  Femrohr  Termittelt  worden  ist  Gerade  diese  Thatsache 
beweist,  dass  die  Alten  recht  gut  beobachten  konnten,  wenn  sie  wollten; 
aber  sie  wollten  eben  nichL  Der  Grund  hiervon  ist  Jedem  klar,  der  die  Ge- 
schichte der  griechischen  Philosophie  etwas  nfther  kennt.  Schon  Zenon 
ans  Elea  leugnete  die  unendliche  Theilbarkeit  und  suchte  die  Nichtezistens 
des  Baumes,  sowie  die  ünmdglichkeit  der  Bewegung  (der  Pfeil,  Achilles 
und  die  Schildkröte)  nachsoweisen;  dabei  war  es  ihm  aber  keineswegs  um 
blose  Sophistereien  su  thun,  sondern,  wie  schon  Tennemann  riqbtig  be- 
merkt hat,  um  einen  apagogischen  Beweis  des  Satzes,  dass  alle  Sinnes- 
anschanung  trüglich  sei.  Diese  letztere  Ansicht  zieht  sich  mit  der  Beharr- 
lichkoit  eines  Axioms  durch  die  gesaninite  griechische  Philosophie  hindurch 
und  erhiilt  ihren  schärfsten  Ausdruck  bei  Piaton,  welchem  die  sinnlich 
erkennbare  Welt  als  wesenloses  Schattenbild  erscheint,  wogegen  die  Wahr- 
heit einzig  und  allein  in  der  Welt  der  Ideen  lebt,  die  aber  schlechterdings 
nicht  durch  Beobachtung,  sondern  nur  durch  roiuos  Denken  erkennbar  ist. 
(Vergl.  den  Anfang  des  7.  Buches  vom  Staate.)  Dem  entsprechend  l;ü>st 
Piaton  den  Sokrates  (im  Phädon)  sagen,  ,,er  habe  sich  zwar  sehr  für 
Physik  iuteressirt;  aber  was  er  auch  gemeint  verstanden  zu  haben,  sei  ihm 
bei  weiterem  Nachdenken  wieder  undeutlich  geworden,  und  so  glaube  er, 
die  G5tter  wollten  nicht,  dass  Menschen  die  Naturgesetze  erkennen  sollteD." 
Wenn  sich  aber  die  eminentesten  Griechen  in  einem  solchen  Sinuc  ausspre- 
chen,  so  ist  es  nicht  wunderlich,  dass  ihre  Landslente  die  Naturerscheinun- 
gen mit  ebenso  wenig  Ernst  betrachteten,  wie  wir  ein  Schattenspiel  oder  die 
bunt  wechselnden  Bilder  des  Kaleidoscops.  —  Erst  mit  dem  Erlöschen  der 
griechischen  Fhilosopie  überhaupt  verlor  ^ich  das  Misstranen  gegen  die 
Sinnesanschannng,  und  von  diesem  Aogenblicke  an  traten  Astronomen  wie 
Hipparchos,  Sosigenes,  Ptolemttns  etc.  auf,  von  denen  wohl  Nie- 
mand behaupten  wird ,  „dass  es  ihnen  selbst  an  der  primitivsten  Beobach- 
tungsgabe gefehlt  habe*'. . 

Im  üebrigen  enthilt  das  Sehriftchen  einige  hflbsehe  Bemerkungen  aar 
Geschichte  der  Astronomie.  In  sprachlicher  Besiehung  ist  der  hftufig  wie- 
derkehrende ungeschickte  Gebrauch  des  Wortes  „ausnehmen**  l&stig,  a.  B.: 
„man  kann  in  den  Plejaden  elf  Sterne  ausnehmen**,  oder  „kleine  Sterne 
neben  hellen  lassen  sich  imZwielichte  weit  eher  ausnehmen,  als  in  tiefer 
Nacht**  und  so  öfter.  Solche  niederösterreichische  Provincialismen  gehören 
nicht  in  die  Schriftsprache,  der  so  gute  Worte,  wie  „beobachten^f  wwahr- 
nehmen*',  „nnterseheiden*'  n.  a.  an  Gebote  stehen. 

SOHLÖMILCH. 
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ITaber  di«  BMtimmiuig  vmt  IftigradiiliMriiinii  mtt  Slfe  Am  MMmkn 
T^ltgraplMB.  VoD  Dr.  Th.  Albbbobt,  Auittent  am  Ceotralbarea« 
der  europHischeii  6r«dmearang  in  Berlin,  Leipsigi  Verlag  Ton 
Engelmanii  IM, 

Der  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede:  „In  den  letzton  Jalirzplmtcn  ist 
bereits  eine  gröbscro  Zahl  telographischer  Längenbestiinimuigcn  aus- 
geführt und  ein  reicher  Schatz  von  Erfahrungen  liierbei  gesaumu-lt  worden, 
so  dass  es  mir  von  Interesse  schien,  eine  Zusammenstf  Hang  der  wesentlich- 
sten Wahrnelininngen  dieser  Art  vorzunehmen  und  unter  I'eriicksichtigung 
dieser  Krfaiirungen  die  verscbicdt'nen  Methoden  der  telegraphisclion  Lfin- 
genbestimmung  hinsiclitlich  ihrer  leichten  und  bc(^ueiiien  Ilandliabung  n'iher 
zu  untersuchen.  Ich  habe  versnclit,  in  der  vorliegenden  Schrift  eine  solche 
Discushion  zu  liefern,  und  neben  der  Angabo  der  bequemsten  und  siebersten 
Verfabrungsweisen  mein  Hcstreben  besonders  auch  auf  Untersuchung  des 
Genauigkeitsgrades  sowohl  der  astronomischen  Zeitbestimmung  und  der  re- 
sultirenden  Längendifferenz,  als  auch  der  einzelnen  Keductionselemente 
gerichtet,  weil  durch  eine  solche  Betrachtung  wesentliche  Momente  zur  Be- 
urtheilung  der  Güte  der  einzelnen  Metlioden  erlangt  werden.  Zugleich 
schien  mir  erwaoschti  eine  karze  Anleitung  zur  Ausführung  und  Berechnung 
der  Läogeobestimmnngen  zu  geben,  weil  ich  hoffe,  dass  eine  solche  gerade 
jetzt ,  wo  eine  grossere  Zahl  telegrapbischer  Längenbestimninngen  zum 
Zwecke  der  europäischen  Gradmeesnng  ausgeführt  werden,  von  einiger 
Bedentang  sein  kSnnte/* 

Um  mit  wenigen  Worten  die  Leistung  des  Verfassers  an  eharakterisi- 
ren,  darf  man  sagen,  dass  derselbe  eine  seitgemässe  Idee  mit  äusserst  an- 
erkennenswerther  Sorgfalt  ausgefQhrt  hat  Auch  fiQr  Diejenigen,  welche 
nicht  gerade  Astronomen  von  Fach  sind,  dürfte  die  yorliegende  Schrift 
manches  Interessante  enthalten,  wie  s.  B.  die  genaue  Untersuchung  ttber 
peradnliehe  Fehler  und  deren  Variationen. 

SCBLdHn.OB. 


Vmt  logArifhmiadi-trigoiioiiiatriMhea  Handbuoh  auf  lieben  Deeimalen, 

Bearbeitet  von  Dr.  C.  Bbuhits,  Direetor  der  Sternwarte  und  Profes- 
sor der  Aetronomie  in  Leipaig.  Verlag  von  B.  Tauchnits.  Leipsig  ■ 
1870. 

Der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  den  vorliegenden  und  den 
älteren  Tafeln  von  Bremiker  und  Schrün  bestellt  darin,  dass  die  Loira- 
rithmen  der  trigonometrischen  Functionen  von  0"  bis  5°  59'  von  Secnnde  zu 
Secuude  angegeben  sind,  während  sie  darüber  hinaus  von  zehn  zu  zehn  Se- 
cunden  fortgehen.    Der  übrige  luhalt  des  Werkes  ist  der  gewühnliche,  wie 
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dies  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  andera  sein  kann.  Ueber  die  Correet- 
belt  deaaelben  llsat  tieh  begreiflicherweise  ftlr  jetst  kein  Urtheil  ftllen; 
doch  kann  man  erwarten,  dass  eine  fflnftnalige  Correetnr,  bei  weleher  die 
Tafeln  Ton  Bremiker  nnd  SehrOn,  der  Thetanna  logarUkmonm  tob 
Yege  und  Taylor'a  Table  of  togarifhm  naeh  einander  benntst  wurden, 
eine  groise  ZnTerlässigkeit  bieten  werde.  Die  tjpographiaehe  Aneatnttnng 
iat  eine  «ehr  aorgf&ltige  nnd  leiehnet  aieh  namentlieh  durch  einen  inisent 
•ehariSen  (dem  Beferenten  faat  in  scharfen)  Typenschnitt  ans* 

SCHI<ÖMILCH. 
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Recensionen. 

Vebnngtlmeli  nm  Btndiiim  d«r  hölwrai  Aaalysii.  Von  Dr.  0km  SohlO- 
xiLOE,  königl.  Bichs.  Hof^ath  und  Professor,  Ritter  des  k.s*0.-y.-O. 
etc.  Zweiter  Theil :  Aufgaben  aus  der  Integralreehntiiig.  Mit  HoIe» 
sehnitten  im  Texte.  Leipsig,  Drock  und  Verlag  tod  B.O.Teabner. 
1870. 

Der  Verfasser  sii^t  im  Vorwort:  „Da  ich  iu  dor  Vorrede  zum  ersten 
Thoile  des  vorliegcudcn  Werkes  mich  hinrcichriul  über  dessen  Zweck 
ausgesprochen  habe,  so  bedarf  es  nnr  weniger  Worte  zur  liinfülirung 
des  zweiten  Tbeiles.  Die  Aufgaben  des  ersten  Capitcls  cntbaltcD  zwar 
Dicbtü  Neues,  aber  sie  bilden  nun  einmal  das  unentbehrliche  Uandwerks» 
seng  der  Integralreehnasg  nnd  konnten  daher  nicht  wegbleiben.  In  den 
ttbrigen  Capiteln  dagegen  wird  ronn  fast  durchaus  neue  Beispiele  finden 
und  swar  nur  solche,  die  zu  eleganten  Resultaten  fiiliren  nnd  dadurcli  dag 
Interesse  des  Stndirenden  wach  erhalten.  Aus  dem  letzteren  Grunde  habe 
ich  auch  die  meisten  Beispiele  znr  Integration  von  Differentialgleicbongen 
in  das  Gewand  geometrischer  Aufgaben  gekleidet.** 

m 
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§8:  Integration  cyclometrischer  Functionen  (26  Beispiele).  {0:  Integra- 
tion mittels  unendlicher  Reiben  (24  Beispiele). 

Oapitel  II,  Quadraturen  und  Bectificationen.  §  10:  Die  Quadratur 
ebener  Cnrren  (80  Beispiele).  §  11;  Vennisehte  Aufgaben  über  Quadrat 
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einfachsten  Formen  der  Differentialgleichungen  sweiter  Ordnung  (88  Bei- 
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8piele).  §  44:  Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (12  Bei- 
spiele). §  45:  Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (8  Bei* 
bpiele).  §46:  Functionalgleichungen  (6  Beispiele). 


T«OffiM  delle  ftmsiofii  di  variabili  oomplena.  Dal  Do^t.  Feliob  Gabo- 
BATI.    Pavia,  Tipo^rafia  dei  fratelli  Fun. 

L'ouvrage  dont  iious  venoiib  de  transcrire  le  titre  doit  compter,  saus 
contredit,  parini  les  plus  importantes  })roducti()iis  scientifiqups  de  ces  der- 
iiiores  annees.  Son  but  Cat  rexposition  complete  de  cette  blanche  d'analyse 
quo  Ca^ucliy  n  foiuk-c,  ot  ddnt  Kiemann  a  ete  lo  second  crcateur, 

Les  d(''couvertes  de  Cauchy  ont  trouve  dans  notre  pays  de  lumineux 
interpit'tes  et  doiveut  aux  gt'ometres  fraucjais  d'importantes  additions.  Mais 
jusqu'ici  la  doctrine  de  Kiemann  ne  nous  ^tait  gnöre  connuo  ({uc  par  les 
onvrage8«de  ses  diaciplea,  ecrits  prosque  toas  dans  une  langue  dont  Tctude 
est  malheureuseuent  trop  sacriti^e  cheznous  aux  pr^tendnes  exigences  littä- 
raires  de  Tesprit  fran^ais.  Anssi  devons^nous  nous  r^jouir  de  la  publication 
d'un  livre  dont  la  langue  est  faeilement  intelligible  k  tout  Fran^ais  un  peu 
lettr^,  et  compos^t  en  ontro,  avec  un  remarquable  talent  par  un  g^m^tre 
qni,  tout  jeune  encore,  a  sa  döjä  si  bien  se  rendre  maUre  da  vaste  ensemble 
des  th^ories  qui  gravitent  autour  de  son  sujet  principal. 

Le  premier  volume,  le  seul  qni  ait  pam  jnsqu^i  ce  jonr,  se  compote  de 
deox  parties  principales,  dont  la  premtöre,  aons  le  titre  d^lniroducUon^  con» 
tient  UD  aper^u  hiatoriqne  da  d^veloppement  de  la  throne'  des  qnantit^ 
eomplexes.  Get  aper^u,  qoi  formerait  4  lai  seol  nn  ezeellent  memoire,  est 
OD  r^snmd  sobstantiel  et  mtfthodiqne  dea  ploa  grandea  ddeooTertei  de  l*ana* 
]  jae  moderne,  oh  la  part  de  ehaqae  g^mitre  est  indiqo^e  et  apprdeide  avee 
antant  de  elart^  qae  de  profondear.  Les  oent  qaarante-trois  pages  qae 
l'aatear  a  eoDsacrÄss  k  eet  objet  seront  nn  pr^cieax  secoors  ponr  toas  cenx 
qnt  ▼oudront  ae  mettre  au  coarant  des  bantes  tb^ories  analytiqaes,  et  qni, 
pitv^s  de  ee  fil  condnctenr,  ne  saaraient  comment  s*orienter  an  miliea  de 
tant  de  trayaax,  diff^rents  par  Tesprit  eonime  par  la  forme,  et  dont  rien  ne 
lear  indiqae  d'avanee  la  d^pendanee^mntnelle,  non  plas  qae  Tordre  dans 
leqael  il  convient  de  les  Studier. 

Gette  introdaction  est  divis^  en  denx  ebapitres,  dont  le  premier  con> 
tient  l'bisteire  de  la  th^oiie  des  fonctions  elliptiques  et  ab^liennes,  one  des 
plns  importantes  applications  des  qnantitds  eomplexes,  dans  laqnelle  Tem- 
ploi  de  ces  qaantitds  a  ^te  la  condition  n^eesstire  des  d^convertes  d*Abel 
et  de  Jaeobi.  M.  Casorati  traee  le  tableaa  des  progr^s  suceessll^  de 
cette  brancbe  de  Fanal jso ,  depnis  les  traranz  deFagnani  et  d*Euler, 
jnsqu*^  ceux  de  Oaylej,  d'Eisenatein,  d'Uermite,  de  Weier- 
strass« 
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Le  seeond  ehapitre  traite  plot  particnli^remeot  des  yariaUes  complexet 
et  des  fonctions  de  ces  variables.  L*antear  eommence  oatnreUement  par 
rexpos^  des  travaux  de  Gaachy  sar  ee  si^et;  il  ^tablit  nettement  et  avee 
impartialitö  la  part  qui  revient  k  ee  grand  analyste  dans  des  döcooyertes 
dont  quelques  aoteurs  allemands  semblent  parfois  trop  disposös  k  attriboer 
toot  rhonnenr  k  lenrs  compatriotes. 

Citons,  k  ee  propos,  quelques  pagos  de  la  remarqnable  4tado  qne  H. 
Beltrami  a  coosaeree  au  livre  de  M.  Casorati,  dans  le  GiortuUe  <H  Maie- 
maüehe  de  Naples,  t  VII,  1869,  p.  80  et  sniv.  Ces  pages  neus  paralssent 
dminemment  propres  k  faire  saisir  les  points  de  eontaet  entre  ToeoTre  de 
Oanehy  et  celle  de  Biemann,  et  k  montrer  ee  qne  le  seeond  doit  an 
premier: 

„Un  de  ces  points  de  contact  se  präsente  d^  les  premiers  pas  qne  Von 
fait  dans  la  thöorie  g^n^rale  des  fonctions,  savoir:  dans  la  conceptiou  uu* uie 
de  la  fonction.  D6jk  Caucky  avait  reconnu  qn*il  conviont  de  faire  ab- 
straction  de  toutc  supposition,  cxplicite  ou  implicito,  tle  rcxistcuico  li'uue 
tonniilo  analyticju«  tle  natiire  quclconque,  et  do  ue  considörer  que  la  depen- 
dauce  qui  doit  avoir  Heu  entre  la  valeur  de  la  variable  et  celle  de  la  lonc- 
tion.  Mais,  dans  le  passagc  de  la  variabilite  rdelle  h  la  variabilite  coin- 
plexe,  Caucliy  avait  doiine  ;i  ce  principe  uno  oxtension  trop  grande,  ce  qui 
Tavait  conduit  k  di.stinguer  par  une  appellatiou  speciale  {monoyincs)  les  fonc- 
tions auxqucUes  Riemann,  niieux  inspire,  a  cru  devoir  reserver  exclusive- 
ment  la  denoniinatiDU  de  /unclions  (d'une  variable  coniplexe).  Ce  point  est 
tres- clairement  exposie  par  M.  Casorati  dans  son  preambule  liiatorique, 
ainsi  que  dans  les  prcinucrs  cliapitres  de  la  deuxiemo  section  ... 

,, Quant  a  la  drfinition  d'une  fonction  au  moyen  de  proprictös  caractc- 
riätiques  nuflisantes ,  ce  sujet  n'est  pas  eucore  traite  dans  le  volume  publie, 
bleu  quo  Tauteur  laisse  cütrevoir  a  plusieurs  reprises  dans  Vintruduclion 
(p.  134  —  13Ö,  par  exemplo)  toute  Tiniportance  de  ce  nouveau  point  de  vuc, 
qui,  omployö  priiuitiveinent  dans  ies  metbodes  de  la  pbysiqae  matbema- 
tique ,  et  introduit  ensutte  avec  beancoup  d*avantages  dans  Tanalyse  pure, 
semble  so  rapprocher  singulierement  de  celui  de  la  g^omötrie  moderne, 
snivant  lequel  les  propriet^s  des  fignres  s'^tablisseat  eemoie  eons^nenees 
de  quelques  donnies  earacteristiqaes ,  sans  faire  anenn  usage  des  dqoations 
aaaljrtiqaes. 

„Permi  les  nombrenx  mörites  qui  appartiennent  k  Gaucby  en  ee  qoi 
touche  au  perfectionnement  gänöral  de  la  science,  on  doit  mettre  en  pre- 
mi^re  ligne  celui  d'avoir  constamment  soutenu,  dhs  le  commencement  de  sa 
earriire  scientifiqne ,  la  nöcessitö  de.  bien  ddlimiter  l*etendne  et  la  signtfiea- 
tion  de  tont  Symbole  qne  Ton  vent  introdotre  et  employer  dans  Tanalyae. 
Bn  revenant  sans  cesse  snr  la  discusslon  des  meillenres  r^les  k  snivre  ponr 
paryenir  k  ee  bnt,  rigles  qu'il  a  snecessivement  modifides  sans  jamais  abonOr 
k  lenr  donner  une  forme  definitive,  U  a  montrd. clairement  qne,  sl  Ton  n*dtait 
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pai  eneore  entrö  diuis  la  senle  Toie  qai  condnit  lAremeDt  an  bnt,  lan^eesriti 
d'atteindre  ee  bat  ne  loi  en  paraissait  paa  moina  abtolae.  Et  e»  eela  11  dtait 
dans  le  vrai.  Seulement  Oanchy,  entratnä,  conime  cela  ao  voit  alaoaTant, 

au  de\k  des  justes  bornes  par  sod  ardeur  k  röagir  contra  Vabits  du  Sjrmbola, 

a  pdclu^  par  Tcxc^s  contraire,  en  ätablissant  plus  d'une  fois  ses  d^finitioni 

de  fnt.on  h  intcrroinpro  arbitrairotncnt  la  continuitc  des  variables,  et  k 
perdro  ninsi  de  vue  le  guide  iulaillible  qui  anrait  dü  le  diriger. 

„Malgr6  rimperfection  des  rdsultats,  l'idöe  premicro  est  tcllement 
vraie,  at  laa  eoosideratious  qu'il  a  döveloppdes  eti  plubieurs  cndroits  sont  si 
jaste«,  qne  plus  d*ua  lectear  do  tomo  IV  dos  Exercices  iVunalyse  et  de  phy 
süjue  molfiemaii/juc  a  dt\  trouTor  de  lai-mdme  la  y^ritable  voie  qai  m^ae  4 
la  aolation  de  la  difficnltö . . , 

„La  premi&re  aection  de  Teovrage  de  H.  Caserati  est,  en  grande 
partie,  eonaaeröe  k  Texaete  ddtermination  dn  sena  qa*il  fant  attacher  anx 
fonctions  simples  d'noe  rariable  complexe,  et  les  exemplea  qn'il  a  eholais 
noas  sembles  on  ne  peut  mienx  «pproprids  k  ce  bot,  sous  le  donble  rappoTt 

de  la  continuit^  et  de  la  conservation  des  propri^tös  caractöristiqnes. 

Les  rcstrictions  qui,  conimo  nous  le  disions  tout  k  Tbeure,  ont  im- 
pos^es  mal  k  propos  par  Cauchy  4  la  continutte  de  la  variable  complexe 
qni  entre  dans  ane  fonetion  donnöe,  proviennont  surtoot  de  cc  qu'il  prö- 
tendait  s^parer  les  diverses  s^ries  de  valeurs  dont  est  snscoptible  ane  fone- 
tion k  plusienrs  d^terminations,  et  cönsid^rer  chacaae  d'elles  comine  une 
fonetion  s^par^e.  De  cette  uianiire,  en  sapposant  Ics  vnleurs  de  la  fonetion 
plac^es  sur  les  valeora  eorrespondautes  de  la  variable  (co  qnc  toutefois 
Caocby  n'avait  pas  coatnme  de  faire),  le  champ  des  valears  de  la  fonetion 
devenait  simple,  mala  eontenait  indvitablement  des  lignes  de  diseontiunit^. 
Riemann,  le  premier,  a  remarqa^  qae,  en  concevant  les  divers  champa 
eorrespondants  de  oette  maniire  anx  diverses  sdriea  de  valeora  de  la  fone- 
tion, ebacan  d*eax  präsentait  bien  de  telles  lignes  de  dtseonttnait^;  maia 
qae  cbacnn  de-ees  ehamps  devait  n^cessairement  se  raeeorder  en  formant 
la  continaitd  avee  an  antra  le  long  d*ane  de  ces  ligrfes ,  et  qae  Pon  ponvait 
ainsi  obtenir  na  champ  entiirement  continn,  composd  de  plasienva  coacbea 
snperpos^es  et  coonexes,  et  eomprenantla  totalitä  res  valeora  de  la  fone- 
tion. Cette  remarqoe  a  ^td,  sans  donte,  on  trait  de  gdnie;  maia  neos  ne 
porterons  pas  atteinte  k  la  sagacitd  de  Tilloslre  novatenr,  en  affirmant  qoe 
son  admirable  invention  ne  ponvait  plus  se  faire  longtemps  attendre,  da 
jour  oik  Von  eommeneerait  k  p^netrer  au  fond  des  iddes  de  Caueby.  Ce 
qui  frappe  le  plos,  en  effet,  dans  cette  ddcooverte,  ce  n*est  pas  tant  la  con- 
ception  primitive  qoe  la  sAretd  avec  laqoelle  Riemann  a'en  rend  mattre, 
et  en  dövoile,  du  premier  coop,  la  puissanee  et  la  fdeonditö,  par  la  eon- 
stmction  de  T^difiee  eolossal  et  inajestoeox  que  quelques  inalanta  loi  ont 
snffi  poor  Clever.** 
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IndiqiioiM  mainteiiaiit  rapidement  le  eontenn  das  dWera  eh«pitrea  de  U 
secoinde  partie  du  volame,  ofk  l*aateur  entre  dMii  l*6xpotitioii  de  la  thtorie. 
Cette  partie  wt  divis^e  en  quatre  sections ,  comprenant  ebaeiine  plo- 

«ieurs  cbapitres. 

Saetioii  Ii  Operations  aritbm^tiqaes  et  formnles  simples  eorrespon* 
dantes. 

Cbapitre  I.   OpiraHom  arithmSÜ^es,  Extention  ie  tidie  de  nombre, 

etf  par  suite  aussiy  des  Operations,  ContinuitS, 

Cliapitrell.  Jir/^rcsrntalion  geomelrique  des  nombrcs^  et  construclions 
correspondanies  aux  njicrttiiaus  aritinnctiques,  —  L'autenr  y  ilonue  une  deinoii- 
ßtration  tros  -  preciNf  et  ti  -  coniplote  du  celi-bie  tln^oreino  de  Jacobi,  bur 
rinipossibilite  de  Tcxi^tcuco  d'unc  fonction  inonodrome  d'une  seulo  variable, 
ayant  plus  de  deux  periodes.  Ije  Chapitre  ho  termine  ])ar  uiio  oxposition  de 
la  repidsentation  umv  la  spliere  dos  valeurs  d'unc  variable  couiplexe,  buivaut 
la  metliode  iiidiquc^e  par  Kieiuann,  dans  ses  le<;on8  orales,  et  publie  par 
NeuniaDn(  Vorlesungen  über  Riemann  8  Theorie  der  ÄbeV  sehen  Integrale). 

Cbapitre  III.  Conventions particuliires  pour  e*  ei  /<• 

Seotion  IL  Idee  de  ionclioo  et  di«tiuctioQ6  fondameatales  qai  u'y  rap- 
portent. 

Chap  itre  I.  Fonctions  reelles  d'une  variable  reelle.  —  L'auteur  y  traite 
avec  detail  des  diverses,  esp^ces  de  dtscontinuitö,  qai  avaient  d^jit  it/i 
distiogndes  par  H.  Kenmann Seulement,  M.  Casorati  ne  classe  pas 
parni  les  dificoDtiouites  les  valeurs  infinies  queM.  Neainann  d^signesoas 
le  nom  de  disconiinuiirs  polaires^  les  valeurs  r^iproqoes  de  la  foDOtion  ^tant 
eontinues,  et  les  iDÜnis  pouvant  disparaitre  au  moyen  d*ane  transformatioD 
boinograpbiqoe  analogne  k  celle  qni  cbangerait  toutes  les  seetions  ooniqnea 
en  ellipses. 

Cbapitre  II.  FoncHons  rüÜUs  de  filusieurs  varüMes  rdeUee, 
Chapitre  III.  Fonctions  eomptexes  de  varitdtles  reelles, 

(Chapitre  IV.  Foncdons  d  inw  variable  cuinphwr.  —  Une  fonction  de 
z:^x-\-yi  est  une  fonction  dont  la  valeur  ne  depcnd  quo  de  ccllc  du  bi- 
iiome  x-\-yi,  et  qui  ne  chaiigLiait  pas  si  Ton  rcn)p!a<,'ait  les  valeurj»  r(^elles 
de  or  et  de  y  par  des  valeurs  coinplt-xes  quelcoufjucs,  pourvu  que  le  biuomc 
x-^gi  restät  invariable.  Uno  teile  fonction  w  a  une  derivöe  döterminee 
par  rapport  k  z.  £lle  satisfait  k  röqnation  aux  d^riv^es  partielles  du  pre- 
niier  ordre 

dfv      \  d  rv 
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*  Yojez  ansst  N  a  t  a  n  i ,  Die  Aökere  Jnatgn» ,  besonders  dbgsdrudtt  aus  dem  Mm- 
thematisekem  W&rUrbuehe,  p.  402. 
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et  si  Ton  pose  »ssu  +  v^t  v  etv  <taat  r^els,  eh«eiiae  de  eei  derni^res 
qiiMilitäa  MtisCMt  Ii  P^Mtion  anx  ddriv^es  partielles  da  eeoond  ordre 

Gelte  qiieetie&  eel  tnüt^e  aveo  beMconp  de  d4t«ils  parUevUen  k  Tantesr» 
et  qui  jettent  Qu  grand  joor  aar  eette  qaeation  dtiieate. 

Chapitro  V.  ^  Irifrrpreiations  geomctriqnes  de  la  condilion  renfrrmSe 
(Inns  ridt'C  de  foncfion  d'iinc  pariable  rntierrment  independante.  Rechcrches 
gcomeln'(/ues  relatives  <i  crrlaines  fnnclions  pariiculieres,  —  Apres  avoir  expos^ 
rioterprötation  gäom^trique  des  conditions 

d  u     dv      du  dv 

teile  qa*on  la  retronve  dans  Touvrage  de  MM.  Briot  et  Bouquet*, 
ranteur  s'oeeiipe  de  celle  qoi  a  ät^  donnöe  par  Gauss,  et  qui  consiste  en 
ce  qne  les  r^seaux  infinitesimanx  qui  representent  les  valeors  correspon- 
dantes  de  la  variable  et  de  Ja  fonction  sout  coinpo8^s  d'^Iöments  seroblables 
chaenn  k  chacun.  Discussion  de  la  repr^entatioa  des  fonetions  ^,  a",  <*« 
$inz^  iinamt  et  de  leurs  fooctions  inverses. 

Seetien  IIL   Revue  des  expressions  analytiqucs. 

CbapitreL  Claisifieathn,  —  Distinction  des  fonetions  en  alg^briqnes 
et  transeendantes,  monodromes  et  polydromes  ete. 

Chapitre  II.  SMet,  —  Inflnence  de  Tordre  des  termes  d*ane  aine» 
Opdrations  rationelles  snr  les  sdrtes;  difförentiation,  int^ation.  S^ries  or^ 
donn^es  snivant  les  pnissanees  enti^res  et  positives  d*ane  variable  |  eerele 
de  eonvergence.  S^ries  oontenant  des  pnissances  n^gativ^s.  SiSries  simples 
Ott  donbles,  k  pdriodieit^  simple  on  doable.  Inflnenee  dn  groupement  des 
termes  d*Qne  s^rie  double,  liitade  des  sdries  6,  simples  on  multiples.  Cette 
^tnde,  fond^e  snr  nne  applieation  de  la  s^rie  de  Fonrier,  et  pr^sent^e  par 
Tantear  avec  nne  remarqnable  simplicitd,  semble  destin^  k  entrer,  t6t  on 
tard,  dans  les  trait^  d'algebre  k  la  snite  de  la  tb^orie  des  fonetions  ex- 
ponentielles  et  cirenlaires. 

Chapitre  III.  ProduHs  iyißuia.  —  La  tlidorie  de  ces  produits,  tant 
simples  qne  multiples,  est  traitee  d'uue  mauiere  aualogue  k  la  theorie  des 
eöries  inilnies. 

Chapitro  IV.  Integrales.  —  Cc  chapitre  renferme  Texpostf  des  dd- 
couvertes  capitales  deCaiichy.  L^auteur  döveloppe  avec  beancoup  de 
sein  Tid^c  dMnt^gration  le  long  d'iin  contour  donnä.  Le  thöorime  fonda- 
mental  relatif  k  l'int^ation  d'ane  difförentieUe  exacte 


*  nMorfe  dtt  fitmahn»  dmiHment  piriodiqnea  et  en  pmfieuMtr  det  fond^m»  «tf^ 
iiqtU9,  p.  8.  la  -  6}  18d9.  Librairis  Oanthier-YiUiurt  {rat«). 
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le  loog  d*iiii  Gontour  fem4  est  d^montrd  de  deax  mtai^es  diffärentes: 
d*abord  per  la  möthode  de  Canchy,  reprodnite  par  leg  anteora  fran^aU; 
puis^  par  la  mötbode  de  Bie mann,  fondte  snr  des  eonaid^ations  aoalognea 
k  eelles  qae  Oanss  ayait  employ^es  dam  fon  mdmoire  aar  rattraetion  des 
ellipeMdes.  Examen  des  integrales  des  fonetions 

L       >  1 

Seetlon  IV«  Analyse  des  maniires  dont  les  fonetions  penvent  se  com- 
poiter,  dans  Vhypotböse  de  la  monodromie,  aatonr  des  diverses  Talenrs  de 
la  Tariable. 

Chapitro  I.  Commenl  une  foncHon  sc  romporle  aulour  d  une  valeur  de 
la  variable  pour  laqucUc  die  esl  monodrome^  continue  ei  finie.  —  Demonstration 
de  la  formule  de  Caucby 

s 

Tll^or^me  de  Cauchy  snr  Ic  dövcloppemeut  d'iino  fonction  monodrorae, 
continue  et  finif'  suivant  Ics  jiuissqnces  enti^res  et  positives  de  2  —  y.  Con- 
s^nences.  Indices  d'ordre  des  zöros. 

Chapitre  II.  Comment  me  foncUon  se  comporle  aulowr  d*une  vaUut 
de  la  wsriMe  pour  laqiuUe  eile  est  monodrome^  conltBue  ei  mfinie  (dans  le  sens 
indiqn^  an  ebapitre  I  de  la  seetion  II).  —  Determination  d*nne  foncHon  ra- 
tionelle, infioie  de  la  m^me  maniire  qne  la  fonetion  proposee.  Indiees 
d'ordre  des  infinis.  Expression  de  llndiee  d*an  point  an  moyen  de  Tinte- 

Chapitro  III.  Cnmmrnt  tttir  fcmrtion  sc  rnmpnrtc  autonr  (Tune  valeitr 
de  la  variuhlr  pour  la(jucU(\  isolcinrni,  die  est  disraiiliniie.  —  Tlu'orömc  de 
Laurent.  Piopri«'tes  des  fonetions  fonrloes  sur  la  diatiuctiou  des  disconti- 
noit^s  en  söparöes  et  non  separros  des  infinis. 

Ghapitre  IV.  Examen  des  manieres  dont  une  fonclion  pcul  sr  cnwporicr 
pour  la  valeur  od  de  la  variable^  en  supposant  quautour  de  ceile  ralnir  die 
doive  ilre  monodrome  ei  coniimie.  —  L'antenr  omploie  la  reprtVscntation  sur 
la  spbtee  de  Riemann,  considcrro  commc  ri^sultnnt  de  la  dcformation  du 
plan.  II  introdait  le  plan  antipode,  dont  Hd^e  est  dne  i  M.  Neu  mann, 

et  qui  correspond  au  changement  de  la  ▼ariable  z  en  — . 

Ghapitre  V.  Commetd  se  eompoHent^  outaur  de  ehague  valeur  de  la  m- 
HaM^  la  derMe  ei  VMgrale  ttune  fonclion  ^  par  eomparaison  aoee  la  fontlkm 
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Ges  iodie«tion0,  ntonairement  ineonpUteai  oe  peoTent  donner  qii*iiDe 
idte  bien  iroparfaite  do  la  riebeaae  das  mati^ea  contenoea  dana  le  Tolitm« 
de  M.  Caaorati.  Tona  eevx  qiii  liront  oet  ouvrage  dtSaireronti  eonma 
Bona,  aveo  impatieBee,  qne  le  aavant  profeaaenr  nona  donne  bieotdi  la  anite« 
qni  doit  traiter  dea  partiea  pina  äley^ea  de  la  throne  qa*il  a  ai  bieo  appro* 
fondie,  et  qQ*tl  ezpoae  avee  tant  de  Iveiditö. 

Bordeaoz«  J.  HoObl. 


Die  dantallande  Oeometile  im  Siime  der  BiVireB  OeoBMtiie.  Vob  Joa. 

SOBLESWOBB,  Privatdoceat  am  k.  k.  polytecbBiacbeB  iBatitBt  nsd 
Profeaaor  bb  der  OffeBtliebeB  Oberrealacbale  dea  eratea  Beiirka  in. 
WieB.  Mit  HoIaaehaitteB  im  Texte.  Wiea,  Oraek  Bad  Verlag  tob 
C.  Gerold'a  Soha.  1870. 

Die  dni-Ktellende  Geometrie  ht  seit  der  Zeit,  wo  ihr  Monge  eine  hohe 
Ausbildung  und  eine  scheinbar  vollendete  Gestalt  verlieh,  ziemlich  unver- 
ändert j^ebliobcu,  und  wenn  auch  einzelne  Geometer  (wie  z.  B.  der  ver- 
dienstvolle G  u  g  1  e  r)  rein  geometrische  Untersuchungen  mit  der  descripti- 
ven  Geometrie  verflochten,  so  wurden  hierdurch  zwar  schätzenswerthc,  aber 
doch  etwas  üus&erlicbe  Zusätze  gewonnen ,  welche  keine  wesentliche  Um- 
gestaltung bewirkten.  In  den  letzten  10  Jahren  dagegen  hat  sich  nach  zwei 
Seiten  hin  das  Bedürfniss  geltend  gemacht,  die  darstellende  Geometrie  in 
einem  andern,  als  dem  bi.sberigen  Sinne  aufzufassen.  Von  theoretischer 
Seite  wies  Prolessor  Fiedler  schon  im  Jahre  1803  (s.  Jahrg.  VIII,  S.  444 
der  vorliegenden  Zeitschrift)  darauf  hin,  dass  die  darstellende  Geometrie 
mit  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  eine  engere  systematische  Ver- 
bindung treten  und  sich  Damentlich  der  Lehre  von  den  geometrischen  Ver- 
wandtschaften bemächtigen  müsae;  eine  Ansicht,  der  schon  die  einfache 
Bemerkung  zur  Stütze  dient,  dass  z.  B.  die  Collineation  im  Wesentlichea 
aaf  eine  Centralprojection  hinauskommt.  Aber  auch  von  Seiten  der  Praxis 
ergab  aich  die  Notbwendigkeit  jener  engeren  Verbindung,  nachdem  Prof. 
Culmann  ib  aeiner  gegenwärtig  auf  allen  polytechnischen  Institatea  eia- 
gebürgerten  ,)grapbiBcben  Statik"  gezeigt  batte,  dass  viele  Aufgaben  ans  der 
Statik  der  BaBconstrnctionen ,  wie  sie  BameBtlich  bei  EBtwflrfen  vob  Futter- 
raauera,  steinernen  und  eiserBeiiBrttekeB  ete.  ▼orkemmea,  dnrcb  ConatuctioB 
rascher  und  llbefaicbtlieber,  ala  dareb  ReebaBBg  löabar  aiad,  aobald  maa  die 
Lebrea  der  neueren  Geometrie  sa  Hilfe  aimmt  Naeb  dieaea  VorgMogeB 
war  ea  obae  Zweifel  eia  seitgeaiftaaer  Gedaake,  die  daratelleBde  Geometrie 
„im  Siaae  der  aeaerea  Geometrie**  tB  bebaadelB,  Bad  es  bedarf  aar  aocb 
eiaea  karaea  Referatea  fiber  die  Art  aad  Weiae,  m  weleber  der  Verfasaer 
aeiae  Aafgabe  gelttat  bat. 

Daa  Werk  lerftUt  ia  aiebea  Abacbaitte,  derea  erater  mebr  Torbereitea- 
der  Natar  iat  aad  eiae  karae  Repetitioa  der  aötbigea  atereometriaebea  SftCse 
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nnd  der  zugehörigen  Con.structionen  giebt.  Der  zweite  Absclinitt  licliamlolt 
„das  Projiciren  in  der  Ebene"  und  die  hieraus  entepringendt-n  projecti- 
vischen  Verwandtschafton  der  Congruenz,  Aehnlichkeit,  Affinifat,  Col- 
lineatioD,  die  involutorischen  Punktroilion  und  Straldenbiischel ,  Pole  uad 
Polaren,  sowie  schliesslich  die  lieciprocität.  Abschnitt  III  ist  den  verschie. 
denen  Projectionsmethodcn  gewidmet  und  eotliält  daher  die  gewöhnliche 
descriptive  Geometrie,  sowie  die  Lehre  von  der  azonomotriscben  und  der 
eentralen  Projection.  Im  vierten  Abschnitte  werden  diejenigen  FläoheD 
antersucbt,  Avelche  man  sich  durch  Bewegung  von  Geraden  oder  Curven 
entstanden  denken  kann;  der  fUnfte  Abich&itt  lehrt  die  Constmction  der 
DnrcbaehDitte  gegebeaer  Flächen,  der  eeebate  beschäftigt  sich  mit  Beleueh- 
tongsconstraetionen  I  der  siebente  mit  geometrieohen  Orten  in  der  Ebene 
nnd  im  Räume. 

Ans  dieser  allgemeinen  Uebcrsicht  wird  man  schon  die  ungemeine 
Beiehhaltigkeit  des  vorliegenden  Werkes  erkennen,  Wobei  noch  besonders 
herrorsnheben  iat,  das*  der  Verfasser  nicht  nar  in  der  Behandlnngsweiae, 
•ondem  aneb  materiell  vielfaeb  Neues  giebt,  wie  s.  B.  in  dem  interessanten 
Abeebnitte'ttber  die  FlXohen.  Die  Darstellong  ist  fiberall  klar  nnd  wird 
dnreb  gesebickt  entworfene  Figuren  aweekmässtg  nnterstfttat.  Hiermit  sei 
das  Werk  den  Frennden  der  desoriptivea  Geometrie  bestens  empfohlen« 

SOBLtf  IIILOB. 
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Recension. 

Abhandlungen  ans  dem  Orenzgebiete  der  Mathematik  nnd  Philosophie. 
Vou  J.  C.  Becker.  ZUricli,  Druck  und  Verlag  von  Fr.  Öchultliest;. 
1870. 

Der  Zweck  des  vorliegenden  Sc)ii iftchens  iftt  ein  doppelter;  einerseits 
8oU  dasselbe  wieder  auf  die  tiefen  Untersuchnngen  Kant*s  nnd  Scho- 
penhaiier*8  fiber  die  Quellen  und  Grenzen  unserer  Erkenntniss  aufmerk- 
sam machen ,  andererseits  stellt  es  sich  die  Aufgabe ,  das  gute  Kecbt  der 
unmittelbaren  Ansehaunng  gegen  eine  gewisse  speculative  Mathematik  su 
▼ertreten ,  die  wo  möglich  sogar  die  Axiome  der  Geometrie  durch  Integral» 
rechnung  begründen  möchte.  Referent  hXlt  diese  historischen  nnd  kriti- 
schen Untersuchungen  des  Verfassers  für  um  so  seitgemiteser»  als  gegen- 
wftrtig  selbst  Empiriker  vom  reinsten  Wasser,  nftmlich  die  Physiologen, 
sieh  auf  ihrem  Wege  der  Kant 'sehen  Weltansicht  immer  mehr  nihem-; 
sagt' doch  s.  B.  UelroholtB  gcradesu  in  seiner  Abhandlung  über  das  Sehen 
(Preuss.  Jahrb  ,  1860) ,  dass  seine  Forschungen  ihn  sehliesflich  su  demsel- 
ben Resultate  geführt  hfttten,  welches  Kant  durch  eine  mühsame  Dialectik 
erreicht  habe.  'Unter  diesen  Umstünden  dürfte  ein  näheres  Eingehen  auf 
die  vier  Abhandlungen  des  Verfassers  mindestens  von  Interetise  sein. 

In  Nr.  1  wird  die  Natur  des  Raumes  nach  den  Ansichten  von  Kant 
nnd  Oanss  besprochen  und  dabei  an  eine  Bemerkung  des  Letsteren*  an- 
geknüpft, welche  folgendermasscn  lnutet  (II.  Bd.  S.  177  der  Werke):  ,,l>io- 
eer  Unterschied  zwischen  rechts  und  links  ist  ....  in  sich  vidlig  bestimmt, 
wenn  wir  gleich  unsere  Aiuschauiin^  des  matoriellen  l]nter.schiodes  Anderen 
nur  durch  N;ich\vci.sunj^  au  wiiklich  vorliamlf neu  inatei iellen  Dingen  nach- 
weisen können.  M(M(h^  HtniuM  kuiigon  hat  schon  K  a  n  t  getünc  ht ;  über  man 
hegreift  nicht,  wie  dieser  scharfsiiuiige  Phih)>oj)h  in  der  ersteren  einen 
lioweis  für  seine  Meinung,  dass  der  Kaum  nur  I'^orm  miscMcr  äusseren  An- 
Kcdiauung  sei,  zu  finden  ^laul)en  konnte,  da  die  zweite  s(t  klar  das  Gegen- 
tiieil  und  dass  der  Kaum  unahhimgig  von  iiiisorcr  Anscliauungsart  eine 
rccilo  Bedeutung  liaben  nniss,  beweiNef."  Sondei barerweihe  findet  »ich  die 
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▼on  Gauss  angegriffene  Stelle  in  Kantus  Hauptwerke,  der  Kritik  der  rei- 
nen Vernunft,  gar  ntclit;  die  einsige  Stelle,  welche  Gauss  gemeint  haben 
kann,  steht  xu  Anfang  des  §  18  der  „Prolegomena  su  jeder  künftigen  Meta- 
physik", aber  in  dieser  handelt  es  sich  nur  um  den  Nachweis,  dass  es  Un- 
terschiede giebt,  die  begriff  lieh  gar  nicht  ansdrttckbar  sind,  sondern  ledig- 
lich in  der  Anschauung  bestehen.  Bechte  und  linke  Hand  s.  B.  haben 
dieselben  Bestandtheile  in  gleicher  Anordnung  (auf  den  Daumen  folgt 
allemal  der  Zeigefinger  n.  s.  w.)}  wer  also  (wie  Hegel)  die  Anschauung 
igDorirt  und  mit  dem  Begriffe  Alles  eonstruirt  an  haben  glaubt,  mttsste  dem- 
naeh  beide  HSnde  für  identiscb  erklären  und  den  rechten  Handschuh  Uber 
die  linke  Hand  sieben  können ;  in  der  Tbat  besteht  aber  die  Verschieden- 
heit, dass  die  Anordnung  der  gleichen  Bestandtheile  nach  zwei  entgegen- 
gesetzten  Iviclitun<;oii  «jeht,  und  Das  lässt  sich  durch  keinen  Begriff,  sondern 
einzig  und  alloin  durch  Anscliauung  erkonnon.  Dies  und  nichts  weiter 
wollte  Kant  an  jeuor  Stolle  nachweihon;  iu  dieser  siiiijjclu  Bemerkung 
gleich  einen  Beweis"  für  die  rein  suhjeetive  Bedeutung  den  Raumes  zu 
finden,  ist  Kant  y^nr  nidit  eingetalleu;  dazu  gohürtcn  noch  ganz  andere 
Untersuchungen,  von  denen  iJer  Verfasser  das  Nötliigste  luittheilt  und  mit 
eigenen  j:uten  Anmerkungen  liegl(>itet. 

Die  zweite  ALliandlung,  betrellend  ,,die  A.xionie  der  (jeoiuetrie",  rich- 
tet sich  hanjits'iclilich  gegen  die  kleine  Schrift  K  i  e  ut  a  n  n  *  s  ,,übcr  die  Hy- 
pothesen, weli  lM-  iler  Geometrie  zu  Grunde  liegen*'  (aus  dem  Nachlasse 
herausgegeben  von  Dedekind).  »Sehen  «ler  Titel  dieser  Schrift  verräth 
eine  gewisse  Unklarheit,  die  nachher  sciiarf  hervortritt,  wenn  Hiemann 
behauptet,  „dass  die  Tiiatsachen,  welclie  Euklid  in  Form  von  Axumeti 
ausgesprochen,  wie  alle  Thatsachen  nicht  notbwendig,  sondern  nur  von 
empirischer  Gewissheit,  d.  h.  nur  Hypothesen  seien  XL.  8.  w.*'  Hier  Ver- 
wechselt der  beriihmte  Mathematiker  nichts  Geringeres,  als  Kusserlicbe 
Thatsachen  und  innere  Gesetse  der  Anschauung,  oder  kürzer:  Znfülligea 
und  Nothwendiges.  Eine  Kusserltehe  ThatsacKe  besitst  allerdings  nur  eine 
empirische  Gewissheit  (präciser:  einen  liestimmten  Grad  von  Wahrscheio- 
lichkeit),  und  hieraus  wird  nie  eine  absolute  Gewissheit,  weil  es  immer 
freisteht,  sich  die  Sache  anders  au  denken,  und  weil  jeden  Augenblick 
neue  Erfahrungen  auftauchen  können ,  wodurch  die  Ansicht  In  der  That 
eine  andere  wird  (Crom well  war  vielleicht  ein  Heuchler,  vielleicht  aueh 
nicht) ;  aber  von  den  Principien  der  Geometne  gilt  diese  Möglichkeit  des 
Andersseins  am  allerwenigsten.  Man  denke  sich  doch,  wenn  man  kann, 
swei  Gerade,  die  sich  in  drei  Punkten  schneiden;  man  skiasire  doch,  wenn 
man  kann,  eine  Gerade  awischen  swei  Punkten,  die  länger  ist  ala  ein 
Kreisbogen  awischen  denselben  Punkten;  da  hilft  nun  einmal  kein  Gerede, 
es  geht  eben  nicht.  Ein  8ats  aber,  dessen  Gegentheil  nicht  einmal  gedacht 
werden  kann,  ist  keine  mehr  oder  minder  wahrscheinliche  Hypothese, 
er  ist  vielmehr  eine  unerschütterliche  absolute  Wahrheit.  Heferent 
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kann  daher  dem  Verfasser  nur  beistimmen,  wenn  er  Riomann's  subtile 
Unterauchnngen  über  die  Eigenschaften  eines  ausgedehnten  Mnnnichfalti- 
gen  wenigstens  ftir  die  Geometrie  nicht  für  besonders  \vr>i  rhvoll  erachtet, 
Aoaserdem  macht  der  Verfasser  noch  darauf  besonders  aui'tnerksam,  daaa 
Kiemann  offenbar  die  Mathematik  für  eine  Wissenschaft  an«  blossen  6o- 
griffen  ansieht,  was  sie  nach  Kantus  klassischer  Untersachang,  welche  der 
Verfasser  geschickt  reprodacirt,  entschieden  nicht  ist« 

In  der  dritten  Abbandlnng  „ttber  die  Orandbegriffe  der  Geometrie  ond 
die  Bewegung  als  Hilfsmittel  bei  geometrischen  Untersnchnngen"  findet 
sieh  eine  siemliche  Reibe  kritischer  Bemerkungen.  Zunächst  polemisirt  der 
Verfasser  gegen  die  Wunderlichkeiten  in  Trendel« nbarg^s  |,logischen 
Untersnchnngen**.  Der  genannte  Philosoph  seist  nXmlich  Torlftufig  den 
aasdebnnngslosen  Punkt  (wo  er  ihn  hernimmt  und  wohin  er  ihn  setst,  erw 
fkhrt  man  nicht);  dieser  Punkt  strebt  fiber  sich  selbst  hinaus  (woher 
diese  Unruhe  V)  und  dehnt  sich  snr  Linie,  nachher  erweitert  sieh  die  Linie 
sur  Fliehe  und  letstere  ▼erdickt  sieh  sum  Körper.  (!)  Hieran  bemerkt  der 
Verfasser:  „man  stelle  sich  einmal  recht  lebhaft  vor,  wie  der  ansdehnnngs- 
tose  Punkt  sich  gleichwohl  nundehnt",  und  zeigt  dann  gans  richtig,  dass  die 
Vorstellungen  von  FlMcho,  Linie  und  Punkt  lediglich  durch  Abstractionen 
gewonnen  werdon,  welche  Avu  Kaum  als  Gcgonstand  reiner  Anschauung 
schon  voraussetzen.  Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Untersuchungen  kommt 
der  Verfasser  noch  einnml  auf  die  Riem  an  n 'sehe  Scluil  t  zurück,  um  die 
Stellung  der  analytisclien  Geometrie  zur  rein  anschanliclien  sy ntlietischen 
Geometrie  zu  i  liarakterisireu)  lieferent  kann  auch  diese  Partie  nur  als  eine 
gelungene  bezejc  linen. 

I)ie  vierte  Ablinndlung,  ,,zur  Metliode  der  G (  ..iiictrie" ,  bespriclit  dio 
von  Mehreren  (nuch  u.  A.  vom  Keforenten)  geuiachter)  Versuche,  an  dio 
Stelle  des  Euklidischen  Systemes  ein  natürlicheres  zu  setzen.  Der  Ver- 
fasser ist  nun  zwar  von  Euklid  sehr  wenig  erbaut,  alter  nucli  mit  jenen 
Versuchen  nicht  recht  zufrieden,  weil  sie  der  anmitteibaren  Anschauung 
immer  noch  nicht  soviel  Rechte  zugestehen,  als  er  verlangt.  Wer  selbst 
einen  solchen  Versuch  gemacht  hat,  wird  dem  Referenten  zu<;eben,  dass  es 
nicht  leicht  ist,  das  rechte  Maass  hierin  zu  treifen ,  und  es  bleibt  daher  nur 
der  Wunsch  übrig,  dass  der  Verfasser,  der  offenbar  ein  guter  Mathematiker 
ist,  seine  Ideen  in  einem  Lehrbache  der  filementnrgeometrie  ▼erwirklichen 
mSge.  Erst  wenn  dieses  jedenfalls  bemerkenswerthe  Werk  vorliegt,  wttrde 
sieh  über  die  Sache  weiter  reden  lassen. 

Referent  gesteht  gern,  dass  er  die  kleine,  aber  gehaltvolle  Schrift  mit 
steigendem  Interesse  gelesen  hat,  und  er  empfiehlt  sie  deshalb  Allen,  die 
einigen  Sinn  fiBr  die  Philoaophie  der  Mathematik  bemtaen.  Von  Ueraen 
aber  nnteisehreibt  er  den  Ausspruch  des  Verfassers:  „Man  glaubt,  Kant 
als  einen  ttberwnndenen  Standpunkt  hinter  sich  sn  haben,  während  man  im 
Oegentheil  kaum  angefangen  hat,  ihn  an  begreifen."  Sohlökilch. 
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Antikritik. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  nnd  deren  Anwendung  auf  phy- 
tikalisohe  Fragen.  Vurlo^ungen  von  BEuxiiAiiD  Hikman.v.  Für  deu 
Dritck  bearbeitet  und  herausgegeben  von  K.Hattbmoobff.  Braun- 
schweig, Fr.  Vieweg  und  Sohn.  1860. 

Herne  Bearbeilong  von  K  i  e  m  an  d*8  VorleeoDg  ist  in  dteaer  Literatnr- 
aeitong  (1870,  8.45—76)  aaaitlhrlicb  beaprocben  worden.  Der  Herr  Reeen- 
aent  giebt  einen  Ueberblick  ttber  den  Gedankengang  des  Bucbea  nnd  bebt 
dabei  eine  fieihe  ron  Punkten  herana,  in  denen  ich  mich  aowolil  gegen 
Biemann,  als  auch  gegen  die  Wiasenschaft  vergangen  haben  aoll.  Ich 
habe  mich,  wenn  aneh  nur  mit  Widerstreben,  eniaeblossen ,  aaf  die  einsei- 
nen Aoaslellnngen  einxugehen. 

Erster  Punkt. 

Es  handelt  sich  nm  drei  Integrale  nnd  die  dasn  gemachten  Beiner- 
kungen,  n&mlich  (§§  17  nnd  18  meiner  Bearbeitung): 


„33) 


0 

,,lvs  kann  liit  r  nur  das  pusitix  c  Vorzeiclini  der  (Quadratwurzel  geileu, 
weil  die  Function  uulrr  dem  huvgral  weseutlich  positiv  ist." 


0 

„Auch  hier  ist  die  Quadrat wurael  mit  positivem  Zeichen  au  nehmen.*' 


„35)  ^y^«**co*/Jj-  dx=  (  j/^ 

0 


worin  ß  keiner  BeschrAukung  uuterlicgt,  aber         positiv  an  nehmen  ist.** 

Der  Herr  Recensent  spricht  sich  darttber  nicht  aus,  wo  hier  ein  Fehler 
stecken  soll.  Er  sagt  nnr: 

„„Oer  Lehrer  dagegen  hat  die  Bemerkung  grmacbt:  Die  Gleich- 
ungen sind  nur  so  lange  giltig,  als  a  eine  reelle,  positive  (jröübe 
ist.*"* 

llicizu  dsrf  Ich  wohl  bcincrken,  «lass  dies  in  nieinor  HearlM'itung  nicht 
vcrnschlätisigt  ist.  Das  zweite  der  drei  Integrale  ist  ans  33)  liergeleitet  durch 
die  Substitution  x  —  ay.  Die  Intrgrati<m<'u  nach  x  und  nach  y  sollen  von  o 
bis  00  durch  das  Gebiet  der  positiven  reellen  Z.ililen  erstreckt  worden. 
Deshalb  ist  bei  Einführung  der  Substitution  besonders  notirt:  a^O,  d,  h. 
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doch  in  Worten  :  «  ist  rocll  luul  grtis.scr  als  0.  Xaclilior  wird  a(i  =  a  ^nsel/.t. 
Was  also  der  Ilt^rr  Roccnsrnt  dem  Lelirer  in  den  Muad  It  gt ,  i.st  in  di  r  lie- 
arlioitung  gc.sflgf.  Der  I>«dir<'r  und  die  lieai beitung  wiirdon  indessen  mit 
jener  Bemerkung  allein  zu  wenig  gesagt  Imbcn.  Kieniauu'ä  Mannscript 

fügt  durchaus  correct  hinza,  daHs       sowohl,  als       positiv  zu  aebmen 
sind.  Icli  habe  micb  streng  an  das  Manoscript  gebalten. 

Zweiter  Punkt. 

Es  handoll  sich  nm  Fourier'»  Reihen.  Gegen  die  Ilerleitung  der 
Reihe,  die  nach  den  Sinns  der  Vielfachen  des  Argumeuta  fortschreitet, 
bat  der  Herr  R('cen>  nt  Nichts  einzuwenden.  Die  Reihe,  die  nacb  den  Co- 
sinas  fortschreitet,  liätte  ebenso  behandelt  werden  können.  Sic  wird  hier 
aber  auf  einem  sehr  einfachen  Wege  aus  der  Sinusreihe  abgeleitet.  Der 
Herr  Keceosent  ,,uiiiss  hier  bemerken,  dnss  Riemann  diesen  Weg  nicht 
eingeschlagen**.  Er  glaubt,  „es  wXre  wohl  am  Platze  gewesen,  wenn  ich 
in  der  Vorrede  auseinandergesetzt  hätte,  welcher  durcbans  triftige  Grnnd 
mich  bewogen,  von  dem  Gange,  den  der  Lehrer  beim  Vortrage  eingeschla- 
gen ,  absnweieheii**. 

leb  bin  nnn  allerdings  der  Meinung,  dass  die  Vonrede  sn  lang  gewor- 
den wftre,  wenn  icb  den  Gedankengang  der  einzelnen  Paragrapben  darin 
btttte  begründen  sollen.  Doch  will  icb  dem  Herrn  Recensenten  den  durch- 
aus triftigen  Grund  nicht  verschweigen:  ich  habe  mich  streng  an  Rie- 
maun*s  Mannscript  gebalten. 

Der  Herr  Recensent  scheint  auch  nicht  einverstanden  sn  sein  mit  dem, 
was  ich  Uber  das  Giltigkeitsintervall  der  Cosinusreibe  habe  drucken  lashen. 
Die  Sache  ist  aber  vollstftndig  in  Ordnung.  Da  nämlich  die  Costniusrethe 
ans  der  Sinusreihe  abgeleitet  ist,  so  darf  man  zunächst  auch  für  sie  nur  das 
Giltigkeitsintervall  der  Sinusreiho  nehmen,  nämlich  tc'^x^O,  In  dem 
Beispiele  f(ä  )  =  x  wird  dann  mit  Absicht  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
hier  die  Reibe  auch  noch  für  x  =  0  und  x^ti  de  n  1  iinctionswerlb  giebt.  Ob 
dies  allgemein  von  der  Cosinusreihe  gelte,  bleibt  allerdings  eine  otVene 
Frage.  Der  Herr  Recensent  scheint  mir  nun  vorwerfen  zu  wollen,  dass  ich 
die.Nf  ollen«'  Frage  üliersehen  oder  verfuscbt  habe.  Das  ist  aber  nicht  der 
Fall.  Der  IJerr  Recensent  b.'itte  nur  den  citiiteu  Satz: 

„Vürläuhg  nütircn  wir  als  Giltigkeitsintervall  der  Reihe 

:!>.(•>  0" 

nicht  aus  dem  Zusaaimoubangc  rcisseu  sollen.  Er  hatte  unmittelbar  vurher 
lesen  können : 

„üb  die  abgeleitete  Reihe  allgemein  für  .r  — 0  und  noch  giltig 

ist,  lilsst  sich  mit  Sicherheit  noch  nicht  beuilheilen." 

Der  Herr  würde  dann  die  delinitive  Antwort  auch  da  gefunden  haben, 
wo  sie  gegeben  werden  kann,  nämlich  nach  Durchführung  der  Dirichlet- 
scben  Summirung  (S.  80  meiner  Bearbeitung). 
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Dritter  ruukt. 
Ks  handelt  sich  um  die  beiden  SäUe  ron  Dirichlet: 

ü 

und 

e 

wenn 

^>A>r>0. 

I)cr  Herr  lveeoiiK«Mit  hellt  den  Fall  heraus,  dass  f(ß)  zwischen  c  und  b 
uueniilich  wird.  Ich  muss  beinerk<'n  ,  da.ss  Ii  1  e  uj  a  u  u  '  s  Mauuscript  diesen 
Fall  hei  Seite  lüHst.  Ich  Imhe  uiith  also  au  das  halten  müssen,  was  Ric- 
m  a  u  n  uiiindlich  vorgetragen,  sowie  an  die  jedem  Mathematiker  eil' Gebote 
fctehonde  Literatur.  Die  Verantwortung  für  das,  was  ich  habe  drucken 
lassen,  trage  ich  allein.  Der  Herr  Recenisent  druckt  die  ganze  Stelle  wört- 
lich ab  und  fügt  dann  hinzu:  ,,Ich  gUnbe,  au  dieser  Stelle  bedarf  es  keines 
Wortes  Ton  meiner  Reite." 

Das  glaube  ich,  der  Herausgeber,  allerdings  auch.  Es  wäre  mir  aber 
angenehm  gewesen,  wenn  der  Herr  Rccensent  seine  Ausstellungen  vor- 
gnbracht  htttte.  Das  fett  gedruckte  Wort  „VorantteCloiig**  bringt  mich  auf 
die  Vermuthnng,  dass  der  Herr  Recensent  wissen  will,  wo  diese  Yoraiu- 
setsung  gemacht  sei.  Er  braucht  nur  eine  gute  halbe  Seite  turficksngeheo 
SU  den  Worten:  Ist  dies  der  Fall...  Dies,  d.  h  das  unmittelbar  vorher 
Gesagte.  Es  ist  aber  in  der  That  nicht  nöthig,  bei  diesem  Punkte  lünger  »n 
verweilen,  da  ich  das  Unheil  über  die  Darstellung  den  Faohgenossen  Über- 
lassen darf. 

Ich  abergehe  auch  die  folgende  Stelle  (S.  85  der  Recension)  und  be- 
merke nur,  dass  der  Herr  Recensent  hier  die  Güte  hat,  ein  Stack  der  von 
mir  vemachlXssigten  Vorrede  su  schreiben.  Ich  habe  nun  einmal  keinen 
Geschmack  filr  lange  Vorreden.  Hfttte  ich  die  mir  bis  dahin  nnhekannteii 
Wttnsehe  des  Herrn  berQcksicbtigen  wollen,  meine  Vorrede  wire  am  Ende 
so  lang  geworden,  wie  die  Recension,  nnd  ich  habe  einen  grossen  Wlder- 
willcu  gegen  alles  überflüssige  Schreiben. 

Vierter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  verlangt  von  mir  den  Beweis  dafür,  dass  sich 
durch  Keihenentwickelung  zeigen  läbst: 

Urne  '»O  fttr  <  =  0. 

* 
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Diesen  Beweis  wircl  der  Herr  Beeensent  im  Stande  sein,  jedem  Scha- 
ler m  f&hren;  ea  irllre  also  nnartig  Ton  mir,  yorsagreifen.  leh  darf  viel* 

leicht  den  Herrn  erinnern  an  die  Beibe  für  e  Diese  könnte  man  mit 

t"^^  nraltipliciren.  Das  Resnltat  könnte  man  in  den  Nenner,  die  Einheit  in 
den  Ztthler  setien  und  fragen ,  was  ans  dem  Bmehe  wird  Air  /»O. 

Fünfter  Punkt. 

Es  handelt  sich  um  die  Lfisnng  der  partiellen  Differentialgleichung 

dt^  dr  sinfdW~     sin  6'  d  <p' 

Die  NebenbetliugungfMi  lauten: 

u~F{rf6,(p)  für  /  =  0, 
M  =  0  für  r  =  0. 

Die  partielle  DiiTercutialgleicfaung  muss  in  der  Kecension,  wenn  man 
den  Herrn  Reccnsontcn  verstehen  soll,  mit  (1),  d.  h.  arabisch  Eins,  he- 
seiebnet  werden.  Alsdann  muss  man  auf  S.  58  der  Kecension  statt 


n  =  0 

lesen: 


-5 


nnd  nnmittelbar  vorher  vor:  Funciiou"  schreiben:  (1)  d.  h.  arabisch 
Eins,  statt  (I),  d.  h.  römisch  Einti. 

Dann  ist  das  Citat  im  Wesentlichen  eorrect.  Wenn  der  Herr  Hocen- 
sent,  anstatt  „etc.  etc.*'  zu  setzen,  ruhig  weiter  gelesen  und  namentlich  den 
Znsanimenlinng  mit  dem  folgenden  Paragraphen  anfgefasst  hfttt^,  so  würde 
er  vielleicht  eingesehen  haben,  dass  bedeutende  Aendernngen  nicht  vor- 
genommen sind.  Die  Redaction  '  das  steht  auch  in  meiner  kurzen  Vor- 
rede —  habe  ich  an  verantworten.  Ich  lasse  mich  aber  auf  eine  Discnssion 
nur  ein,  wenn  mir  nachgewiesen  ist:  Hier  liegt  ein  Fehler.  Die  Frage,  ob 
Jemand  ebne  andere  Kenntniss  der  Kugelfnnctionen  den  §  72  verstehen 
werde,  kann  ich  mit  dem  Herrn  Recensenten  am  allerwenigsten  besprechen. 
Es  kommt  fttr  das  Verstftndniss  mathematischer  Deduetionen  immer  viel  auf 
den  guten  Willen  an. 

Sechster  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  eitirt  den  §  70  meiner  Bearbeitung  ^  der  von  der 
Anwendung  der  Wirmetbeorie  Fonrier*s  auf  die  Erdtemperatnr  bandelt. 
Der  Herr  setat  nach  wQrtlicber  Wiedergabe  des  Paragraphen  das  Folgende 
binsu: 
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„„leh  kann  nicht  nmbwi  hier  dem  geehrten  Leser' zn  gestehen,  dass 
•  ieh  nie  grösseren  Nonsens  nnd  grössere  Widersprüche  im  schönsten 
Deutsch  vereint  gefanden  habe  in  einem  wissenschaftlichen  Werke.  Der 
gaaze  §  70  eignet  sich  meiner  Ansicht  nach  ansgeseichnet  ftir  eine  ma- 
thematische Bierseitang."  " 
Dieser  sarten  nnd  geschmackToUen  Kritik  hahe  ich  gar  nichts  an  er- 
widern.  Ich  muss  aber  bemerken,  dass  der  {70  nicht  von  mir  herrtthrtp 
sondern  aus  Riemann*s  Manuscript  abgedmckt  ist.  Die  Handschrift  ist 
in  meinen  HMnden.  Ich  bin  gern  bereit,  sie  Jedem,  der  es  wünscht,  siir 
Ansicht  vonralegen.  Blnen  Besuch  des  Herrn  Becensenten  mnss  Ieh  mir 
allerdings  verbitten* 

Siebenter  Punkt. 

Der  Herr  Becensent  stellt  in  Beziehung  auf  die  schwingenden  Saiteo 
swei  Fragen,  nftmlich: 

„„Wflrde  es  nicht  einfacher  nnd  verständlicher  gewesen  sein,  an 
sagen:  q  ist  der  Elasticitiltsmodul  der  Saite?**** 
und: 

„„Der  Herr  Bearbeiter  hält  es  nicht  der  Iffihe  werth,  zu  sagen: 
Die  Longitudinalschwingnngen  hSngen  von  dem  ElasticitVtsmodnl  der 
Saite,  die  Transversalschwingungen  dagegen  von  der  Spannung  derselben 
ab.  Wozu  wendet  der  Herr  Professor  Mathematik  auf  physikalische 
Probleme  an,  wenn  derselbe  nicht  zu  physikalischen  Resultaten  ge- 
langt?'*** 

Der  Herr  Recensent  fHgt  dann  hinzu : 

„„Ich  brauche  wohl  nicht  zu  bemerken,  dass  Riemann  auf  jede 

physikalische.  VVnhrlieit,  worauf  die  mathematischen  Formeln  deuteten, 

sorgfältig  aufinci ksaui  iiiHclite.**** 

Da  ich  (ia.s  ganze  (japitcl  libor  die  sciiwingondon  Saiten  fast  wörtlich 
aus  Riem  au  n 's  Mnnuscjjpt  gouoiiiiiicn  liabo,  so  sielit  »lor  geehrte  Leser, 
dass  der  Herr  Recensent  nicht,  wi«'  er  hoabbiclitigto ,  Riemanu  gt'gen 
llattendor  ff,  .sondern  Iv  1  o  m  a  n  ii  g'gen  K  i  e  «n  n  n  n  ins  Feld  führt.  Uebri- 
gcns  ist  der  Name  ,,  E  I  a  s  t  i  ci  t  ä  f  .s  mi  o  d  u  1  "  kein  jdiy.sikalisches  Kesul- 
tat,  nnd  der  Satz  von  den  L()nj;itu<linal  -  und  TransversuKchu  inirnngeu  i.st 
für  den  denkenden  Leser  deutlich  genug  iu  den  crsteu  drei  Furoielu  auf 
S.  187  enthalten. 

Ächter  Punkt. 

Der  Herr  Recdnsent  Ist  im  Zweifel  darüber,  ob  ieh  die  Saiten  zu  den 

„luftförmigen  oder  den  tropfbarflUssigen** Kftrpern  zXhIe.  Ich  habe  kein  In- 
teresse daran,  diesen  Zweifel  aufzuklaren.   Der  Herr  hätte  sich  die  ganze 

Nörgelei  über  die  Ueberschrift  „Schwingungen  elastischer  fester  Körper" 
sparen  können.  Wenn  es  ihm  auf  die  Sache  ankam,  brauchte  er  nur  den 
ersten  Absatz  vuu  §  79  zu  Icscu. 
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Ich  mnas  d'ivse  und  einige  andere  Kleinlichkeiten  übergehen  and  kann 
mich  namentlich  nicht  dabei  aufhalten,  dem  Herrn  die  „verlorenen"  Gleich- 
ungen (x)  von  S.  200  auf  Schritt  und  Tritt  nachzutragen.  Ich  will  nur  be* 
merken,  dus  leider  am  Schluss  des  §85  ein  Druckfehler  stehen  geblieben 
iat.  £a  muis,  wie  man  leichfc  sieht,  heisacn: 

9 

Neunter  Punkt. 

Im  Anfange  des  }  100  ist  aus^inandergesetst,  dass  ein  Flttssigkeits- 
theilcben,  welches  'sur  Zeit  t  im  Punkte  (dr,y,s)  sieh  befind,  nach  Ablauf 
des  nächsten  Zeitdifferentials  <fl,  also  inr  Zeit  l+d/,  im  Punkte 

(«  +  «  I,  y + V  <fl,  r  +  «  I) 
'  angekommen  ist.  Dasselbe  Theilchen  hat  sur  Zeit  t  die  Dichtigkeit  ^,  sur 
Zeit  <  +  <ll  die  Dichtigkeit 

Soll  nun  im  betondeni  Falle  die  Dichtigkeit  eonstant  sein,  so  sieht 
man,  dass 

9p  ,     dg  ,     dg  .     Bq  ^ 

SU  setsen  ist.  Dies  geschieht  an  Ende  des  { 100.  Der  Herr  Reeensent  sieht 
darin  den  Beweis,  dass  ich  nicht  einmal  die  ersten  Elemente  der  Differen- 
tialrechnung anauwenden  verstehe.  Er  hält  es  für  überflüssig ,  mehr  hinsu» 
zufügen.  Ich  auch. 

Zehnter  Punkt. 

Es  handelt  sich  bei  den  hydrodynamisebeu  Gruudgleichungen  um  die 
Bedingungen   für  da«  Vorbaiidensein  einer  Potentialfunction.     Diese  Be- 
dingungen lauten  dahin,  dass  während  des  Verlaufes  der  Bewegung 
jeder  Zeit 

du     d  V  ^      d  >'     dm  cw     du  ^ 

dy     dr       *     dz     dy        ^     dx  dz 
sein  muss.    Nun  wird  im  §  101  bewiesen,  dass  diese  drei  Gleichungen  zur 
Zeit  t  -f- rf/  noch  giltig  wenn  sie  es  zur  Zeit  /  waren.  Die  Bediuu'nii-en 

sind  demnach  zu  jeder  Zeit  erfüllt,  wenn  sie  es  in  irgend  einem  Momente 
sind,  z.  B.  für  /  =  0.  Die  vereinfachten  Bedingungen  bestehen  al^o  da- 
rin, dass  die  obigen  drei  Gleichungen  zur  Zeit  /  =  0  erfüllt  sein  mü>seu. 
Ich  babe  dies  in  den  Formeln  durch  den  an  tf,p,tp  angehängten  Index  0 
ausgedrückt. 

Der  Herr  Besensent  erklärt  nun  die  Vereinfachung  für  mein  besonde- 
res Geheimnlss.  Er  Überlegt,  ob  ich  vielleicht  glaubte ,  ein  mathemati- 
8* 
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•  ehe  r  A  u  .>>  d  r  u  c  k  werde  dadurch  eiüfaclicr,  dat>s  mau  allou  Qrösseu  Id' 
diees  giebt.  Er  citirt  etwas  als  meinen  ..ausgezeichneteu'', Beweis ,  was  ich 
nie  gedacht,  geschweige  denn  gedrnclct  habe,  ond  fordert  das  Foblikam  auf, 
danach  über  meiiu^  1  ahiglceiten  su  artheilen. 

£s  lässt  sich  wühl  nicht  leugnen,  dnss  der  Herr  Recensent  sich  hier 
etwa»  weit  aufs  Feld  gewagt  hat.  Ich  ziehe  daraus  keinen  Schluss  anf 
seine  Fähigkeiten.  Aber  das  Hegt  auf  der  Hand,  dass  der  Herr  sieh  bester 
dabei  gestanden  hätte,  wenn  er  vor  der  fiecension  hätte  versnehen  wollen, 
den  Gedankengang  des  citirten  Paragraphen  an  verstehen.  Was  der  Herr 
Beeensent  an  dieser  Stelle  Riemannin  den  Hand  legt,  mag  der  Herr  in 
der  VorlesQng  so  anfgefaast  hahen«  Riem  ans  hat  es  aber  nieht  gesagt. 

Elfter  Punkt. 

Der  Herr  Recensent  wendet  sich  noch  einmal  gegen  die  Vorrede.  Er 
maeht  mir  einen  Vorwarf  daraus,  dass  ich  in  meiner  Vorrede  das  Wort 
„Hingcoordinaten**  gebrauche,  das  Riemann  im  Vortrage  nicht  gebrancht 
hat.  Es  ist  dem  Herrn  wahrscheinlich,  dass  ich  „Semipolarcoordinaten** 
gemeint  habe.  Was  „Ringcoordinaten**  sind,  kann  der  Herr  Recensent  tob 
jedem  Mathematiker  erfahren,  und  was  andererseits  anter  „Semipolar- 
eoordinaten"  au  verstehen  ist,  darüber  brauche  ich  mir  von  dem  Herrn  He- 
censenten  keinen  Aufschlusa  sn  holen.  Doch  das  ist  Nebensache.  Ich  habe 
in  der  Vorrede  eine  Aufgabe  zu  besonderer  Verüffentlichnng  vorbehalten, 
weil  in  drr  Durchführung'  der  vonliiemann  vorge/eiehneten  Uechuung 
noch  ein  Punkt  aufzuklaren  ibt.  Der  Herr  Kecensent  Echüitot  nun  mit  einer 
wähl  en  Habt  da.s  Füliliorn  seines  Heftes  aus.  Ich  kann  dem  Herrn  zur  Be- 
ruhigung sagen,  dass  mir  das  von  iiim  Voi j^M-binciite  und  vielleicht  noch 
etwas  melir  bekannt  ist,  und  doch  noch  ein  Punkt,  ein  einziger 
Punkt,  Herr  Recensent,  aufzuklären  bleibt.  Es  scheint  dem  Herrn  Re- 
censenten  bekannt  zu  sein,  dass  eine  Hauptaufgabe  bei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen darin  besteht,  die  willkürlichen  Constanten  der  allgemeinen 
Lösung  aus  den  Bedingungen  des  Problems  zu  bestimmen.  Nach  Rie- 
manu's  eigenem  Ausspruche  (§41  am  Ende)  liegt  darin  häutig  der  wich- 
tigste Punkt  der  Frage.  Der  Herr  Recensent  sagt  selbst,  dass  Kiemann 
bei  der  vorliegenden  Aufgabe  diese  Coefficientenbestimraung  in  der  Vor- 
lesung nicht  durchgeführt  hat.  Und  weil  ich  sage : 

,,Riemann  hat  .sich  darauf  beschränkt,  fär  die  Lfisung  den  Weg 
im  Grossen  vorzuschreiben**, 
fttblt  der  Herr  Recenaent  die  sittliche  Verpflichtung,  mieh  der  Unwahr* 
heit  an  seihen! 

Der  Herr  giebt  sich  die  Miene,  als  müsse  er  Riemann  in  Sehuta 
nehmen  gegen  meine  Nachrede ,  er  habe  Unfertiges  groben.  Diese  Nach- 
rede habe  ich  nicht  geftthrt.  Wenn  ich  die  Aufgabe  Von  der  .Bewegung  des 
Ringes  TeröffentUehe|  dann  kann  man  Rechenschaft  von  mir  Teriaagen  iber 
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das,  WM  ieh  Torgefiinden  habe.  Ich  werde  diese  Rechenecheft  nicbt  schul- 
dig bleiben.  Wer  das,  was  ich  bis  jetst  von  Biemann's  Arbeiten  heraas- 
gegeben  habe,  mit  unbefangenem  Ange  prüfen  will,  der  kann  mir  nicht 
nachsagen,  dass  ich  mich  rnhmsfichtig  vorgodrSngt  habe.  Ich  bin  mir  be- 
wnsst ,  mit  Liebe  und  Treue  gearbeitet  sn  haben ,  nnd  ich  glaube,  es  ist  nicht 
nötbig ,  Rienann  gegen  Anmasbungcn  von  meiner  Seite  so  schfitsen.  Und 
wenn  es  nötbig  wfire,  nnd  wenn  der  Reeensent,  Herr  Dr.  Fr.  6ö  de  eher  in 
Lüneburg,  den  Beruf  und  daii  Recht  da^u  gehabt  hStte,  durch  diese Recension 
wire  er  des  Rechtes  vc  rln.stig  gegangen,  durch  diese  Reeension,  die  von 
blinder  Animosität  dictirt  ist.  Geht  doch  der  Elerr  in  seinem  Eifer  gegen 
mich  so  weit,  dass  er  Rieinnnn's  Mannscript  eine  Bierzeitung  nennt,  weil 
er  sich  einbildet,  e»  sei  vuii  mir  geschrieben.  Riemaun  wird  dadurch 
nicht  herabgesetzt,  und  ilii'  bühiiisebcu  R"(li'nsarteti ,  die  gegen  mich  ge- 
schleudert werden,  inaclien  mich  auch  nicht  schlechter.  Wenn  aber  der 
Herr  Dr.  Fr.  Gödeeker  um  Nichts  und  wieder  Nichts  es  waj,'t,  mit  der 
Beschuldigung  der  Unwahrheit  die  Reinheit  iikmugs  Namens  anzutasten,  so 
weiss  ich,  dass  dafür  die  Vernchtiing  jedes  Mannes  von  Hlire  auf  ihm  lastet, 
eine  Verachtung,  diu  auch  nicht  jr^Mnildci t  werden  kann  durch  das  Mitleid, 
das  man  mit  dem  wissenschaftlichen  Theile  seines  AugrilTes  fühlen  muss. 

Hannover,  den  20.  Jnni  1870.  K.  Uatt£ndobff. 
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Recensi  oueii. 

IM«  SpeetnlaiialyM  in  aintr  Bdh«  von  Mdu  YarlMimgiii  nit  wUmii* 
wihiHHeliiB  Vaehtfign  tob  H.  S.  Boiooe.  Antorisirfte  denlaehe 
Ausgabe,  bearbeitet  ▼on  Scbobluhoeb.  Bmmtebweig,  Vieweg 
&  Bobn.  1870.  X  and  SOO. 

'Das  vorlfegende  Work  reiht  sich  den  vorzüglichen,  im  besten  Sinne 
populären  naturwisscnschaftlichon  Werken,  die  wir  iu  neuerer  Zeit  von 
englischen  Autoren  erhalten  haben,  würdig  an. 

Die  Vorlesungen  beginnen  mit  den  einfachsten  Erörterungen  über  die 
Zerlegbarkeit  des  weissen  Lichtes  und  schliessen  mit  einer  eingehenden 
Orientirung  über  die  neuesten  Resultate,  die  für  die  physische  und  chemische 
Beschaffenheit  der  Sonne,  für  die  Beschaft'enlicit  und  die  Bewegung  der  Fix- 
sterne, für  die  Spectren  der  NebclHccko  und  Cometen  erlangt  worden  sind. 
Die  Deductioueu  sind  scharf  und  khir,  die  Beschreibung  der  Versuche, 
durch  vorzüglich  entworfene  und  ausgeführte  llolzscbnitto  unterstützt,  ist 
in  hohem  Grade  anschaulich  und  lebendig. 

Um  auch  einem  tiofergehenden  wissenschaftliclien  Bodürfniss  entgegen 
zukommen,  hat  nun  der  Verfasser  jeder  Vorlesung  eine  Reihe  von  Original- 
abhandlungen  oder  Auszügen  aus  solchen  beigegeben,  welche  eine  hervor- 
ragende Bedeutung  für  Spoctralanalyse  und  ihre  Anwendung  erlangt  haben. 
In  welch  hohem  Grade  dadurch  der  wissenschaftliche  Werth  des  vortreff- 
lichen Buches  gesteigert  wird,  erhellt  am  Besten  durch  Aufzählung  eines 
Theiles  der  mitgetheilten  Abhandlungen.  Nach  der  ersten  Vorlesung  folgen 
n.  A.  Abhandlungen  aus  Newton'«  klassischer  Optik,  die  Fundameutal- 
▼ersache  über  Farbenzerstreuung  enthaltend;  Bunsen*8  nnd  Roscoe's 
Untersuchungen  fiber  die  chemisch  wirksamen  Strahlen  der  Sonne.  Nach  der 
zweiten  Vorlesung :  Ein  Theil  der  AbhandlungK  i  r  c h  h  o  f  f '  s  iin  l  B  u  n  s  e  n '  s 
(Poggendorff  CX,  107  Agg.)  über  die  Spectrelreactionen  der  Salze  der  Al- 
kali- and  der  Erdalkalimetalle;  ein  Theil  der  zweiten  grossen  Abhandlung 
derselben  Forscher  (Poggendorff  CXIII,  337)  über  die  Methode,  den  Spec- 
tralapparat  an  benutzen;  die  Abhandlung  Bunsen's  (Poggendorff  CX IX, 
10)  Aber  die  graphische  Darstellmig  Ton  Spectralbeobachtnngen. 

Ulcratarttr.  d.  Z»luckr.  f.  lUth.  «.  Phf».  XV,  I.  0 
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Der  dritten  Vorlesung  sind  angehängt:  Ein  Anszng  aus  Kirchhoff*« 
und  13  n  n  s  e  n '  8  zweiter  Abhandlung  über  die  Keactionen  der  Kubidinm-  nnd 
Cäsium  Verbindungen ;  Kirchhofes  Abhandlang  sQr  Qesehichle  der  Sj>ee* 
tralanalyse  (Poggendorff  CXVIII,  94). 

Der  vierten  Vorleaangf  Bind  beigefügt :  Ilnggins'  Zeichnnng  der  Me- 
tallapcctra;  ein  Aussog  aus  Huggins'  Abhfindlung  über  die  Speetra  eini- 
ger chemischer  Elemente  (Phil.  Trana.  lM4tS.  139),  nebst  den  sogehörigen 
Tabellen;  BesehreibungdesMikrospectroskops  von  Sor b j  nnd  Browning. 

Nach  der  filnften  Vorlesung,  welche  dieResnItate  der  spectroskoptsehan 
Sonnenbeohaehtangen  enthält,  folgen  ein  Aossiig  ans  Angttröm*a  Re- 
ekerehei  sur  It  spectre  idaire,  Üp$,  1868|  die  interessanten  Mittheilangen 
Lockyers  Aber  die  Beobachtung  der  Protaberansspectren  an  der  nnver- 
finsterten  Bonne,  vom  90.  Oetober  1868  beginnend i  nach  den  iVoe.  e/  ike 
iRey.  Soe,  ofLondön,  VoL  XVll,  1806— 18€0$  sowie  die  klnasisehen  Beohaeh- 
inngen  Z611ner*s  Uber  die  Protnberansen  nach  PoggendoHf  CZXXVIII, 
S.  189,  nebst  einer  Torsflglieb  ansgeftihrten  Wiedergabe  der  jener  Abhand- 
lung beigegebenen  chromo  >  lithographirten  Abbildung  der  reiben  Bilder  Ton 
19  Protnberansformen.  Dieser  Vorlesung  ist  ferner  Kirchhof f*s  grosse 
Zeichnnng  des  Sonnenspectrnms  von  A^G  und  AngstrSm's  Ergtesnng 
fttr  den  Baum  G^Bt  beigegeben. 

Die  sechste  Vorlesung,  der  Spcctroskopie  der  Planeten  und  der  Fix- 
sterne gewidmet,  wird  durch  eine  chromo -lithographisefae  Tafel  mit  sieben 
Fixsteruspectren ,  dem  Sonnenspectrum,  dem  Wasserstofispectrnm ,  dem 
Stickstoffüpectrum  und  zwei  Kohlenstoffspectren  (Leuchtgas  und  Cyangas) 
ergänzt,  ferner  durch  Auszüge  ans  Huggins'  Abhandlungen  über  die  Mi- 
kjoskojtie  dos  Mars,  über  die  Versiiclif ,  ilie  liewcgun^'  gewisser  Fixsterne 
aus  don  Spectron  zu  erkennen;  dann  die  Mittli<'iluiig  Zollner's  über  i,ein 
neues  KeversioiLsspectroskop;  die  Tabellen  zu  K  i  re  Ii  h  o  ff 's  Zeichnung  des 
Sonnenspectrums  und  der  hellen  Spectrallinien  der  Elemente;  die  Tabelle 
der  Linien  des  Cer,  Lantlian  ,  Didym,  Palladium,  Platin,  Iridium,  Ruthe- 
nium; die  Tabelle  der  IJaupteiscnlinien  von  Tlialf'n  und  Angström. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  reichhaltiger  Literaturn.acb- 


Dib  Kepler'schen  Gesetze;  eine  neue  elementare  Ableitung  derselben  aus 
dem  Nowton'scbcn  Anzicliungsgesetze.  Von  Dr.  IL  Müller,  Pro- 
fessor am  Gymnasium  zu  Lahr.  Brauuschweig,  Druck  and  Verlag 
von  Fr.  Vieweg  &  Sohn.  1870. 

Das  vorliegende^  fünf  Druckbogen  umfassende  Scbriftchen  zerHÜlt  in 
drei  Abschnitte,  von  welchen  die  beiden  ersten  als  Einleitungen  tn  betrach- 
ten sind.  Im  ersten  Abschnitte  werden  die  Kegelschnitte  soweit  nntersneht| 
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als  es  für  die  Theorie  der  Planetenbewpgung  erforderlich  ist;  der  zweite 
Abschnitt  enthält  eine  elementare  Herleitung  der  nöthigen  Sätze  aus  der 
Dynamik  mit  Einschlu.ss  des  Princijtes  der  l'^rlialtung  der  FIliclien  l)oi  Cen- 
tralbpwpgungeu  und  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft;  nacli  dii'.stni  Vor- 
arbeiten wird  im  letzten  Abschnitte  die  Centraibewegung  nach  dem  New- 
ton'«dien  Anzicbungsgesetzc  discutirt.  Der  Verfasser  goht  hierbei  fast 
genau  denselben  Weg  wie  die  analytische  Mechanik.  Bezeichnet  nämlich 
K  die  Anziehung  der  Sonne  auf  eine  in  der  Enttcinnu;;  1  betiudlichc  Mas* 
seneiuheit,  so  sind  bekanntlich  die  Difierentialgieichungeu  der  Bewegung 

and  diese  liefern  einerseits  die  Flüchengleichnng 

f*d9  =  Jät  oder  v»-, 

9 

andererseits  mittels  des  Satses  tod  der  lebendigen  Kraft 

worin  A  und  B  Integrationsconstanten  sind,  »  die  Geschwindigkeit,  r  den 
Kadias  veetor  nnd  q  den  Abstand  des  anziehenden  Mittelpunktes  von  der 
durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Tangente  an  der  Bahn  bezeichnet» 
Dnreh  Elimination  ron  v  entsteht  die  Gleichung 

welche  eine  charakteristische,  rein  geometriseho  Eigenschaft  der  gesuchten 
Trigectorie  darstellt  nnd  cur  Bestimmung  der  letsteren  dient.  Bis  zu  dieser 
Stelle  ist  der  Gang  des  Verfaisars  völlig  einwnrfsfrei;  im  Folgenden  aber 
begnügt  sieh  der  Verfasser  mit  dem  Nachweise,  dass  die  obige  Eigenschaft 
den  Kegelschnitten  ankommt,  nnd  das  ist,  streng  genommen,  nicht  ausrei- 
chend. Zufolge  des  Werthes 


9  = 


ist  nlmUch  die  obige  Gleichung  eine  Differentialgleichung  sweiten  Grades, 
die  mehrere  verschiedene  Auflösungen  sulasaen  könnte;  der  Verfasser  hat 
daher  nur  bewiesen,  daas  die  Planetenbahnen  Kegelschnitte  sein  können, 
nicht  aber,  dass  sie  Kegelschnitte  sein  mttssen.  Das  Letstere  dttrfte  sieh 
auch  schwerlich  auf  elementarem  Wege  beweisen  lassen,  wenigstens  nur 
mit  den  grossen  WeitUufigkeiten,  welche  bei  jeder  Rednction  eines  Integra- 
les auf  den  Grenswerth  einer  Summe  unyermeidlich  sind.  Sonach  hat  der 
Verfasser  immerhin  das  Mögliche  geleistet  und,  wie  Keferent  gern  an- 
erkennt, in  m&er  darcbans  klaren  Darstellung.  8ohlöiuj:.ob. 
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Terbesserangea 
in  den  ftlnfatdligen  logarithmischen  und  trigonometrischen  Tafeln  Ton 

0.  SoblOmilob. 


Seite  44  ist  bei  siub^O'  statt  Ü,087lSi  zu  hseii  0,08716. 
44  biud  die  beiden  Difi'erenzeu  {/).  T) 


» 


t» 


tt 


» 


tt 


•28,9 
26,9 


afiia^lO'  0,00006 
aO*  0,00295 

81/  0,095fö 

in  89,0  uninSndem,  weil  letalere  Zahl  etfraa  genauere  Wertiie  liefert. 
47.  Die  Oifferens  awiaehen  afc  88*40'  nnd  «4^83^60^  bt  «na  demaelben 

Grunde  nicht  =20,7,  aondern  s26,0  an  nehmen. 
40.  Ebenso  iat  die  DifTcrcuz  awiachen  «ia38*40'  nnd  «£i  88*00"  nieht  =84,4, 

sondern  —  24,5  zu  setzen. 
52  ist  iiebon  tungaz=^b(i  angegeben  tang\uss,%/ij^  atatt  des  genaueren  Werthea 
/a/i^ia  =  25,0. 

166  iat  an  verbeaaern,  daaa  das  X8nlgreleh  Wttrtteuberg  an  den  Staaten  ge- 
hört, welche  den  Fnaa  dedmal  theilen. 
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